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对 于 在 数学 分 析 方 面 不 算 熟 练 且 需 要 留意 理论 算法 的 普通 程序 员 来 说 ， 林 书 是 一 本 可 读 性 很 
强 的 优秀 读本 。 他 们 应 该 会 从 中 获 益 良 多 ， 
一 一 Steve Summit，《C Programming FAQs》 的 作者 
Sedgewick 有 一 种 真正 的 天 赋 ， 可 以 用 易于 理解 的 方式 来 解释 概念 。 书 中 采用 了 一 些 易 懂 的 实战 
程序 ， 其 篇 幅 仅 有 一 页 左右 ， 这 更 是 锦上添花 。 而 书 中 大 量 采 用 的 图 、 程 序 、 表 格 也 会 极 大 帮助 
读者 的 学 习 和 理解 ， 这 使 本 书 更 显得 与 众 不 同 
一 Willam A. Ward， 南 亚 拉 巴 马 大 学 


本 书 是 Sedgewick 彻 底 修订 和 重 写 的 C 算 法 系列 的 第 二 本 ， 集 中 讲解 图 算法 。 全 书 共 有 6 章 (第 17~22 
章 )。 第 17 章 详细 讨论 图 性 质 和 类 型 ， 第 18~22 章 分 别 讲解 图 搜索 、 有 向 图 和 DAG、 最 小 生成 树 、 最 短路 
径 以 及 网 络 流 。 

书 中 提供 了 用 C 语 言 描述 的 完整 算法 源 程序 ， 并 且 配 有 丰富 的 插图 和 练习 。 作 者 用 简洁 的 实现 将 理论 
和 实践 成 功 地 结合 了 起 来 ， 这 些 实 现 均 可 在 真实 应 用 上 测试 ， 使 得 本 书 自问 世 以 来 备 受 程序 员 的 欢迎 。 

本 书 可 作为 高 等 院 校 计算 机 相关 专业 算法 与 数据 结构 课程 的 教材 和 补充 读物 ， 也 可 供 自学 之 用 。 

本 书 作 者 的 网 站 http://www.cs.princeton.edu/~rs/ 为 程序 员 提供 了 本 书 的 源 代码 和 勘误 表 。 





作 = 拥有 斯 坦 福 大 学 博士 学 位 (导师 为 Donald E. 
者 Robert Sedgewick Knuth) ， 普 林 斯 顿 大 学 计算 机 科学 系 教授 ， 


相 | Adobe Systems 公 司 董事 ， 曾 是 Xerox PARC 的 研究 人 员 ， 还 曾 就 职 于 美国 国防 部 防御 分 析 研 究 
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外 | 所 以 及 INRIA。 除 本 书 外 ， 他 还 与 Philippe Flajolet 合 著 了 《算法 分 析 导 论 》 一 书 。 
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本 书 是 深入 论述 算法 的 三 卷 本 教程 《算法 : C 语言 实现 》 (第 3 版 〉 中 的 第 二 卷 一 一 图 
算法 。 作 者 在 这 次 修订 中 重 写 了 许多 内 容 ， 增 加 了 数 千 个 新 练习 、 数 百 个 新 图 表 、 数 十 个 新 
程序 ， 并 对 图 表 和 程序 做 了 详尽 的 注释 说 明 。 新 版 中 不 仅 涵盖 了 新 的 主题 ， 而 且 还 提供 了 对 
许多 经 典 算法 的 更 充分 的 解释 ， 包括 图 的 性 质 、 图 搜索 、 有 疝 图 、 最 小 生成 树 、 最 短路 径 和 
网 。 本 书 涵盖 了 足够 的 基本 内 容 及 较 详 细 的 图 算法 高 级 主题 ， 既 可 单独 用 作 数 据 结构 与 算 
法 课程 的 教材 ， 也 可 与 第 一 卷 〈 第 1 ~4 部 分 ) 结合 使 用 。 

本 书 适 合 高 等 院 校 计 算 机 专业 师 生 参考 ， 也 可 供 软 件 开 发 人 员 参 考 。 
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出 版 者 的 话 


文艺 复兴 以 降 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规 范 ， 使 西方 国家 在 上 自然 科学 的 
各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ， 也 正 是 这 样 的 传统 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 
家 理 出 、 独 领 风 骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ,美国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧 密 地 结合 ,计算机 
学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 ， 不 仅 壁 
划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭示 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规 范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 
因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅 猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 
益 迫 切 。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技 术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国家 在 其 计算 机 科学 
发 展 的 几 十 年 闻 积 淀 和 发 展 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 计 
算 机 教材 将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 
的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工 业 出 版 社 华章 分 社 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 "”。 自 1998 年 开始 ， 华 章 分 
社 就 将 工作 重点 放 在 了 壕 选 、 移 译 国 外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 Pearson， 
MeGraw-Hill，Elsevier，MIT，John Wiley & Sons ，Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良好 的 
合作 关系 ， 从 他 们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Andrew S. Tanenbaum，Bjarne Stroustrup ， 
Brain W. Kernighan, Dennis Ritchie, Jim Gray, Afred V. Aho, John E. Hopcroft, Jeffrey D. 
Ullman, Abraham Silberschatz, William Stallings, Donald E. Knuth, John L. Hennessy, Larry L. 
Peterson 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作 品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 
究 及 珍藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 这 套 丛 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书 ”的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 易 力 圳 助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提 供 了 了 
中 肯 的 选 题 指 导 ， 还 不 辞 劳苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 
在 中 国 的 传播 ， 有 的 还 专程 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书 ”已 经 出 版 了 近 
两 百 个 品种 ， 这 些 书籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采 用 为 正式 教材 和 参考 书 
籍 。 其 影印 版 “经 典 原版 书库 ”作为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 
图 书 有 了 质量 的 保证 。 随 着 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深 
化 ， 教 育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 人 一 个 新 的 阶段 ,我 们 的 目标 是 尽 善 尽 
美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 分 社 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 
的 工作 提出 建议 或 给 予 指正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 


华章 网 站 : www. hzbook. com 
电子 邮件 ， hzjsj@ hzbook. com 
联系 电话 ，(010) 88379604 


联系 地 址 ， 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 
邮政 编码 ，100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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本 书 是 算法 方面 的 优秀 著作 之 一 。 它 系统 地 阐述 了 算法 学 的 特征 以 及 算法 的 应 应 用 领域 ， 
讨论 了 算法 分 析 在 理论 计算 机 科学 中 的 作用 。 并 通过 实验 数据 和 分 析 结 果 表 明 选 择 何 种 算法 
来 解决 实际 应 用 问题 。 这 卷 书 对 图 的 性 质 和 类 型 、 图 搜索 、 有 向 图 、 最 小 生成 树 、 最 短路 径 
及 网 络 流 等 内 容 进 行 了 透彻 的 论述 。 通 过 归 约 的 概念 ， 建 立 了 调度 问题 与 最 短路 径 问 题 之 间 
的 关系 。 

这 本 书 不 仅 适 合 于 软件 设计 人 员 和 计算 机 科学 专业 的 学 生 ， 而 且 也 适合 于 那些 想 利用 计 
算 机 并 想 使 它 更 有 效 或 是 想 要 解决 更 大 问题 的 人 们 。 这 本 书 中 的 算法 代表 了 图 算法 领域 所 研 
究 的 知识 主体 。 对 于 大 量 的 应 用 问题 ， 这 些 知 识 主体 已 经 成 为 有 效 使 用 计算 机 的 不 可 缺少 的 
部 分 ， 尤 其 体现 在 网 络 算法 、 电 路 设计 、 调 度 、 事 务 处 理 、 资 源 分 配 等 领域 ， 在 此 所 描述 的 
基本 方法 在 这 些 领 域 的 科学 研究 及 应 用 中 已 日 显 重要 。 作 为 最 有 影响 的 搜索 引擎 之 一 
Google， 其 中 最 有 名 的 PageRank 算法 就 是 图 模型 成 功 应 用 的 一 个 典型 代表 。 

本 书 主要 内 容 及 特点 如 下 : 

。 对 于 图 的 性 质 及 类 型 做 了 完整 的 综述 。 

。 提供 了 有 向 图 、 最 小 生成 树 、 最 短路 径 及 网 络 流 方面 的 诸多 算法 ， 这些 算 法 是 计算 

机 科学 的 核心 基础 。 

。 对 算法 提供 了 很 多 可 视 化 的 信息 ， 还 有 大 量 实验 研究 和 基本 分 析 研 究 ， 从 而 为 选择 
算法 解决 实际 应 用 问题 提供 了 依据 。 
提供 了 700 多 个 练习 题 ， 从 而 有 助 于 深入 理解 算法 的 特征 以 及 设计 有 效 的 算法 。 

本 书 以 大 量 图 例 说 明 算 法 的 工作 过 程 ， 使 得 算法 更 加 易于 理解 和 掌握 。 

。 本 书 提供 了 读者 易于 实现 和 调试 的 C 语言 描述 的 算法 的 详尽 信息 ， 并 通过 示例 程序 
展示 了 算法 工作 的 详尽 过 程 。 

。 适合 作为 高 等 院 校 算法 设计 课程 的 教材 ， 同 时 可 作为 从 事 软 件 开 发 和 工程 设计 的 专 
业 人 员 的 参考 书 。 

由 于 时 间 较 紧 及 译 者 水 平 有 限 ， 译文 难免 有 错误 及 不 妥 之 处 ， 昼 请 读者 批评 指正 。 

最 后 感谢 本 书 的 编辑 们 所 做 的 细致 工作 ， 使 得 本 书 的 文字 更 加 优美 和 流畅 。 


逢 红 卫 
西安 电子 科技 大 学 计算 机 学 院 
2009 年 9 月 


0 








In the years since this book was first published in English, there has been a profound shift in the 
way that students can learn algorithms. Specifically, the widespread deployment of personal computi- 
ers and workstations has meant that each student can have computational experience with each algo- 
rithm learned. Teachers, students, and readers in China who take advantage of this shift have the op- 
portunity to gain deeper understanding of a broader range of material about algorithms than ever be- 
fore. 

Students can know that all of the code in this book has been implemented and tested. The code 
that appears in the book is available on the web, and each student should, from the beginning, get in- 
to the habit of running each algorithm , testing it on various inputs, developing basic experimental re- 
sults, and comparing the performance of different algorithms for the same task. With this prepara- 
tion, a student often can answer a question that comes to mind about an algorithm, by running it. If 
a modification that might improve the algorithm comes to mind, a student can study whether or not it 
does so. am certain that new variations of these algorithms and new algorithms to solve the problems 
that we address will be discovered as hundreds of thousands (or even millions) of a new generation of 
students learn to work with algorithms in such a concrete manner. 

Teachers can encourage students to learn properties of each algorithm in detail, with knowledge 
that the book builds layers of abstraction. Data structures such as priority queues and symbol tables 
might seem rather abstract when students first encounter them, but they play an essential role in de- 
veloping efficient solutions to complicated real-world problems. With a solid understanding of the bas- 
ic abstractions, students are prepared to appreciate their importance in solving the more difficult prob- 
lems. By encouraging students to treat the understanding of each algorithm and data structure as an 
intellectual exercise, teachers often can later reward that effort by showing how to solve a real-world 
problem that could not be approached without proper use of a fundamental algorithm. 

As mentioned in the Notes on Exercises in the original book, there are far too many exercises for 
anyone to attempt them all. The most important advice that I can give each student, teacher, and 
reader in China is to read al the exercises and use them (and the basic material in the text) as a 


starting point to expand our knowledge about algorithms. 


自 本 书 首次 在 英国 出 版 以 来 ， 学 生 们 学 习 算 法 的 方法 一 直 在 发 生 着 深刻 的 转变 。 具 体 来 
说 , 个 人 电脑 和 工作 站 的 广泛 使 用 ， 意味 着 每 个 学 生 都 可 以 实现 所 学 的 每 个 算法 。 中 国 的 教 
师 、 学 生 以 及 读者 谁 利 用 了 这 种 转变 ， 就 有 机 会 获得 关于 算法 的 更 广泛 素材 的 深层 次 的 理 
解 ， 这 是 前 所 未 有 的 。 


学 生 们 可 能 知道 ， 书 中 的 所 有 代码 均 已 实现 并 测试 过 。 出 现在 书 中 的 代码 可 在 网 上 得 
到 ， 每 个 学 生 应 该 从 一 开始 ， 就 习惯 性 地 运行 每 个 算法 ， 测 试 它 的 各 种 输入 ， 开 发 基本 的 实 
验 结果 ， 并 比较 同一 任务 的 不 同 算法 的 性 能 。 有 了 这 个 准备 ， 学 生 通 过 运行 算法 ， 往 往 能 回 
答 所 想到 的 算法 问题 。 如 果 学 生 想 到 改进 算法 的 办 法 ， 可 以 进行 深入 的 研究 以 确定 是 否 会 这 
样 。 我 确信 ， 随 着 成 千 上 万 〈 甚 至 百 万 ) 新 一 代 的 学 生 学 会 以 这 种 具体 方式 所 表示 的 算法 ， 
就 会 发 现 这 些 算法 新 的 变型 以 及 发 现 求 解 所 涉及 问题 的 新 算法 。 

教师 可 以 鼓励 学 生 利用 本 书 所 构建 的 抽象 层 的 知识 来 详细 了 解 每 个 算法 的 性 质 。 当 学 生 
首次 遇 到 优先 队列 和 符号 表 这 样 的 数据 结构 时 ， 它 们 看 起 来 相当 抽象 ， 但 这 些 数据 结构 在 开 
发 复杂 实际 现实 问题 的 有 效 解决 方案 方面 起 着 重要 的 作用 。 有 了 对 于 基本 抽象 的 扎实 理解 ， 
学 生 就 可 准备 欣赏 它们 在 解决 更 加 困难 问题 中 的 重要 性 。 教 师 要 鼓励 学 生理 解 每 个 算法 和 数 
据 结构 ， 这 样 他 们 将 能 解决 现实 世界 的 问题 ， 而 这 些 是 要 通过 合理 地 使 用 基本 算法 才能 做 
到 的 。 

正如 原 书 练习 中 的 注释 中 提 到 的 ， 有 太 多 的 练习 需要 人 们 尝试 。 我 能 给 中 国学 生 、 教 师 
以 及 读者 的 最 重要 的 建议 ， 就 是 阅读 所 有 的 练习 ， 并 使 用 它们 (和 文中 的 基本 素材 ) 作为 
我 们 扩充 关于 算法 知识 的 起 点 。 


Robert Sedgewick 
2009 年 10 月 
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图 和 图 算法 在 现代 计算 机 应 用 中 颇 为 常见 。 对 于 在 实际 中 出 现 的 一 些 图 处 理 问题 ， 本 书 
描述 了 目前 最 重要 的 解决 方法 。 由 于 需要 相关 知识 的 人 日 渐 增 多 ， 本 书 的 主要 目标 是 使 读者 
了 解 这 些 方法 及 其 所 蕴含 的 基本 原理 。 本 书 从 基本 原理 展开 ,并 从 基本 信息 开始 ， 从 经 典 方 
法 到 现代 仍 在 研发 中 的 技术 逐一 展开 讨论 。 精 心 选择 的 示例 、 详 尽 的 图 表 以 及 完善 实现 的 补 
充 材料 无 一 不 体现 在 算法 和 应 用 的 描述 中 。 


算法 


本 书 是 对 当前 使 用 的 最 重要 的 计算 机 算法 进行 深入 研究 的 三 卷 中 的 第 二 卷 : 图 算法 。 第 
一 卷 (第 1~4 部 分 ) 覆盖 了 基本 概念 (第 1 部 分 )、 数 据 结构 (第 2 部 分 ) 、 排 序 算法 (第 
3 部 分 ) 和 搜索 算法 (第 4 部 分 ); 本 卷 (第 5 部 分 ) 覆盖 了 图 与 图 算法 ; (尚未 出 版 的 ) 
第 三 卷 (第 6 ~8 部 分 ) 窗 盖 了 字符 串 ( 第 6 部 分 )、 计 算 几 何 (第 7 部 分 ) 和 高 级 算法 及 
应 用 (第 8 部 分 ) 。 

这 些 书 可 作为 计算 机 科学 低 年 级 本 科 生 的 教材 。 学 习 本 课程 之 前 要 求学 生 掌 握 基 本 程序 
设计 技巧 并 熟知 计算 机 系统 ， 不 过 尚未 选修 计算 机 科学 或 计算 机 应 用 的 高 级 领域 的 专业 课 
程 。 这 些 书 还 可 用 作 目 学 或 作为 从 事 计 算 机 系统 或 应 用 程序 开发 的 参考 读本 ， 因 为 它们 包含 
了 实用 算法 的 实现 以 及 关于 这 些 算法 性 能 特征 的 详尽 信息 。 这 些 书 包含 内 容 广 泛 ， 适 合作 为 
这 一 领域 的 入 门 读物 。 

多 年 以 来 ,这 三 卷 书 共同 构成 的 《算法 : C 语言 实现 》 (第 3 版) 已 经 得 到 世界 各 地 的 
学 生 和 程序 员 的 广泛 使 用 。 我 完全 重 写 了 这 一 版 的 内 容 ， 并 且 增 加 了 数 千 个 新 练习 、 数 百 个 
新 图 表 、 数 十 个 新 程序 以 及 对 图 表 和 程序 详尽 的 注释 说 明 。 这 个 新 版 本 不 仅 涵盖 了 新 的 主 
题 ， 而 且 还 提供 了 对 许多 经 典 算法 的 更 充分 的 解释 。 全 书 对 抽象 数据 类 型 的 强调 使 这 些 程序 
使 用 更 为 广泛 ， 而 且 在 现代 面向 对 象 的 编程 环境 中 也 更 为 适用 。 对 于 已 经 阅读 过 以 前 版 本 的 
人 来 说 ， 会 从 这 一 版 找到 更 为 丰富 的 信息 ; 并 且 所 有 读者 都 会 从 中 找到 富有 教 益 的 内 容 ， 有 
效 地 学 习 本 书 提供 的 基本 概念 。 

这 些 书 适合 于 程序 员 和 计算 机 科学 专业 的 学 生 阅 读 。 每 一 个 使 用 计算 机 的 人 都 希望 它 和 介 
运行 得 更 快 ， 或 者 可 解决 更 大 规模 的 问题 。 我 们 所 考虑 的 算法 代表 了 近 50 年 发 展 起 来 的 知 
识 体系 ， 该 体系 是 在 各 种 应 用 中 有 效 地 使 用 计算 机 解决 问题 不 可 缺少 的 部 分 。 从 物理 学 中 的 
AN- 体 模 拟 问题 到 分 子 生 物 学 中 的 基因 序列 问题 ， 在 此 所 描述 的 基本 方法 在 科学 研究 中 已 日 
显 重要 ; 另外 ， 对 于 从 数据 库 系 统 到 Intemet 搜索 引擎 ， 这 些 方法 已 经 成 为 现代 软件 系统 的 
重要 组 成 部 分 。 随 着 计算 机 应 用 的 覆盖 面 越 来 越 广 ， 基 本 算法 的 影响 也 日 益 显 著 ， 特 别 是 本 
书 所 涵盖 的 基本 图 算法 ， 作 用 更 为 罕 出 。 本 书 的 目标 是 要 提供 一 种 资源 ， 使 广大 学 生 以 及 专 
业 人 士 可 以 了 解 并 明智 地 利用 图 算法 来 解决 计算 机 应 用 中 出 现 的 问题 。 


本 书 范围 


本 书 共 6 章 ， 包 含 了 图 的 性 质 及 类 型 、 图 搜索 、 有 向 图 、 最 小 生成 树 、 最 短路 径 和 网 。 
希望 本 书 描述 的 方法 使 读者 能 够 尽 可 能 广 地 理解 图 算法 的 基本 属性 。 


如 果 读 者 已 经 学 过 算法 设计 与 分 析 的 基本 原理 ， 并 且 有 利用 C、Java 或 C++ 等 高 级 编程 
语言 的 经 验 ， 你 将 会 更 有 效 地 学 习 本 书 的 内 容 。 当 然 ， 可 以 利用 本 书 第 一 卷 (第 1~4 部 
分 ) 做 充分 的 准备 。 本 书 假设 读者 有 关于 数组 、 链 表 和 ADT 设计 的 基本 知识 ， 并 使 用 过 优 
和 完 队 列 、 符 号 表 以 及 合并 - 查找 ADT。 它 们 都 在 前 四 部 分 中 描述 过 (同时 也 在 其 他 关于 算 
法 与 数据 结构 的 书 中 介绍 过 )。 

图 和 图 算法 的 基本 性 质 根据 基本 原理 即 可 确立 ,但 要 充分 理解 算法 的 性 质 却 需要 扎实 的 
数学 基础 。 尽 管 这 里 所 讨论 的 高 级 数学 概念 是 简明 的 、 概 括 性 的 和 描述 性 的 ， 但 相对 于 前 四 
部 分 的 主题 ， 还 是 需要 读者 有 较 好 的 数学 基础 才能 更 深入 地 理解 图 算法 。 不 过 ， 有 不 同 数学 
基础 的 读者 者 可 从 中 受益 。 这 是 因为 每 个 人 应 该 理解 并 使 用 的 基本 图 算法 只 是 与 并 非 所 有 人 
部 理解 的 高 级 算法 略 有 差异 。 在 此 的 主要 意图 是 把 一 些 重要 的 算法 与 贯穿 本 书 的 其 他 一 些 方 
法 放 在 一 起 讨论 ， 而 不 是 对 所 有 数学 知识 做 全 面 的 介绍 。 但 是 ， 严 谨 性 是 好 的 数学 基础 所 要 
求 的 ， 由 此 可 以 得 到 好 的 程序 。 因 此 我 尽量 在 理论 家 所 喜爱 的 形式 化 处 理 和 实践 家 所 需要 的 
内 容 丰 宫 性 之 间 进 行 权 衡 ， 同 时 不 失 严 谨 性 。 


教学 用 法 


在 教学 中 如 何 使 用 本 书 内 容 有 很 大 的 灵活 性 ， 这 取决 于 教师 的 偏好 以 及 学 生 所 做 的 准 
备 。 这 里 所 描述 的 算法 多 年 以 来 已 经 得 到 广泛 应 用 ， 而 且 无 论 对 于 从 事实 际 工作 的 程序 员 还 
是 计算 机 科学 专业 的 学 生 ， 这 些 算 法 都 代表 了 基本 的 知识 体系 。 书 中 涵盖 了 足够 的 基本 内 容 
可 用 作 数 据 结构 和 算法 课程 的 学 习 ， 也 有 足够 详细 的 高 级 主题 用 于 图 算法 课程 。 有 些 教师 可 
能 布 望 强调 与 实现 和 实践 有 关 的 内 容 ， 而 另外 一 些 教 师 则 可 能 把 重点 放 在 分 析 和 理论 概 
念 上 。 

也 可 把 本 书 与 前 四 部 分 的 某 些 内 容 结合 起 来 作为 一 个 更 为 全 面 的 课程 教材 。 这 样 ， 教 师 
就 可 以 用 一 种 一 致 的 风格 来 讲授 基础 知识 、 数 据 结 构 、 排 序 、 搜 索 和 图 算法 的 内 容 。 教 学 中 
使 用 的 幻灯 片 、 程 序 设 计 示例 作业 、 为 学 生 提 供 的 交互 式 练习 以 及 与 课程 有 关 的 其 他 资料 都 
可 在 本 书 的 主页 上 找到 。 

书 中 的 练习 (几乎 全 都 是 在 这 一 版 中 新 增加 的 ) 可 分 为 几 类 。 一 类 练习 的 目的 是 为 了 
测试 对 正文 中 内 容 的 理解 ， 要 求 读 者 能 够 完成 某 个 例子 或 应 用 正文 中 描述 的 概念 。 另 一 类 练 
习 则 涉及 实现 算法 和 把 算法 整理 到 一 起 ,或 者 进行 实验 研究 从 而 对 各 种 算法 进行 比较 以 及 了 
解 其 性 质 。 还 有 一 类 练习 则 是 一 些 重 要 信息 的 知识 库 ， 其 详细 程度 本 身 不 适合 放 在 正文 中 。 
阅读 并 思考 这 些 练习 ， 会 使 每 个 读者 受益 诽 浅 。 
实用 算法 

任何 人 和 震 硕 望 更 有 效 地 使 用 计算 机 ， 都 可 以 把 这 本 书 用 作 参 考 书 ， 或 用 于 自学 。 有 程序 
设计 经 验 的 人 可 以 从 本 书 中 找到 有 关 某 个 特殊 主题 的 信息 。 从 很 大 程序 上 说 ， 尽 管 某 些 情 况 
下 某 一 章 中 的 算法 使 用 了 前 一 章 中 的 方法 ， 但 读者 仍 可 以 独立 于 本 书 的 其 他 章节 阅读 本 书 的 
某 个 章节 。 

本 书 的 定位 是 研究 实用 的 算法 。 本 书 提供 了 算法 的 详尽 信息 ,读者 可 以 放心 地 实现 和 调 
试 算法 ,并 使 算法 能 够 用 于 求解 某 个 问题 ， 或 者 为 某 个 应 用 提供 相关 功能 。 书 中 包括 了 所 讨 
论 的 方法 的 完整 实现 ， 并 在 一 系列 一 致 的 示例 程序 中 给 出 了 这 些 操 作 的 描述 。 由 于 我 们 使 用 
了 实际 代码 ， 而 不 是 伪 代 码 ， 因 而 在 实际 中 可 以 很 快 地 使 用 这 些 程序 。 通 过 访问 本 书 的 主页 
可 以 得 到 程序 的 代码 清单 。 z z 


IX 


实际 上 ， 书 中 算法 的 一 个 实际 应 用 会 产生 数 百 幅 图 表 。 正 是 这 些 图 表 提 供 的 立体 视觉 直 
观 地 发 现 了 许多 算法 。 

本 书 详细 讨论 了 算法 的 特征 以 及 它们 可 能 应 用 的 场合 。 尽 管 并 不 强调 ,但 是 书 中 论述 了 
算法 分 析 与 理论 计算 机 科学 的 联系 。 在 适当 的 时 候 ， 书 中 都 给 出 了 经 验 性 的 数据 和 分 析 结 果 
用 以 说 明 为 什么 选择 使 用 某 些 算法 。 如 果 有 趣 ， 书 中 还 会 描述 所 讨论 的 实际 算法 与 纯 理 论 结 
采 之 间 的 关系 。 关 于 算法 性 能 特征 和 实现 的 特定 信息 的 综合 、 概 括 和 讨论 都 会 贯穿 本 书 的 
始终 。 


编程 语言 


书 中 所 有 实现 所 用 的 程序 设计 语言 均 为 C 语言 (本 书 的 C++ 版 本 和 Java 正在 开发 )。 任 
何 特定 语言 都 有 优 缺 点 ; 我 们 使 用 C 语言 是 因为 它 是 一 种 广泛 使 用 的 语言 ， 并 且 能 够 为 本 书 
的 实现 提供 所 需 的 特征 。 由 于 没有 多 少 结构 是 C 所 特有 的 ， 因 而 用 C 编写 的 程序 可 以 很 容 
多 地 变 成 用 其 他 现代 编程 语言 编写 的 程序 。 在 适当 的 时 候 ， 我 们 会 使 用 标准 C 中 的 术语 ， 但 
本 书 并 不 打算 成 为 C 程序 设计 的 参考 手册 。 

我 们 力争 编写 优雅 、 简 明和 可 移植 的 代码 实现 ， 但 同时 关注 实现 的 效率 ， 因 而 我 们 在 开 
发 的 各 个 阶段 都 试图 了 解 代码 的 性 能 特征 。 在 这 一 版 中 有 很 多 新 的 程序 ， 老 版 的 很 多 程序 也 
已 更 新 ， 主 要 的 目的 是 使 它们 在 用 作 抽 象 数据 类 型 实现 时 更 为 实用 。 对 程序 所 做 的 广泛 的 实 
验 性 比较 研究 贯穿 在 本 书 中 。 

本 书 的 目标 是 以 尽 可 能 简单 、 直 接 的 方式 来 展示 算法 。 本 书 使 用 尽 可 能 一 致 的 风格 ， 因 
而 很 多 程序 看 起 来 是 相似 的 。 对 于 许多 算法 而 言 ， 无 论 使 用 哪 种 语言 ， 算 法 都 具有 相似 性 : 
例如 (选取 一 个 著名 的 例子 ) Dijkstra 算法 就 是 Dijkstra 算法 ， 无 论 采 用 Algol-60、Basic、 
Fortran 、Smalltalk、Ada、Pascal、C、C++ 、Modula-3 、PostScript、Java 表示 ， 还 是 任何 一 种 
其 他 编程 语言 表示 ， 也 不 管 其 所 在 的 环境 ， 它 都 被 证 明 是 一 种 有 效 的 图 处 理 算法 。 


有 关 练 习 的 说 明 


给 练习 分 类 是 一 件 充 满 风 险 的 事情 ， 因 为 本 书 读者 的 知识 背景 和 经 验 参 差 不 齐 。 虽 然 如 
此 ， 还 应 适当 加 上 指导 ， 所 以 许多 练习 都 加 了 一 个 记号 (共有 4 种 不 同 记 号 ) ， 以 帮助 你 判 
断 如 何 加 以 解决 。 

测试 你 对 内 容 理 解 程度 的 练习 用 空心 三 角 符号 标识 ， 如 下 所 示 : 

> 17.2 给 出 下 图 的 所 有 连通 子 图 。 


b-T 0-2 0-3 1-3 2-3 


通常 ， 这 样 的 练习 是 与 正文 中 的 例子 直接 相关 的 。 它 们 的 难度 不 大 ， 但 是 完成 这 些 练习 
会 使 你 了 解 某 个 事实 或 掌握 某 个 概念 ， 它 们 可 能 是 你 在 阅读 正文 时 感到 困惑 不 解 的 问题 。 
为 正文 内 容 添加 新 的 且 需 要 思考 的 信息 的 练习 用 空心 圆 符号 标识 ， 如 下 所 未 : 
o 18.2 在 对 图 18.2 和 18.3 中 所 示 的 迷宫 进行 Trémaux 探索 时 ， 以 下 序列 中 ， 哪 
一 个 不 能 作为 各 交叉 点 开 灯 的 顺序 ? 
0-7-4-5-3-1-6-2 
0-2-6-4-3-7-1-5 
0-5-3-4-7-1-6-2 
0-7-4-6-2-1-3-5 


这 种 练习 将 鼓励 你 考虑 与 正文 中 内 容 相关 的 重要 概念 ， 或 者 回答 出 现在 你 阅读 正文 时 遇 
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到 的 一 个 问题 。 即 使 你 没有 时 间 做 这 些 练 习 ， 也 会 发 现 阅 读 这 些 练习 是 非常 有 价值 的 。 
有 具有 挑战 性 的 练习 用 黑色 图 点 标识 ， 如 下 所 示 : 
@ 19.2 在 线 找 出 一 个 大 型 DAG 图 ， 可 以 是 一 个 大 型 软件 系统 中 函数 定义 依赖 关 
系 所 定义 的 DAG 图 也 可 以 一 个 大 型 文件 系统 的 目录 连接 所 定义 的 
DAG 图 。 
这 种 练习 可 能 需要 花费 大 量 时 间 才 能 完成 ， 这 取决 于 你 的 经 验 。 一 般 而 言 ， 最 有 效 的 方 
法 是 分 几 个 阶段 来 解决 。 
少数 难度 极 大 的 练习 (相对 于 其 他 大 多 数 练 习 ) 用 两 个 (其 至 三 个 ) 黑色 圆 点 标识 ， 
如 下 所 示 : 
ee 20.35 开发 一 个 用 于 生成 了 个 顶点 、 五 条 边 的 随机 图 的 合理 程序 ， 使 得 Prim 算 
法 的 PFS 实现 (程序 20.4) 的 运行 时 间 是 非 线 性 的 。 
这 种 练习 类 似 于 研究 文献 上 所 讨论 的 问题 ,但 本 书 中 的 内 容 可 能 会 让 你 做 好 准备 ， 乐 于 
尝试 解决 这 些 问题 (而 且 很 可 能 成 功 )。 
对 于 考察 你 的 程序 设计 能 力 和 数学 能 力 的 练习 ， 则 没有 明确 记号 。 这 些 要 求 程序 设计 能 
力 或 数学 分 析 能 力 的 练习 是 一 种 自我 检查 。 我 们 鼓励 所 有 的 读者 都 通过 实现 算法 来 检测 对 算 
法 的 理解 程度 。 
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第 17 章 图 的 性 质 及 类 型 


实际 应 用 中 的 许多 计算 问题 不 仅仅 涉及 元 素 (item) 的 集合 ， 还 会 涉及 元 素 之 间 连 接 

(connection) 的 集合 。 这 些 连接 所 蕴含 的 关系 很 自然 地 引出 大 量 的 问题 沿 着 连接 是 否 存 在 
从 一 个 元 素 到 另 一 个 元 素 的 路 径 ? 从 某 一 给 定 元 素 可 以 到 达 多 少 个 其 他 元 素 ? 从 这 个 元 素 到 
另 一 个 元 素 的 最 佳 路 径 是 什么 ? 
”为 了 建立 这 些 情况 的 模型 ,我们 使 用 一 种 称 为 图 (graph) 的 抽象 对 象 。 在 这 一 章 里 ， 
我 们 会 详细 考察 图 的 基本 性 质 ， 为 学 习 多 种 有 用 算法 打下 基础 ， 这 些 算法 可 用 于 回答 前 面 所 
提出 的 那些 问题 。 这 些 算法 充分 利用 了 我 们 在 本 套 书 第 1 ~4 部 分 所 讨论 的 计算 工具 。 另 外 
它们 还 可 以 作为 解决 重要 应 用 问题 的 基础 ， 因 为 没有 好 的 算法 技术 ， 我 们 甚至 无 法 考虑 这 些 
问题 的 解决 方案 。 

图 论 是 组 合 数学 的 一 个 主要 分 支 。 它 在 数 百 年 来 已 得 到 深入 研究 。 很 多 重要 且 有 用 的 图 
的 性 质 已 经 得 到 证 明 ， 但 仍 有 大 量 难题 未 被 解决 。 尽 管 仍 有 很 多 内 容 需 要 学 习 ， 但 是 在 本 书 
中 我 们 将 只 从 有 关 图 的 众多 知识 中 抽取 我 们 需要 理解 的 知识 ， 并 使 用 大 量 有 用 且 基 础 的 
算法 。 

与 我 们 研究 的 其 他 很 多 问题 领域 类 似 ， 图 的 算法 学 的 研究 相对 较 新 。 尽 管 一 些 基本 算法 
非常 古老 , 但 多 数 算法 都 是 在 最 近 几 十 年 发 现 的 。 即 使 是 最 简单 的 图 算法 ， 也 会 得 出 很 有 用 
的 计算 机 程序 ， 而 我 们 考察 的 非 平凡 算法 是 已 知 的 最 为 优雅 和 有 趣 的 算法 。 

为 了 阐明 涉及 图 处 理 的 应 用 的 多 样 性 ， 我 们 从 几 个 例子 来 探索 这 个 内 容 丰 富 的 领域 中 的 
算法 。 

地 图 某 人 计划 一 次 旅行 ， 他 需要 回答 诸如 这 样 的 几 个 问题 : “如 何 用 最 小 花费 (least 
expensive) 从 普林斯顿 到 达 圣 何 塞 ?”。 如 果 一 个 人 更 加 关注 时 间 而 不 是 金钱 ， 他 可 能 会 问 : 
“如 何 用 最 短 时 间 (fastest) 从 普林斯顿 到 达 圣 何 塞 ?”。 为 了 回答 这 些 问 题 ， 我 们 需要 处 理 
元 素 (城镇 ) 之 间 的 连接 (旅行 路 线 ) 信息 。 

超 文 本 ” 当 我 们 浏览 Web 时 ， 会 遇 到 一 些 文档 ， 其 中 包含 着 引用 其 他 文档 的 链接 
(link) 。 通 过 单 击 这 些 链接 ， 我 们 就 从 一 个 文档 转 到 另 一 个 文档 ， 整 个 Web 就 是 一 个 图 ， 其 
中 元 素 就 是 文档 ， 连 接 是 链接 。 图 处 理 算法 是 搜索 引擎 的 基本 组 成 部 分 ， 可 以 帮助 我 们 在 
Web 上 定位 信息 。 

电路 时 语 而 后 作 眉 症 帮 司 和 是 本 亲 元 休 ， 必 向 癌 玉 让 过 本 在 二 起， 我 站 
用 计算 机 来 控制 组 成 电路 的 机 器 ， 检 查 电 路 是 否 执行 所 需 的 功能 。 我 们 要 回答 一 些 简 单 的 问 
题 , “这 是 一 条 较 短 的 路 径 吗 ?”， 复 杂 的 问题 有 : “我 们 是 否 可 以 把 这 个 电路 布 在 一 个 芯片 
上 以 使 这 些 连 线 互 不 交叉 ?”。 在 这 种 情况 下 ， 对 第 一 个 问题 的 回答 只 取决 于 连接 (导线 ) 
的 性 质 ， 而 对 第 二 个 问题 的 回答 则 需要 关于 导线 、 这 些 导线 连接 的 元 素 以 及 芯片 的 物理 约束 
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条 件 等 详细 信息 。 

调度 ”制造 过 程 中 需要 执行 大 量 满足 一 些 约束 条 件 的 任务 ， 这 些 条 件 规定 某 个 任务 必须 
在 其 他 任务 完成 之 后 才能 开始 执行 。 我 们 把 这 些 约束 条 件 看 作 任 务 (元素 ) 之 间 的 连接 ， 
这 样 就 得 到 一 个 经 典 的 调度 (scheduling) 问题 : 如 何 调度 任务 ， 才 能 既 满 足 约 束 条 件 ， 又 
能 在 最 短 时 间 内 完成 整个 过 程 。 

事务 ” 某 电 话 公 司 维护 一 个 电话 呼叫 通信 量 的 数据 库 。 这 里 ， 连 接 表 示 为 电话 呼叫 。 我 
们 对 互 连 结构 的 特点 很 感 兴趣 ， 因 为 我 们 希望 布线 及 设置 开关 使 这 个 结构 能 够 有 效 地 处 理 通 
信和 量 。 胃 一 个 例子 是 金融 机 构 跟 踪 市 场 中 的 买 / 卖 订单 状 况 。 这 种 情况 下 连接 表示 两 个 客户 
之 间 的 现金 转移 。 在 这 个 例子 中 有 关连 接 结构 特点 的 知识 可 以 增强 我 们 对 于 市 场 情 况 的 
了 解 。 

匹配 学 生 们 要 在 诸如 社会 团体 、 大 学 或 医院 等 选择 性 的 机 构 申 请 职位 。 这 里 的 元 素 对 
应 着 学 生 和 机 构 ; 连接 对 应 着 申请 。 我 们 希望 找到 一 些 方法 使 感 兴趣 的 学 生 与 某 些 可 用 职位 
相 匹 配 。 

网 络 计算 机 网 络 由 互联 的 站 点 组 成 ， 这些 站 点 可 以 发 送 、 转 发 和 接收 各 种 类 型 的 消 
息 。 我 们 不 仪 关注 可 以 得 到 从 一 个 站 点 到 其 他 站 点 的 消息 ， 同 时 关注 在 网 络 变 化 时 维持 站 点 
之 间 的 连接 关系 。 例 如 ， 我 们 可 能 希望 检查 某 个 给 定 的 网 络 ， 以 确信 其 中 没有 一 小 部 分 站 点 
或 连接 对 网 络 是 如 此 关键 ， 以 至 于 一 旦 它们 出 现 问题 将 会 造成 其 余 站 点 之 间 无 法 连接 。 

程序 结构 ”编译 程序 用 构建 图 的 方式 来 表示 一 个 大 型 软件 系统 的 调用 结构 。 这 里 的 元 素 
是 各 种 消 数 或 组 成 系统 的 模块 ; 连接 要 么 关联 一 个 函数 调用 男 一 个 函数 的 可 能 性 (静态 分 
析 )， 要 么 关联 正在 运行 的 系统 的 实际 调用 (动态 分 析 )。 我 们 需要 分 析 这 个 图 以 确定 如 何 
最 好 地 为 程序 分 配 资源 以 达到 高 效 。 

这 些 例 子 表 明 ， 在 很 多 应 用 中 ,， 图 是 最 合适 的 抽象 模型 ， 也 表明 了 我 们 使 用 图 时 所 遇 到 
的 计算 问题 。 这 样 的 问题 将 是 我 们 本 书 的 重点 。 在 实际 中 遇 到 上 述 很 多 应 用 时 ， 所 涉及 的 数 
据 量 非常 巨大 ， 高 效 的 算法 则 会 影响 到 一 个 解决 方案 是 否 可 行 。 

在 这 套 书 的 第 1 部 分 我 们 已 经 遇 到 了 图 。 实 际 上 ， 我 们 在 第 1 章 详 细 介绍 的 第 一 个 算法 
是 合并 -查找 算法 ， 它 是 图 算法 的 一 个 基本 例子 。 我 们 在 第 3 章 还 使 用 图 来 说 明 二 维 数组 和 
链表 的 应 用 。 在 第 5 章 中 用 图 说 明了 递归 程序 和 基本 数据 结构 之 间 的 关系 。 任 何 链 式 数据 结 
构 都 是 一 种 图 的 表示 ， 处 理 树 和 其 他 一 些 链表 结构 的 常用 算法 都 是 图 算法 的 特例 。 本 章 的 目 
的 是 为 理解 所 有 图 算法 提供 一 种 环境 ， 包 括 从 第 1 部 分 的 简单 算法 到 第 18 章 至 第 22 章 的 复 
杂 算法 。 

像 往常 一 样 ， 我 们 很 想 知 道 解 决 某 个 特定 问题 使 用 哪 种 算法 最 为 有 效 。 研 究 图 算法 的 性 
能 特征 具有 很 大 的 挑战 性 ， 这 是 因为 : 

。 算法 的 开销 不 仅 依 赖 于 元 素 集 性 质 ， 而 且 依 赖 于 连接 集 的 很 多 性 质 ( 以 及 连接 关系 

中 所 冀 含 的 图 的 全 局 性 质 )。 

。 我 们 可 能 遇 到 的 各 类 图 的 精确 模型 是 难以 建立 的 。 

我 们 通常 假设 图 算法 的 最 坏 情况 下 的 性 能 界限 ， 即 使 某 些 情况 下 的 实际 性 能 评价 可 能 更 
高 。 幸 运 的 是 ， 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 大 量 的 算法 是 最 优 的 〈optimal) ， 并 涉及 极 少 不 必 要 
的 工作 。 对 于 所 有 给 定 规模 的 图 ， 其 他 一 些 算法 消耗 同 量 的 资源 。 我 们 可 以 精确 地 预测 这 些 
算法 在 特定 情况 下 是 如 何 执行 的 。 不 能 做 出 这 样 精确 的 预测 时 ， 我 们 需要 特别 关注 各 种 图 的 
性 质 ， 以 便 对 实际 情况 做 出 估计 ， 而 且 必 须 对 这 些 性 质 对 于 算法 性 能 的 影响 做 出 评 佑 。 

我 们 首先 讨论 图 的 定义 和 性 质 ， 考 察 用 于 描述 它们 的 标准 术语 。 接 着 将 定义 基本 ADT 
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(抽象 数据 类 型 ) 接口 ， 使 用 这 些 特 口 我 们 可 以 研究 图 算法 ， 还 将 定义 两 个 表示 图 的 最 重要 
的 数据 结构 ， 它 们 是 邻接 矩阵 (adjacency matrix) 表示 和 邻接 表 (adjacency list) 表示 。 还 
要 人 研究 实现 基本 ADT 函数 的 各 种 方法 。 然 后 ， 我 们 考察 可 以 生成 随机 图 的 客户 程序 ， 可 以 
使 用 这 些 程序 来 测试 我 们 的 算法 和 学 习 图 的 性 质 。 所 有 这 些 材料 为 我 们 引入 图 处 理 算法 提供 
了 基础 ， 这 些 图 处 理 算法 可 用 于 求解 与 在 图 中 找 路 径 相关 的 三 个 经 典 问题 。 它 说 明了 网 问题 
的 难度 有 很 大 的 差别 ， 即 使 这 些 问 题 看 上 去 类 似 。 我 们 在 本 章 最 后 对 本 书 中 将 要 考察 的 最 重 
要 的 图 处 理 问 题 进行 了 综述 ， 并 根据 它们 的 解决 难度 进行 了 排列 。 


17. 1 术语 


有 大 量 与 图 有 关 的 术语 。 大 多 数 术 语 有 简明 的 定义 。 为 了 便于 参考 ， 这 里 集中 介绍 这 些 
术语 。 我 们 在 第 I 部 分 讨论 基本 算法 时 已 经 使 用 过 一 些 概念 ! 而 另 一 些 概念 在 第 18 章 至 第 
22 章 讨 论 高 级 算法 时 才 会 涉及 。 

定义 17.1 图 (graph) 由 一 个 顶点 (vertex) 集 和 一 个 边 (edge) 集 组 成 ， 其 中 边 将 
一 对 不 同 顶 点 连接 在 一 起 (每 对 顶点 之 间 至 多 有 一 条 边 连 接 )。 

在 了 个 顶点 的 图 中 ， 我 们 用 0 到 了-1 作为 各 顶点 的 名 字 。 选 择 这 种 命名 方法 的 主要 原 
四 是 我 们 可 以 使 用 数组 的 下 标 快 速 地 访问 每 个 顶点 对 应 的 信息 。 在 17.6 节 中 ， 我 们 考虑 使 
用 符号 表 的 一 个 程序 ， 它 建立 了 V 个 顶点 名 与 0 ~N -1 之 间 的 了 个 整数 的 一 一 (1-1) 对 
应 。 有 了 这 个 程序 ， 我们 可 以 不 失 一 般 性 地 使 用 下 标 作 为 项 点 名 (为 表示 方便 )。 有 时 假设 
隐 含 地 定义 了 顶点 集 ， 通 过 用 边 集 来 定义 图 ， 且 只 考虑 那些 至 少 在 一 条 边 上 包含 的 顶点 。 为 
了 避免 请 如 “市 有 如 下 边 集 的 10 顶点 图 ”这 样 的 累 闭 用 法 ， 当 顶点 个 数 可 以 从 上 下 文中 明 
显 看 出 时 ， 我 们 并 不 会 明确 地 指出 顶点 个 数 。 根 据 约定 ， 我 们 总 是 用 7 表示 一 个 给 定 的 图 中 
的 顶点 数 ， 用 EE 表示 其 中 的 边 数 。 

我 们 将 图 的 这 一 定义 (在 第 5 章 中 过 到 过 ) 作为 标准 定义 ,但 在 技术 上 有 两 点 简化 。 首 
先 ， 该 定义 不 允许 有 重复 边 ( 数 学 上 把 这 样 的 边 称 为 平行 边 (parallel edge) ， 包 含 这 样 边 的 
图 称 为 多 重 图 (multigraph) 。 其 次 ， 该 定义 不 允许 出 现 顶 点 连接 到 自身 的 边 ; 这 样 的 边 称 为 
自 环 《self-loop) 。 有 时 把 没有 和 平行 边 或 自 环 的 图 称 为 简单 图 (simple graph) 。 

在 形式 定义 中 我 们 使 用 简单 图 ， 因 为 这 样 更 容易 表达 它们 的 基本 性 质 ， 而 且 在 很 多 应 用 
中 不 需要 平行 边 或 自 环 。 例 如 ， 在 一 个 给 定 顶 点 数 的 简单 图 中 ， 可 以 限定 它 的 边 数 。 

性 质 17.1 有 了 个 顶点 的 图 至 多 有 TYCY-1)7Z2 条 边 。 

证 明 在 六 个 可 能 的 项 点 对 中 包含 VY 个 自 环 ， 而 对 于 不 同 顶 点 对 的 每 条 边 都 计算 了 两 
次 ， 因 此 ， 边 数 至 多 为 (六 -站 /2=V(V-1)/2。 国 

如 果 人 允许 平行 边 ， 这 个 限制 就 不 能 成 立 。 因 为 如 果 一 个 图 不 是 简单 图 ， 那 么 它 也 可 能 由 
两 个 顶点 及 连接 它们 的 数 亿 条 边 组 成 (即使 图 中 只 有 一 个 项 点， 也 可 能 有 数 亿 个 自 环 )。 

对 于 某 些 应 用 ， 我 们 可 能 把 消除 平行 边 和 自 环 看 作 实 现 中 必须 强调 的 数据 处 理 问题 。 不 
论 在 本 书 的 什么 地 方 ， 只 要 为 方便 起 见 使 用 包含 平行 边 或 自 环 的 扩展 定义 来 考虑 一 个 应 用 或 
是 研制 一 个 算法 时 就 要 这 样 做 。 例 如 ， 在 17.4 节 讨 论 的 一 个 经 典 算 法 中 ， 目 环 起 着 关键 的 
作用 ; 而 平行 边 在 第 22 章 所 讨论 的 应 用 中 也 相当 常见 。 一 般 来 讲 ， 从 上 下 文 就 能 知道 术语 
“图 ”是 指 “ 简 单 图 ”、“ 多 重 图 ”还 是 “ 带 有 自 环 的 多 重 图 ”。 

数学 家 们 往往 不 加 区 分 地 交换 使 用 项 点 (vertex) 和 结 点 (node) 这 两 个 词 ， 不 过 我 们 
一 般 在 讨论 图 时 使 用 项 点， 在 讨论 表示 时 使 用 结 点 。 例 如 ， 在 C 数据 结构 中 就 使 用 结 点 。 我 
们 一 般 假设 顶点 都 有 一 个 和 名字， 可 以 携带 其 他 有 关 信 息 。 类 似 地 ， 数 学 家 们 也 用 缴 (arc)、 
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边 (edge) 和 链接 (link) 等 词 来 描述 两 个 顶点 之 间 连 接 的 抽象 ， 但 我 们 统一 在 讨论 图 时 使 
用 边 (edge) ， 讨 论 C 数据 结构 时 使 用 链接 (link) 。 

如 果 一 条 边 连 接 两 个 顶点 ， 就 称 这 两 个 顶点 是 相互 邻接 的 (adjacent)， 这 条 边 依 附 于 
(incident) 这 两 个 顶点 。 顶 点 的 度 (degree) 就 是 依附 于 它 的 边 数 。 我 们 使 用 v-w 记 法 表示 
连接 v 和 w 的 一 条 边 ; 用 w-v 表示 同一 条 边 的 另 一 种 记 法 。 

子 图 (subgraph) 是 组 成 图 的 边 〈 及 相关 顶点 ) 的 一 个 子 集 。 很 多 计算 任务 都 涉及 识别 
不 同类 型 的 子 图 。 如 果 要 识别 一 个 图 中 顶点 的 子 集 ， 则 称 该 子 集 以 及 连接 该 子 集中 某 两 个 成 
员 的 所 有 边 为 与 这 些 顶 点 关联 的 导出 子 图 (induced subgraph) 。 

通过 将 顶点 标记 为 点 ， 并 用 线 连接 这 些 点 可 以 画 出 一 个 图 。 绘 图 能 够 带 给 我 们 关于 图 的 
结构 的 直观 认识 ; 但 是 这 种 直观 性 可 能 产生 误导 ， 因 为 图 的 定义 与 表示 无 关 。 例 如 ， 图 17-1 
中 的 两 种 画 法 以 及 边 的 列表 表示 同一 个 图 ， 因 为 图 只 包含 其 顶点 集 和 边 (顶点 对 ) 集 ， 而 
且 顶 点 集 和 边 集 均 为 无 序 的 ， 除 此 以 外 再 无 其 他 。 虽 然 将 图 看 作 边 集 已 足够 ， 但 是 我 们 还 将 
讨论 其 他 的 一 些 表 示 ， 它 们 特别 适合 于 作为 17. 4 节 的 图 数据 结构 的 基础 。 

将 一 个 给 定 图 的 顶点 放 在 平面 上 ， 并 画 出 这 些 点 和 连 
接 它们 的 边 称 为 绘图 (graph drawing) 。 顶 点 的 可 能 放置 方 (0)) 

式 、 边 的 绘制 风格 以 及 绘制 中 的 美学 约束 不 计 其 数 。 遵 从 oe (09 A) 
各 种 自然 约束 的 绘图 算法 已 经 得 到 深入 研究 ， 而 且 已 有 很 

多 成 功 的 应 用 ( 见 第 五 部 分 参考 文献 ) 。 例 如 ， 最 简单 的 (3) 
约束 是 要 求 边 不 相交 。 平 面 图 (planar graph) 就 是 能 在 平 Ma SS 
面 上 画 出 的 边 不 相交 的 图 。 确 定 一 个 图 是 否 是 平面 的 是 一 
个 很 吸引 人 的 算法 学 问题 ,我 们 在 17. 8 节 中 将 会 简略 讨 
论 。 能 够 产生 一 种 有 助 于 可 视 化 的 表示 也 是 一 个 很 好 的 目 
标 ， 另 外 绘图 是 一 个 很 吸引 人 的 研究 领域 , 但 是 成 功 的 给 
图 往往 很 难 实现 。 顶 点 数 和 边 数 都 有 很 多 的 图 是 抽象 的 对 
象 ， 要 合适 地 绘制 它们 不 太 可 行 。 

对 于 某 些 应 用 ， 例 如 表示 地 图 或 电路 的 图 ， 所 绘 出 的 
图 可 以 带 有 很 丰富 的 信息 ， 因 为 顶点 即 为 平面 上 的 点 ， 而 
且 它 们 之 间 的 距离 是 相关 的 。 我 们 将 这 种 图 称 为 欧 几 里 得 
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图 ( Euclidean graph) 。 对 于 其 他 一 些 应 用 ， 例 如 表示 关系 人 0 -11 
或 调度 的 图 ， 图 中 只 含有 连通 性 信息 ， 顶 点 的 几何 位 置 的 9-12 9_10 
特定 信息 并 未 提供 。 我 们 在 第 20 章 和 第 21 章 的 欧 几 里 得 6-4 0-6 


图 中 所 讨论 的 算法 将 会 探讨 几何 信息 ， 但 我 们 的 主要 工作 图 17-1 一 个 图 的 三 种 不 同 表 示 

放 在 不 使 用 任何 几何 信息 的 算法 上 ， 并 且 强 调 图 一 般 来 说 图 是 由 它 的 顶点 和 边 来 定义 的 ， 

独立 于 绘制 或 计算 机 中 的 任何 特定 的 表示 。 而 不 是 由 所 选择 的 绘图 方法 来 定义 。 
如 果 从 只 关注 连通 性 自身 考虑 ， 我 们 可 能 希望 顶点 编 于 员 呈 从 了 同 条 友 下 岂 丰 人 红 守 由 

号 只 是 方便 使 用 的 标号 ， 而 且 对 于 两 个 图 ， 如 果 能 够 改变 中 有 13 个 顶点 ， 编 号 从 0 到 12。 

一 个 图 的 编号 ， 使 得 其 边 集 等 于 男 一 个 ， 则 认为 它们 是 同 

构 的 (isomorphic)。 确 定 两 个 图 是 否 同 构 的 问题 是 一 个 困难 的 计算 问题 ( 见 图 17-2 和 练习 

17.5) ， 它 很 有 挑战 性 ， 因 为 对 顶点 编号 有 VY! 种 可 能 的 方式 ， 要 穷尽 所 有 可 能 性 不 太 可 能 。 

因此 ， 尽 管 通过 将 同 构图 处 理 为 相同 的 结构 来 减少 所 考虑 的 图 结构 种 类 的 做 法 很 诱 人 ， 但 我 

们 很 少 这 样 做 。 
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正如 在 第 5 章 所 看 到 的 ， 我 们 常常 关注 基本 的 结构 性 质 
序列 推导 出 。 

定义 17.2 图 中 的 一 条 路 径 (path) 是 顶点 的 一 个 序列 ， 上 其 
中 每 个 后 继 顶 点 (除了 第 一 个 顶点 之 外 ) 与 路 径 中 其 前 驱 顶 点 相 
邻接 。 在 简单 路 径 (simple path) 中 ， 顶 点 和 边 都 不 相同 。 环 
(cycle) 是 第 一 个 顶点 和 最 后 一 个 顶点 相同 的 一 条 简单 路 径 。 

我 们 有 时 使 用 术语 回路 (cyclic path) 来 表示 第 一 个 顶点 和 
最 后 一 个 顶点 相同 的 一 条 路 径 (不 必 是 简单 路 径 ) ; 使 用 术语 周 
游 路 径 (tour) 表示 包含 图 中 每 个 顶点 的 回路 。 定 义 一 条 路 径 的 
等 价 方式 是 连接 连续 顶点 的 边 的 序列 。 我 们 在 表示 中 也 强调 了 这 
一 点 ， 连 接 路 径 中 的 顶点 名 的 方式 与 我 们 在 边 中 连接 它们 的 方式 
相同 。 例 如 ， 图 17-1 中 的 简单 路 径 有 3-4-6-0-2 和 9-12-11， 图 
中 的 环 有 0-6-4-3-5-0 和 5-4-3-5。 我 们 将 路 径 或 环 的 长 度 
(length) 定义 为 其 边 的 数目 。 

我 们 采用 以 下 约定 : 单个 顶点 是 一 条 长 为 0 的 路 径 (从 顶点 
到 自身 且 不 含 边 的 路 径 ， 不 同 于 自 环 ) 。 除 了 这 个 约定 之 外 ， 还 
约定 图 中 不 含 平 行 边 且 没 有 自 环 。 一 对 顶点 唯一 地 确定 了 一 条 
边 。 路 径 上 必须 至 少 有 两 个 不 同 的 顶点 ， 环 上 必须 至 少 有 三 条 不 
同 的 边 和 三 个 不 同 的 顶点 。 

如 果 两 条 简单 路 径 除 了 它们 的 端点 之 外 没有 公共 的 顶点 ， 则 
称 它们 是 不 相交 的 (disjoint)。 相 对 于 要 求 路 径 中 根本 没有 公共 
顶点 ， 这 个 条 件 要 弱 一 些 。 这 样 定义 很 有 用 ， 因 为 如 果 s 和 是 
不 同 的 ， 我 们 可 以 将 从 s 到 + 和 从 : 到， 的 简单 不 相交 路 径 组 合 起 
来 ， 来 得 到 一 条 从 s 到 的 简单 不 相交 路 径 《如果 s 和 w 相同 ， 
则 得 到 一 个 环 )。 有 时 还 会 用 到 另 一 个 术语 顶点 不 相交 (vertex 
disjoint) ， 以 区 别 更 强 的 条 件 边 不 相交 (edge disjoint) ， 此 时 要 求 
路 径 中 没有 公共 边 。 

定义 17.3 如 果 图 中 每 个 顶点 到 另 一 个 顶点 都 存在 路 径 ， 
则 称 该 图 是 一 个 连通 图 (connected graph) 。 不 连通 的 图 由 连通 分 
量 (connected compenent) 组 成 ， 这 些 连 通 分 量 是 最 大 连通 子 图 。 


术语 最 大 连通 子 图 (maximal connected subgraph) 意味 着 不 


存在 从 该 子 图 中 的 项 点 到 图 中 其 他 顶点 的 路 径 。 直 觉 上 看 ， 如 果 


顶点 是 物理 对 象 ， 如 结 或 珠子 ， 边 是 物理 连接 ， 如 绳子 或 线 ， 如 果 拿 起 任何 一 个 顶点 ， 


图 都 是 一 个 整体 。 不 连通 的 图 由 两 个 或 多 个 这 样 的 部 分 组 成 。 
定义 17.4 一 个 无 环 连 通 图 成 为 衬 (tree， 


图 的 生成 森林 (spanning forest) 是 一 个 子 图 ， 


， 这 些 性 质 可 通过 图 中 边 的 特定 


(5) (De) 
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(0) 
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图 17-2 图 同 构 示 例 

上 面 的 两 个 图 是 同 构 的 ， 
因为 我 们 可 以 对 顶点 重新 编 
号 ,使 两 个 边 集 相等 (为 了 
使 中 间 的 图 与 上 图 一 样 ， 将 
10 变 成 4，7 了 变 成 3,，2 变 成 
5,，3 变 成 1，12 变 成 0,5 
变 成 2,9 变 成 11,0 谈 成 
12，11 变 成 9，1 变 成 7，4 
变 成 10)。 下 图 与 上 图 两 个 
图 不 同 构 ， 因 为 无 法 对 顶点 
重新 编号 以 使 其 边 集 等 于 另 
两 个 边 集 。 


连通 


见 第 4 章 )。 树 的 集合 称 为 森林 (forest)。 
连通 图 的 生成 树 (spanning tree) 是 一 个 子 图 ， 它 包含 了 此 图 中 的 所 有 顶点 ， 
它 包 含 了 此 图 中 的 所 有 顶点 ， 且 是 一 个 


且 是 一 襟 桩 。 
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森林 。 
例如 ， 图 17-1 中 描述 的 图 有 三 个 连通 分 量 ， 可 以 得 到 生成 森林 7-8 9-10 9-11 
0-1 0-2 0-5 5-3 5-4 4-6 (还 有 很 多 其 他 生成 森林 )。 图 17-3 中 的 大 图 中 突出 显示 


了 这 些 森 林 以 及 其 他 一 些 特征 。 
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生成 树 一 





图 17-3 图 的 术语 
此 图 中 有 55 个 顶点 ，70 条 边 ，3 个 连通 分 量 。 其 中 一 个 连通 分 量 是 一 棵 树 ( 右 图 )。 图 中 有 多 个 环 ， 在 大 

连通 图 ( 左 图 ) 中 突出 显示 了 其 中 的 一 个 环 。 在 小 的 连通 分 量 (中 国 ) 中 也 显示 了 一 个 生成 树 。 此 图 自身 并 不 

包含 一 个 生成 树 ， 因 为 它 不 是 连通 的 。 

我 们 在 第 4 章 研 究 了 关于 树 的 一 些 细节 ， 并 介绍 了 各 种 等 价 定 义 。 例 如 ， 有 了 个 顶点 的 
图 C 是 一 棵 树 ， 当 且 仅 当 它 满足 以 下 4 个 条 件 之 一 : 

e C 有 7Y-1 条 边 ， 且 没有 环 。 

e。 C 有 7-1 条 边 ,， 且 是 连通 的 。 

。 只 有 一 条 简单 路 径 连 接 G 中 的 每 对 顶点 。 

es C 是 连通 的 ， 但 册 除 任何 一 条 边 会 使 它 不 连通 。 

上 述 的 任何 一 个 条 件 都 是 证 明 另 一 个 的 充分 必要 条 件 。 我 们 可 以 由 此 得 出 其 他 关于 树 的 
一 些 绪论 〈 见 练习 17. 1) 。 形 式 上 ， 我 们 应 该 选择 一 个 条 件 作 为 定义 ; 非 形 式 上 ， 可 将 它们 
组 合 起 来 作为 定义 ， 并 在 定义 17.4 中 选择 使 用 “无 环 连通 图 ”。 

所 有 边 都 存在 的 图 称 为 完全 图 (complete graph， 见 图 17-4) 。 从 一 个 与 原 图 C 有 相同 项 
点 集 的 完全 图 删除 G 的 边 得 到 的 图 定义 为 图 G 的 补 (complement) 图 。 两 个 图 的 并 《union) 
是 由 其 边 集 的 并 所 导出 的 。 有 了 个 顶点 的 所 有 图 是 有 了 个 顶点 的 完全 图 的 子 图 。 有 了 个 顶点 
的 不 同 图 的 总 数 为 2 (也 即 从 V(V -1)/2 条 可 能 边 选 择 一 个 子 集 的 不 同方 式 ) 。 一 个 
完全 子 图 被 称 为 一 个 团 (clique)。 | 

我 们 在 实际 中 遇 到 的 大 多 数 图 只 有 相对 少 的 边 出 现 。 为 了 量化 这 个 概念 ,我们 定义 图 的 
稠密 度 (density) 为 平均 顶点 度 , 或 2E/V。 稠 密 图 (dense graph) 是 一 个 其 平均 顶点 度 与 V 
成 正比 的 图 ; 稀 榴 图 (sparse graph) 是 一 个 其 补 图 为 稠密 网 的 图 。 换 名 话说， 如 果 玖 与 广 
成 正比 ， 则 将 一 个 图 看 作 笛 密 的 ， 否 则 看 作 是 稀 玻 的 。 对 于 某 个 特定 的 图 ， 这 种 近似 定义 不 
一 定 有 意义 ， 但 区 别 是 显然 的 : 有 数 百 万 个 顶点 和 数 千 条 边 的 图 肯定 是 一 个 稀疏 图 ， 有 数 千 
个 顶点 和 数 百 万 条 边 的 图 肯定 是 稠密 图 。 我 们 可 能 考虑 去 处 理 一 个 有 数 十 亿 个 项 点 的 稀 政 
图 ;但 是 有 数 十 亿 个 顶点 的 稠密 图 中 的 边 数 却 多 得 不 得 了 。 

了 解 是 否 一 个 图 是 稀 朴 还 是 稠密 图 是 选择 处 理 图 的 有 效 算 法 的 关键 因素 。 例 如 ， 对 于 给 
定 的 一 个 问题 ， 我 们 可 能 开发 一 个 需要 约 广 步 的 算法 ， 也 可 能 需要 一 个 ElgE 步 的 算法 。 这 
些 公式 告诉 我 们 ， 第 一 个 算法 适合 于 稀 琉 图， 第 二 个 算法 更 适合 于 稠密 图 。 例 如 ， 对 于 有 数 
百 万 条 边 的 一 个 稠密 图 可 能 只 有 数 千 个 顶点 : 在 这 种 情况 下 ， 信 和 五 的 大 小 具有 可 比 性 。Y 
算法 要 比 ElgE 算法 快 20 倍 。 另 一 方面 ， 有 数 百 万 条 边 的 稀 玻 图 也 有 数 百 万 个 顶点 ， 因 而 
ElgE 算法 要 比 广 算法 快 数 百 万 倍 。 我 们 可 以 仔细 分 析 这 些 算 法 的 公式 来 做 出 特定 的 权衡 。 
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但 在 实际 中 使 用 术语 黎 疏 和 午 密 一 般 就 足以 帮助 我 们 理解 算法 的 基本 性 能 特征 。 

在 分 析 算 法 时 ， 我 们 假设 VAE 有 一 个 小 的 常数 界 ， 因 而 我 们 可 以 将 诸如 V(V+E) 这 样 
的 表达 式 简化 为 YE。 这 一 假设 在 边 数 与 顶点 数 相 比 微小 时 才 成 立 ， 这 是 一 种 少 有 的 情形 。 
典型 地 ， 边 数 远 超过 顶点 数 (VAE 远 小 于 1)。 

二 分 图 (bipartite graph) 是 一 个 其 顶点 可 划分 成 两 个 集合 的 图 ， 所 有 边 连接 的 顶点 均 处 
于 这 两 个 不 同 的 集合 中 。 图 17-5 给 出 了 二 分 图 的 一 个 例子 。 二 分 图 很 自然 地 出 现在 很 多 情 
形 中 ， 如 本 章 开 始 摘 述 的 匹配 问题 。 二 分 图 的 任何 子 图 是 一 个 二 分 图 。 

这 样 定义 的 图 称 为 无 向 图 (undirected graph)。 在 有 向 图 (ditected graph) 中 ， 也 这 样 
称 dirgraph。 边 是 单 向 的 ， 我 们 将 定义 每 条 边 的 顶点 对 看 作 是 有 序 
对 ， 它 指定 了 一 个 单 向 的 邻接 关系 。 因 此 ,我 们 可 以 从 第 一 个 顶 
点 到 达 第 二 个 顶点 ,但 不 能 从 第 二 个 顶点 到 达 第 一 个 顶点 。 很 多 
应 用 (例如 ， 表 示 Web、 调 度 约束 或 电话 呼叫 业务 ) 很 自然 地 用 
有 向 图 表示 。 

我 们 将 有 向 图 中 的 边 称 为 有 向 边 (directed edge) ， 尽 管 根据 上 
下 文 很 容易 区 分 (有 些 作 者 保留 术语 颖 (arc) 来 称 有 向 边 ) 。 有 向 
边 中 的 第 一 个 顶点 称 为 源 点 (source); 第 二 个 顶点 称 为 目的 点 
( destination)。( 有 些 作 者 分 别称 为 头 (head) 和 是 (ta) 以 区 别 有 
同 边 中 的 顶点 。 我 们 不 使 用 这 种 用 法 ， 因 为 这 会 与 数据 结构 实现 中 
使 用 的 相同 术语 重复 。) 我 们 画 一 条 从 源 点 指向 目的 点 的 箭头 表示 
有 向 边 。 当 在 有 向 图 中 使 用 表示 v-w 时 ， 它 的 意思 是 代表 一 条 从 v 
指向 w 的 边 ; 它 不 同 于 w-v， 后 者 表示 从 w 指向 w 的 边 ; 我 们 还 谈 
到 一 个 项 点 的 入 度 (indegree) 和 出 度 (outdegree) (分 别 表 示 以 该 
顶点 为 目的 点 的 边 数 ， 以 及 以 该 顶点 为 源 点 的 边 数 ) 。 

有 时 候 ,' 将 一 个 无 向 图 看 作 有 向 图 也 是 合理 的 ， 其 中 每 条 边 有 
两 个 方向 〈 每 个 方向 一 条 边 ) ;其 他 时 候 ， 根 据 连 接 来 考虑 无 向 图 
是 很 有 用 的 。 正 如 在 17.4 节 中 将 详细 讨论 的 ， 通常 我 们 对 于 有 向 图 
和 无 向 图 使 用 同一 表示 法 ( 见 图 17-6) 。 也 就 是 说 ， 我 们 一 般 会 为 
无 向 图 的 每 条 边 维持 两 种 表示 ， 分 别 指 同 不 同方 向 ， 因 而 我 们 可 以 
直接 回答 哪些 顶点 与 顶点 v 连接 的 问题 。 

第 19 章 主要 探索 有 向 图 的 结构 性 质 ; 它们 一 般 要 比 无 问 图 中 对 
应 的 性 质 更 为 复杂 。 有 向 图 中 的 一 个 有 向 环 《directed cycle) 是 一 
个 其 所 有 邻接 顶点 对 按照 (有 向 的 ) 图 边 所 指明 的 顺序 出 现 的 环 。 
有 向 无 环 图 (directed acyclic graph，DAG) 是 一 个 不 含有 问 环 的 图 。 
DAG (有 向 无 环 图 ) 和 一 棵 树 (无 环 无 向 图 ) 不 同 。 有 了 时， 我 们 会 
谈 到 一 个 有 向 图 的 潜在 无 向 图 (underlying undirected graph)， 含义 图 17-4 完全 图 
是 同一 组 边 集 所 定义 的 无 向 图 ， 但 是 这 些 边 不 解释 为 有 向 的 。 这 些 完全 图 ， 其 中 每 

第 20 ~ 22 章 大 致 论述 了 求解 各 种 与 图 有 关 的 计算 问题 的 算法 ， 个 记 10 521 
在 这 些 图 中 , 顶点 和 边 还 关联 其 他 信息 。 在 加 权 图 (weighted 28 和 36 条 边 (从 下 图 到 
graph) 中 ， 我 们 为 每 条 边关 联 数 ( 权 值 ，weight) ， 一 般 表示 距离 或 上 图 )。 en 
开销 。 还 可 以 为 每 个 顶点 (或 顶点 和 边 ) 关联 (多 个 ) 权 值 。 第 。 个 下 9 个 之 可 的 国有 是 各 


些 图 的 一 个 子 图 (这样 的 
20 章 研 究 加 权 无 向 图 ; 第 21 ~ 22 章 我 们 研究 加 权 图 ， 也 称 它 们 为 。 图 不 少 于 680 亿 个 ) 。 
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网 network) 。 第 22 章 中 的 算法 可 以 解决 经 典 问 题 ， 这 些 问 题 都 是 从 网 的 一 种 特定 解释 
( 称 之 为 流 网 络 ，flow network) 产生 的 。 





图 17-5 二 分 图 图 17-6 两 个 有 向 图 


此 图 中 的 所 有 边 将 奇数 编号 的 上 图 是 图 17-1 中 的 示例 图 的 一 种 表示 ， 解 释 为 有 向 图 ， 其 中 的 

顶点 与 偶数 编号 的 顶点 连接 起 来 。 边 是 有 序 对 ， 并 元 从 第 一 个 顶点 到 第 二 个 顶点 的 一 个 箭头 来 表示 。 它 

因而 它 是 一 个 二 分 图 。 下 图 的 这 个 也 是 一 个 DAG。 下 图 是 图 17-1 中 示例 图 的 一 种 无 向 图 表示 ， 指 明了 

性 质 更 加 显著 。 我 们 通常 表示 无 向 图 的 方法 : 作为 有 向 图 ， 对 应 每 个 连接 有 两 条 边 。 

(每 个 方向 各 一 条 )。 

第 1 章 已 经 表明 ， 图 的 组 合 结构 是 扩展 的 。 这 种 结构 的 扩展 性 更 为 显著 ， 因 为 它 由 一 个 
简单 抽象 发 展 而 来 。 这 种 潜在 的 简洁 性 在 我 们 开发 的 很 多 基本 图 处 理 代 码 中 都 能 反映 出 来 。 
然而 ， 这 种 简洁 性 有 时 会 掩盖 复杂 的 动态 性 质 ， 这 些 性 质 需 要 深入 理解 图 自身 的 组 合 性 质 。 
比 起 代码 所 给 出 的 简洁 性 质 ， 图 算法 能 够 按照 需要 工作 ， 常 常 使 我 们 自己 很 难 相 信 。 
练习 
17. 1 证 明 任 何 一 个 有 T 个 顶点 的 无 环 连 通 图 都 有 -1 条 边 。 
>17.2 给 出 下 图 的 所 有 连通 子 图 。 


0-1 0-2 0-3 1-3 2-3 
> 17.3” 列 出 图 17-1 中 图 的 所 有 非 同 构 环 。 例 如 ， 如 果 列 表 中 包含 环 3-4-5-3 ， 它 应 该 不 含 
3-5-4-3,4-5-3-4,4-3-5-4,5-3-4-5, 或 5-4-3-5。 
17.4 考虑 图 
3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 
确定 连通 分 量 的 数目 ， 给 出 一 个 生成 森林 ， 列 出 至 少 含有 三 个 顶点 的 所 有 简单 路 径 。 并 列 出 
所 有 非 同 构 环 〈( 见 练习 17.3)。 : 
o17.5 考虑 以 下 四 个 边 集 所 定义 的 图 : 


0-1 0-2 0-3 1-3 1-4 2-5 2-9 3-6 4- 

0-1 0-2 0-3 0-3 1-4 2-5 2-9 3-6 4-1 

0-1 1-2 1-3 0-3 0-4 2-5 2-9 3-6 4-7 4-8 5-8 

4-1 7-9 6-2 7-3 5-0 0-2 0-8 1-6 3-9 6-3 2-8 1-5 9-8 


上 述 哪些 图 是 相互 同 构 的 ? 哪些 是 平面 图 ? 


7 4-8 5-8 5-9 6-7 
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17.6 考虑 图 17-4 中 标题 所 提 到 的 680 亿 多 个 图 。 其 中 顶点 数 少 于 9 个 的 图 占 多 少 ? 
> 17.7 在 给 定 的 V 个 顶点 、E 条 边 的 图 中 ， 有 多 少 个 不 同 子 图 ? 
se 17.8 给 出 有 V 个 顶点 、E 条 边 的 图 的 连通 分 量 数目 的 上 界 和 下 界 。 
o17.9 对 于 有 VV 个 项 点 和 EE 条 边 的 图 ， 有 和 多少 个 不 同 的 无 向 图 ? 
ese 17. 10 如 果 认 为 不 同 构 的 两 个 图 是 不 同 的 ， 那 么 有 和 多少 个 V 个 项 点 和 条 边 的 不 同 的 图 ? 
17. 11 了 个 顶点 的 二 分 图 有 多 少 ? 


17.2 图 的 ADT 


我 们 使 用 定义 了 所 关注 任务 的 ADT 来 开发 图 处 理 算法 ,并 使 用 第 4 章 中 考虑 的 标准 机 
制 。 程 序 17. 1 是 我 们 用 于 此 目的 的 ADT 核心 接口 。 这 个 ADT 的 基本 图 表示 和 实现 是 
17.3 ~17.5 节 的 主题 。 在 本 书后 面 ， 只 要 考虑 一 个 新 的 图 处 理 问题 ， 就 会 考虑 求解 这 个 问 
题 的 算法 及 其 在 这 个 接口 中 的 新 的 ADT 函数 的 实现 问题 。 这 种 模式 使 得 我 们 解决 图 处 理 任 
务 的 范围 涵养 从 基本 的 维护 函数 到 困难 问题 的 复杂 解决 方案 。 

该 接口 是 根据 隐 含 在 客户 端 程序 〈 见 4.8 节 ) 中 的 表示 和 实现 的 标准 机 制 。 它 还 包含 了 
一 个 简单 结构 类 型 定义 ， 使 得 我 们 的 程序 可 以 以 一 种 统一 的 方式 维持 对 边 的 管理 。 这 个 接口 
提供 了 人 允许 客户 构建 图 的 基本 机 制 〈 首 先 初始 化 ， 然 后 增加 边 ) ， 来 维持 对 于 图 的 管理 〈 删 
除 某 些 边 ， 并 添加 其 他 边 ) ， 以 及 对 图 进行 检索 〈 采 用 边 数组 形式 ) 。 

程序 17. 1 中 的 ADT 主要 是 一 个 我 们 可 以 用 于 开发 并 测试 算法 的 工具 ; 它 不 是 一 个 通用 
的 接口 。 如 常 ， 我 们 使 用 这 个 最 简单 的 接口 工作 ， 该 接口 支持 我 们 所 考虑 的 基本 图 处 理 操 
作 。 定 义 实际 应 用 中 所 用 的 这 样 一 个 接口 要 涉及 简洁 性 、 效 率 和 通用 性 之 间 的 很 多 权衡 。 接 
下 来 我 们 考虑 几 个 权衡 问题 ; 另外 在 本 书 中 的 实现 和 应 用 中 还 会 解决 其 他 的 权衡 问题 。 


程序 17.1 图 ADT 接口 


这 个 接口 是 一 个 实现 和 测试 图 算法 的 起 点 。 通 过 本 章 和 接 下 来 的 几 章 ， 我 们 会 向 这 个 接 
口 添加 求解 各 种 图 处 理 问 题 的 函数 。 在 正文 中 还 讨论 了 围绕 设计 通用 图 处 理 接口 来 简化 代码 
和 其 他 问题 的 各 种 假设 。 

此 接口 定义 了 两 种 数据 类 型 : 简单 边 数据 类 型 Edge， 它 包含 了 一 个 构造 器 函数 EDGE， 
用 来 构造 两 个 顶点 的 一 条 边 Edge; 还 有 一 个 图 数据 类 型 Graph， 它 使 用 第 4 章 中 标准 的 独立 
于 表示 的 构造 来 定义 。 我 们 用 于 处 理 图 的 基本 操作 是 ADT 函数 ， 包 括 创 建 、 复 制 、 销 毁 ; 
添加 和 删除 边 ; 以 及 抽取 一 条 边 表 。 


typedef struct { int v; int w; } Edge; 
Edge EDGE(int, int); 


typedef struct graph *Graph; 
Graph GRAPHinit (int); 
void GRAPHinsertE(Graph, Edge); 
void GRAPHremoveE(Graph, Edge); 
int GRAPHedges(Edge [] ，Graph G) ; 
Graph GRAPHcopy(Graph) ; 
void GRAPHdestroy (Graph); 


为 简洁 起 见 ， 假 设 图 的 表示 由 整数 了 和 瓦 组 成 ， 分 别 表示 顶点 数目 和 边 的 数目 。 因 此 我 
们 可 以 直接 在 ADT 的 实现 中 调用 这 些 值 。 在 方便 的 时 候 ,， 我 们 做 出 图 表示 中 变量 的 其 他 类 
似 假 设 ， 目 的 是 使 实现 简洁 。 为 方便 起 见 ， 我 们 还 提供 图 中 的 最 大 可 能 项 点 数 ， 作为 GRA- 
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PHinit ADT 函数 的 参数 ， 从 而 实现 可 以 相应 地 分 配 内 存 空间 。 我 们 采用 这 些 约定 ， 只 是 为 了 
使 代码 简洁 和 易 读 。 

更 为 一 般 的 接口 提供 了 增加 和 删除 顶点 及 边 的 能 力 〈 还 可 能 包含 返回 顶点 数 和 边 数 的 函 
数 ) ， 对 于 实现 未 做 假设 。 这 种 设计 使 得 ADT 的 实现 可 以 随 着 图 的 增 大 和 变 小 而 扩展 和 收缩 
其 数据 结构 。 我 们 也 可 能 选择 在 中 间 层 次 的 抽象 上 工作 。 考 虑 支持 实现 中 使 用 的 对 图 的 更 高 
级 抽象 操作 的 接口 设计 。 我 们 在 考虑 了 几 种 具体 表示 和 实现 之 后 ， 会 在 17.5 节 重 温 这 一 
思想 。 

通用 的 图 ADT 需要 考虑 到 平行 边 和 自 环 ， 因 为 无 法 避免 一 个 客户 程序 调用 GRAPHinsert 
来 插入 一 条 已 在 图 中 存在 的 边 ( 平 行 边 ) ， 也 不 能 避免 插入 一 条 两 个 顶点 编号 相同 的 边 〈 自 
环 )。 在 某 些 应 用 中 ， 这些 边 是 不 允许 的 。 而 在 一 些 应 用 中 这 样 的 边 是 允许 的 。 在 另外 的 一 
些 应 用 中 可 能 忽略 这 样 的 边 。 自 环 处 理 起 来 是 简单 的 ， 但 平行 边 的 处 理 则 比较 困难 ， 这 取决 
于 图 的 表示 。 在 某 种 情况 下 ， 添 加 一 个 删除 平行 边 ADT 函数 可 能 是 合适 的 ， 这 样 ， 实 现 可 
使 平行 边 集 中 在 一 起 ， 客 户 程 序 在 得 到 人 允许 时 可 以 删除 或 者 处 理 平 行 边 。 

程序 17. 1 包含 了 一 个 函数 实现 ， 它 向 客户 程序 返回 图 中 的 边 集 ， 放 在 数组 中 。 图 最 重 
要 的 是 其 边 集 ， 我 们 常常 需要 一 种 用 这 种 形式 检索 图 的 方法 ， 不 论 其 内 部 表示 如 何 。 我 们 其 
至 可 能 将 边 数组 表示 作为 ADT 实现 的 基础 ( 见 练习 17. 15) 。 然 而 ， 那 种 表示 并 没有 为 我 们 
提供 有 效 执行 基本 图 处 理 操作 需要 的 灵活 性 。 

在 这 本 书 里 ， 我 们 一 般 处 理 静 态 (〈static) 图 ， 其 中 图 中 有 固定 的 V 个 顶点 和 E 条 边 。 
一 般 而 言 ， 我 们 通过 执行 五 次 调用 GRAPHinsertE 来 构建 图 ， 然 后 调用 某 个 以 图 作为 参数 的 
ADT 史 数 来 处 理 它们 ， 并 返回 关于 那个 图 的 一 些 信息 。 动 态 (dynamic) 问题 (其 中 将 图 处 
理 和 边 与 项 点 的 插入 和 删除 混在 一 起 ) 带 我 们 走 进 在 线 算法 (online algorithm) (也 称 之 为 
动态 算法 ，dynamic algorithm) 的 领域 ， 代 表 着 一 组 不 同 的 挑战 。 例 如 ， 我 们 在 第 1 章 中 讨 
论 的 合并 -查找 问题 是 一 个 在 线 算法 的 例子 。 因 为 我 们 在 插入 边 时 ， 可 以 得 到 图 的 连通 性 信 
息 。 程 序 17. 1 中 的 ADT 支持 插入 边 (insert edge) 和 删除 边 (delete edge) 的 操作 ， 从 而 客 
户 程序 可 任意 使 用 它们 来 对 图 作出 改变 ， 但 对 于 某 些 操 作 序 列 ， 性 能 会 受到 影响 。 例 如 ， 合 
并 -查找 算法 仅 对 那些 不 使 用 删除 边 操 作 (remove edge) 的 客户 程序 有 效 。 

ADT 可 能 还 包括 一 个 以 边 数组 作为 参数 的 函数 ， 在 初始 化 图 时 使 用 。 对 于 每 条 边 ， 我 们 
可 以 通过 调用 GRAPHinsert 来 实现 这 个 函数 〈 见 练习 17.13)，, 或 者 取决 于 图 的 表示 ， 我们 
可 能 设计 更 有 效 的 实现 。 

我 们 还 可 能 调用 客户 端 提供 的 针对 图 中 每 条 边 或 顶点 的 函数 ， 来 提供 遍历 图 的 函数 。 对 
于 某 些 简单 问题 ， 使 用 GRAPHedge 返回 的 数组 就 足够 了 。 然 而 ， 大 多 数 的 实现 确实 执行 复 
杂 的 遍历 ， 揭 示 出 图 结构 的 一 些 信息 ， 同 时 实现 函数 为 客户 程序 提供 更 高 一 级 的 抽象 。 

在 17.3 节 和 17.5 节 中 ， 我 们 主要 考察 程序 17. 1 中 的 ADT 函数 的 经 典 图 表示 和 实现 。 
这 些 实现 为 我 们 提供 了 扩展 接口 使 其 包含 图 处 理 任务 的 基础 ， 这 是 接 下 来 的 几 章 中 要 讨论 的 
内 容 。 z 

当 我 们 考虑 一 个 新 的 图 处 理 问题 时 ， 要 扩展 ADT 使 其 包含 求解 问题 的 实现 算法 。 一 般 
而 言 ， 这 些 任 务 可 分 为 两 类 : 

。 计算 图 中 某 个 度量 的 值 。 

。 计算 图 中 某 个 边 的 子 集 。 

前 者 的 例子 有 连通 分 量 数目 和 图 中 两 个 给 定 顶 点 之 间 的 最 短路 径 长 度 ; 后 者 的 例子 有 生 
成 树 和 包含 给 定 顶 点 的 最 长 环 。 实 际 上 ， 我 们 在 17. 1 节 中 的 定义 的 术语 直接 地 引出 了 大 量 
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的 计算 问题 。 


程序 17.2 图 处 理 客 户 程 序 示 例 


该 程序 以 V 和 作为 标准 输入 ， 产生 一 个 V 个 顶点 和 EE 条 边 的 随机 图 ， 如 果 图 较 小 则 打 
印 , 并 计算 (和 打印 ) 连通 分 量 数目 。 它 使 用 ADT 函数 GRAPHrand ( 见 程序 17.8)、 
GRAPHshow ( 见 练习 17. 16 和 程序 17.5) ， 以 及 GRAPHcc ( 见 程序 18.4)。 

#include <stdio.h> 

#include "GRAPH.h" 

main(int argc, char *argv[]) 

{ int V = atoi(argv[1]), E = atoi(argv[2]) ; 
Graph G = GRAPHrand(V, E); 


if (V < 20) 
GRAPHshow(G) ; 
else printf("%d vertices，Mhd edges, ", VY, FE); 
printf("%d component(s)\n", GRAPHcc(G)); 
} 


程序 17. 2 是 一 个 图 处 理 客户 程序 的 例子 。 它 使 用 了 程序 17. 1 中 的 基本 ADT， 通 过 产生 
随机 图 (generate random graph) ADT 函数 (返回 包含 给 定 顶 点 数 和 边 数 的 一 个 随机 图 〈( 见 
17.6 节 )) 以 及 连通 分 量 (connected component) ADT 函数 (返回 给 定 图 中 连通 分 量 数目 ， 
见 18.4 节 ) 来 增 大 。 我 们 使 用 类 似 但 更 复杂 的 客户 程序 生成 其 他 类 型 的 图 来 测试 算法 ， 从 
而 了 解 图 的 性 质 。 这 个 基本 接口 可 用 于 任何 图 处 理应 用 中 。 

在 开发 ADT 实现 中 我 们 面临 的 第 一 个 决策 是 使 用 哪 种 图 表示 。 我 们 有 三 个 基本 要 求 。 
第 一 ， 必 须 能 够 包含 在 应 用 中 可 能 遇 到 的 各 种 图 类 型 (而 且 我 们 也 不 愿 浪费 空间 ) 。 第 二 ， 
应 该 能 够 有 效 地 构造 所 需 的 数据 结构 。 第 三 ， 我 们 希望 开发 有 效 的 算法 来 解决 图 处 理 问 题 ， 
而 不 过 度 受 到 表示 所 强加 的 限制 。 这 样 的 要 求 对 于 任何 我 们 考虑 的 领域 都 是 标准 的 ， 这 里 再 
次 强调 它们 ， 因 为 我 们 将 会 看 到 ， 即 使 是 对 最 简单 的 问题 ， 不 同 表示 也 会 产生 巨大 的 性 能 

对 于 大 多 数 的 图 处 理应 用 ， 用 两 种 简单 的 经 典 表示 ( 即 邻 接 姓 阵 (adjacency-matrix) 或 
邻接 表 (adjacency-list) 表示 ) 之 一 就 能 很 好 地 处 理 ， 而 这 两 种 经 典 表 示 只 比 边 数组 表示 略 
显 复杂 。 我 们 在 17.3 和 17. 4 节 将 会 详细 讨论 这 些 基 于 基本 数据 结构 的 表示 (实际 上 ， 我 们 
在 第 3 章 和 第 5 章 作 为 顺序 分 配 和 链 式 分 配 的 应 用 例子 曾 讨论 过 它们 )。 选 择 哪 一 种 表示 主 
要 取决 于 图 是 稠密 的 还 是 稀 朴 的 ， 虽 然 所 完成 操作 的 本 质 在 决定 使 用 哪 种 表示 时 也 起 着 重要 
的 作用 。 
练习 

> 17. 12 ”编写 一 个 程序 ， 从 标准 输入 读 和 人 边 (0 ~ 了 -1 之 间 的 整数 对 ) 来 构建 一 个 图 。 

17. 13 ”给 定 边 数组 ， 编 写 一 个 独立 于 表示 的 图 初始 化 ADT 函数 ， 返 回 一 个 图 。 

17. 14 ”编写 一 个 独立 于 表示 的 图 ADT 函数 ， 它 使 用 GRAPHedges 来 输出 图 中 所 有 的 边 ， 格 
式 同 正文 (顶点 号 用 连 字 符 分 隔 )。 

17. 15 ”提供 程序 17.1 中 的 ADT 函数 的 一 种 实现 ,使 用 边 数 组 来 表示 此 图 。 修 改 GRA- 
PHinit 使 其 将 最 大 允许 的 边 数 作 为 它 的 第 二 个 参数 ， 用 于 对 边 数 组 空间 的 分 配 。 使 用 蛮 力 实 
现 GRAPHremoveE， 它 通过 扫描 数组 找 出 z-w 或 w-v, 然后 将 所 找到 的 边 与 数组 中 的 最 后 一 
条 边 交 换 来 删除 边 »-w。 通 过 在 GRAPHinsertE 中 进行 类 似 的 扫描 来 删除 平行 边 。 
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17. 3 邻接 矩阵 表示 


图 的 邻接 矩阵 (adjacency-matrix) 表示 是 一 个 VxV 的 布尔 数组 ， 如果 图 中 顶点 。 和 ww 
有 一 条 边 相 连 ， 则 该 数组 的 第 行 和 第 w 列 的 元 素 定 义 为 1， 否则 定义 为 0。 程 序 17.3 是 图 
ADT 的 一 种 实现 ， 它 使 用 该 矩阵 的 一 个 直接 表示 。 该 实现 维护 一 个 两 维 整数 数组 ， 如 果 图 
中 > 和 2 之 间 有 边 相 连 ， 则 元 素 al vj[wj 的 值 设 为 1， 否 则 设 为 0。 在 无 向 图 中 ， 每 条 边 实 
际 上 是 用 两 个 元 素 表 示 的 : 边 v-w 用 alvjLw] 和 alw]j[v] 中 的 1 表示 出 , 边 w-v 的 表示 也 
同样 。 

如 在 第 17.2 节 中 所 提 到 的 ， 在 图 初始 化 时 ， 我 们 一 般 假 设 顶点 数 对 客户 程序 是 已 知 的 。 
对 于 很 多 应 用 ， 我 们 可 能 将 顶点 数 设 置 为 编译 时 间 约 束 ， 并 使 用 静态 分 配 数组 。 但 程序 
17.3 采用 了 稍微 更 一 般 的 方法 来 动态 地 为 邻接 矩阵 分 配 空间 。 程 序 17.4 是 C 中 动态 分 配 二 
维 数 组 的 标准 方法 ， 即 作为 数组 指针 ， 如 图 17-8 中 所 述 。 程 序 17.4 还 包含 初始 化 图 的 代 
码 ， 其 中 将 数组 中 的 所 有 元 素 初始 化 为 给 定 值 。 这 个 操作 所 需 时 间 与 VV 成 正比 。 为 简化 代 
码 ， 其 中 没有 包含 对 于 内 存 不 足 的 错误 检查 。 在 使 用 这 个 代码 之 前 ， 加 上 错误 处 理 是 一 个 严 
遵 的 程序 设计 实践 〈 见 练习 17. 22)。 
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图 17-7 邻接 和 矩阵 图 表示 10 
这 个 矩阵 是 图 17-1 中 描述 的 图 的 另 一 种 表示 。 如 果 顶 点 和 w 11 


oloLololololololol1lolol 
有 一 条 边 相 连 ， 那 么 在 短 阵 的 第 ? 行 和 第 也 列 处 为 1。 此 数组 关于 12 ororoTololoTolololaTolilo, 
对 角 线 对 称 。 例 如 ,第 6 行 (和 第 6 列 ) 表示 顶点 6 与 顶点 0 和 顶 


点 4 相连。 对 于 菜 些 应 用 ,我 们 将 采用 以 下 约定 ， 每 个 顶点 与 自身 图 17-8 ”邻接 矩阵 数据 结构 
连接 ， 在 主 对 角 线 上 赋值 1。 右 上 角 和 左下 角 的 大 块 都 为 0， 这 是 我 此 图 描述 了 图 17-1 中 的 图 的 C 语言 
们 为 此 例 指定 顶点 编号 所 致 ， 不 是 图 的 特征 (而 它们 的 确 指 出 图 是 表示 ， 表 示 为 数组 的 数组 。 

稀 玖 的 )。 


为 了 添加 一 条 边 ， 我 们 设置 两 个 指定 的 数组 元 素 值 为 1。 并 在 此 表示 中 不 允许 平行 边 存 
在 。 如 果 一 条 边 要 被 插入 到 数组 元 素 已 是 1 的 地 方 ， 此 代码 无 效 。 在 某 些 ADT 设计 中 ， 它 
可 能 希望 通知 客户 程序 试图 插入 一 条 平行 边 ， 可 能 会 使 用 GRAPHinsertE 的 返回 码 。 在 这 种 
表示 中 我 们 的 确 允 许 自 环 : 边 v-v 用 alv][v]」 中 的 非 零 元 素 表示 。 

为 了 删除 一 条 边 ， 我 们 设置 两 个 指定 的 数组 元 素 的 值 为 0。 如 果 要 删除 的 边 不 存在 ， 那 
么 此 代码 不 起 作用 (对 应 的 数组 元 素 的 值 已 为 0)。 而 且 ， 在 某 些 ADT 设计 中 ， 我 们 可 能 和 希 
望 能 安排 通知 客户 程序 这 样 的 条 件 。 

如 果 正 在 处 理 规 模 很 大 的 图 ， 或 是 大 量规 模 较 小 的 图 ， 而 空间 又 有 限 ， 那 么 有 有 几 种 方法 
可 以 节省 空间 。 例 如 ， 表 示 无 向 图 的 邻接 矩阵 是 对 称 的 : a[v][w] 总 是 等 于 alwj[vj。 在 
C 语言 中 ， 只 存储 这 个 对 称 和 矩阵 的 一 半 就 可 以 简单 地 节省 空间 ( 见 练习 17.20)。 极 端 情 况 
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下 ， 我 们 可 能 考虑 使 用 位 数组 〈 比 如 在 这 种 情况 下 ， 可 以 用 大 约 6 400 万 64 位 的 字 表 示 约 
64 000 个 顶点 的 图 ) 〈( 见 练习 17.21)。 这 些 实现 稍微 复杂 一 些 , 我们 需要 添加 一 个 ADT 操 
作 来 测试 一 条 边 存在 性 〈( 见 练习 17.19)。( 在 实现 中 我 们 并 不 使 用 这 样 的 操作 ， 因 为 通过 简 
单 测 试 aLvj [wj 来 测试 一 条 边 存在 性 的 代码 要 稍微 容易 理解 一 些 。) 这 种 节省 空间 的 技术 
是 很 有 效 的 ， 但 是 对 于 时 间 很 重要 的 应 用 ， 随 之 而 来 会 带 来 内 循环 的 额外 开销 。 


程序 17. 3 ADT 实现 ( 邻接 矩阵) 


程序 17. 1 中 的 接口 实现 使 用 了 一 个 二 维 数组 。 在 程序 17.4 中 给 出 了 清 数 MATRIXint 的 
实现 ， 对 数组 分 配 空间 并 初始 化 。 代 码 的 其 余部 分 非常 简单 : 边 i-j 在 图 中 出 现 ， 当 且 仅 当 
al[ijljj 和 aljj[i] 都 为 1。 揪 人 边 和 删除 边 的 时 间 为 常量 。 忽 略 重 复 边 。 每 次 初始 化 并 提 
取 所 有 边 所 需 时 间 与 玉成 正比 。 

#include <stdlib.h> 

#include "GRAPH.h" 

struct graph { int V; int E; int **adj; } 

Graph GRAPHinit (int V) 

{ Graph G = malloc(sizeof *G); 
G->V = Vi G~>E = 0; 
G->adj = MATRIXint (V, V, 0); 
return 6G; 
} 
void GRAPHinsertE(Graph G, Edge e) 
{ int v= ee.V, WW= OQ.W; 
if (G->adj[v][w] == 0) G->E++; 
G->adj [vj [w] = 1; 
G->adj [wj] [v] = 1i; 
void GRAPHremoveE(Graph G, Edge e) 
{ int Vv= e.V,W= ee.W; 
if (G->adj [v] [w] == 1) G~>E-~; 
G->adj[v] [w] = 0; 
G->adj[wj [v] = 0; 
} 
int GRAPHedges (Edge a[], Graph G) 
{ int v, w, E = 0; 
for (v = 0; Vv < G->V; v++) 
for (Ww = V+1; Ww < G->V; wt+) 
if (G->adj[v] [w] == 1) 
a[E++] = EDGE(v, Ww); 
return E; 


} 


很 多 应 用 涉及 关联 每 条 边 的 其 他 信息 ， 在 很 多 情况 下 ， 可 以 将 邻接 和 矩阵 推广 为 能 存放 任 
何 信息 的 数组 。 我 们 至 少 要 保存 用 于 数组 元 素 的 数据 类 型 的 一 个 值 ， 来 表明 指示 的 边 是 否 存 
在 。 在 第 20 章 和 第 21 章 ， 我 们 探索 这 些 图 的 表示 。 

邻接 矩阵 的 使 用 取决 于 所 关联 的 顶点 名 ， 它 是 介 于 0 和 VV-1 之 间 的 整数 。 这 种 指派 
可 有 多 种 形式 完成 ， 例 如 ， 可 以 考虑 17. 6 节 中 所 作 的 一 个 程序 。 因 此 ， 在 C 中 用 二 维 数 
组 所 表示 的 特定 0-1 和 矩阵 只 是 给 定 任何 图 的 一 种 邻接 矩阵 表示 ， 因 为 男 一 程序 对 于 我 们 用 
于 确定 行 和 列 的 下 标 可 能 给 出 顶点 名 的 不 同 指派 。 两 个 看 上 去 非常 不 同 的 数组 却 可 能 表 
示 同 一 个 图 ( 见 练习 17.17)。 这 一 结果 是 对 图 同 构 问题 的 重新 闻 述 : 虽然 我 们 可 以 确定 
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两 个 不 同 的 矩阵 是 否 表示 同一 个 图 , 但 没有 人 设计 出 总 能 这 么 高 效 的 算法 。 这 个 难度 是 
根本 性 的 。 例 如 ， 我 们 寻找 各 种 重要 的 图 处 理 问题 有 效 解 的 能 力 完全 取决 于 顶点 编号 的 
方法 例如， 见 练习 17. 25 ) 。 


程序 17. 4 邻接 和 矩阵 分 配 和 初始 化 


此 程序 使 用 标准 C 的 嵌 套 数组 来 表示 二 维 邻 接 矩 阵 ( 见 3.7 节 )。 分 配 了 r 行 ,每 行 e 
个 整数 。 然 后 初始 化 数组 中 的 所 有 元 素 的 值 为 val。 程 序 17. 3 中 调用 MATRIXint (V, V, 0) 
创建 一 个 表示 V 个 顶点 没有 边 的 图 ， 所 需 时 间 与 站 成 正比 。 例 如 ， 对 于 较 小 V,V 次 调用 
malloc 的 开销 可 以 忽略 。 


int **MATRIXint (int r, int c, int val) 
{ int 1, j; 

int **t = malloc(r * sizeof(int *)); 
for (i = 0; i < r; i++) 

t[i] = malloc(c * sizeof (int)): 
for (i = 0; i < i++) 

for (j = 0; j < c; j++) 

t[ij[j] = val; 

return t,; 


F 


开发 一 个 ADT 函数 来 打印 图 的 
邻接 矩阵 表示 是 一 个 简单 练习 ( 见 
练习 17. 16)。 程 序 17.5 描述 了 一 种 
适合 于 稀 玖 图 的 不 同 实 现 : 它 打印 出 
与 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 ， 如 图 17-9 
所 示 。 这 些 程序 (特别 是 其 输出 ) 
清晰 地 描述 了 基本 性 能 权衡 。 为 了 打 
印 出 数组 ， 我 们 需要 了“ 个 元 素 的 空 
间 ; 打印 出 表 ， 只 需要 了 + 五 个 数 的 
空间 。 对 于 稀 玖 图 , 与 +E 相 比 ， 
很 大 ,我 们 选择 表 表 示 ; 对 于 和 瑞 图 17-9 ”邻接 表格 式 
密 图 ，E 和 VV 可 比 时 ,我 们 选择 数 此 表 还 描述 了 表示 图 17-1 et eae 我 们 为 每 个 
组 表示 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 在 比 顶点 关联 一 个 其 相 邻 顶点 集 (那些 与 它 有 一 条 边 0 
袍 邻接 矩 阵 表示 与 显 式 表 表 示 时 ， 会 ry w 出 现在 0 的 集合 
做 出 基本 的 权衡 。 


DOO0WPOOr 
On 
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0: 
i: 
2: 
3: 
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程序 17.5 ADT 输出 ( 邻接 表格 式 ) 


打印 稀疏 图 的 整个 邻接 抢 阵 不 实用 ， 因 此 我 们 选择 简单 输出 。 对 于 每 个 项 反 ， 答 出 那些 
与 该 顶点 通过 边 相 连 的 顶点。 


void GRAPHshow(Graph 6G) 
{ int i, j; 
printf ("%d vertices, %d edges\n", G->V, G->E), 
for (i = 0; i < G~>V; i++) 
+ 
printf("%2d:", i); 


Vv 


> 


VY 


V 


O 
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for (j = 0; j < G->V; j++) 
if (G->adj[i] [jj == 1) printf(" %2d", j); 
printf("\n"),; 
} 
} 





对 于 大 型 稀疏 图 ， 邻 接 抢 阵 表 示 并 不 是 令 人 满意 的 方式 : 数组 要 求 VV 位 的 存储 空间 而 
且 只 是 初始 化 就 需 V 步 。 在 秽 密 图 中 ， 当 边 的 数目 (和 矩阵 中 1 的 个 数 ) 与 V? 成 正比 时 ， 这 
个 开销 是 可 接受 的 ， 因 为 要 求 与 V 成 正比 的 时 间 来 处 理 边 ， 而 不 论 我 们 使 用 哪 种 表示 。 然 
而 ， 在 稀 巩 图 中 ， 初 始 化 数组 就 会 成 为 算法 运行 时 间 的 主要 因素 。 而 且 ， 我 们 甚至 没有 足够 
空间 存储 和 矩阵。 例如 ， 我 们 可 能 面临 有 数 百 万 个 顶点 和 数 千 条 边 的 图 ， 但 我 们 不 想 / 也 不 能 
付出 存储 数 邻 接 表 的 数 万 亿 个 0 的 代价 。 

妃 一 方面 ， 当 我 们 的 确 需 要 处 理 大 型 稠密 图 时 ， 代 表 不 存在 边 的 0 只 对 空间 需求 增加 一 
个 常量 因子 ， 这 就 使 我 们 只 需 访 问 一 次 数组 ， 就 能 确定 某 条 边 是 否 存在 。 例 如 ， 不 允许 平行 
边 在 邻接 矩阵 中 是 自动 的 行为 ,但 在 其 他 表示 中 则 开销 很 大 。 如 果 我 们 确实 有 空间 存放 邻接 
和 矩阵， 要 人 么 广 很 小 使 得 表示 的 时 间 可 被 忽略 ， 要 人 么 我 们 运行 一 个 复杂 算法 ， 需 要 多 于 多 步 
来 完成 ， 那 么 无 论 图 是 否 是 稠 密 的 ， 均 可 以 选择 邻接 和 矩阵 表示 。 
练习 
17. 16 给 出 GRAPHshow 的 实现 ， 打 印 出 类 似 图 17-7 中 所 示 的 二 维 0-1 矩阵。 其 中 包含 邻 
接 表 形 式 的 图 ADT 实现 (程序 17. 3)。 

17. 17 给 出 图 17-2 中 所 示 三 个 图 的 邻接 矩阵 表示 。 

17. 18 给 定 一 个 图 ， 考 虑 与 前 一 个 图 相等 的 另 一 个 图 ， 但 使 其 中 两 个 顶点 的 名 字 (对 应 的 
整数 ) 交换 。 试 问 这 两 个 图 的 邻接 矩阵 有 何不 同 ? 

17. 19 在 图 ADT 中 增加 一 个 函数 GRAPHedge， 使 客户 程序 可 以 检查 连接 两 个 顶点 的 边 是 
否 存 在 ， 并 给 出 邻接 矩阵 的 一 种 实现 。 

17.20 修改 程序 17.3 ， 并 按 练习 17. 19 中 描述 的 方法 改进 ， 对 于 w >v， 不 存储 数组 元 素 
alvjLw]， 使 空间 需求 约 减 半 。 

17.21 修改 程序 17. 3， 并 按 练 习 17. 19 中 描述 的 方法 改进 ， 使 用 位 数组 ， 而 不 是 整数 数 
组 。 也 就 是 说 ， 如 果 你 的 计算 机 每 个 字 有 B 位 ， 则 你 的 实现 应 该 能 使 用 V*/B 个 字 (不 是 
V*) 来 表示 了 个 顶点 的 一 个 图 。 进 行 实验 研 究 来 评价 使 用 位 数组 实现 ADT 操作 所 需要 的 时 
间 性 能 。 

17.22 修改 程序 17.4 来 检查 malloc 返回 码 ， 使 其 在 没有 足够 内 存 可 用 于 表示 数组 时 返 
回 0。 

17. 23 编写 程序 17.4 的 一 个 版 本 ， 要 求 只 调用 一 次 malloc。 

17.24 在 程序 17.3 中， 增加 GRAPHcopy 和 GRAPHdestroy 的 实现 。 

17. 25 假设 一 个 小 组 中 的 所 有 上 个 顶点 有 连续 的 索引 。 由 邻接 矩阵 如 何 确定 组 中 的 顶点 是 
否 构 成 一 个 团 ? 在 图 ADT 的 邻接 矩阵 实现 〈 程 序 17.3) 中 增加 一 个 函数 ， 找 出 构成 一 个 团 
且 连 续 索 引 最 多 的 一 组 顶点 ， 所 用 时 间 与 六 成 正比 。 


17.4 邻接 表 表 示 


对 于 非 稠密 的 图 ， 合 适 的 标准 表示 称 为 邻接 表 (adjacency-list) 表示 ， 其 中 将 与 每 个 顶 
点 连接 的 所 有 顶点 保存 在 一 个 链表 中 ， 并 将 链表 关联 到 那个 顶点 。 我 们 维持 一 个 链表 数组 ， 
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给 定 一 个 顶点 ， 可 以 直接 访问 到 其 链表 ; 使 用 链表 时 ， 增 加 新 边 只 需 常 量 的 时 间 。 

程序 17.6 是 基于 这 种 方法 对 程序 17. 1 中 的 ADT 接口 的 一 种 实现 ， 而 且 图 17-10 给 出 
了 一 个 示例 。 要 向 此 图 的 表示 中 添加 一 条 连接 w 和 vw 的 边 ， 我 们 将 w 添加 到 ”的 邻接 表 
中 ， 将 "添加 到 v 的 邻接 表 中 。 用 这 种 方法 ， 我们 依然 可 以 在 常量 的 时 间 添 加 新 的 边 。 而 
所 用 的 空间 只 与 项 点 数 及 边 数 之 和 成 正比 (而 不 是 邻接 矩阵 表示 中 的 顶点 数 的 平方 )。 我 
们 在 两 个 不 同 地 方 表示 每 条 边 : 连接 wv 与 w 的 一 条 边 作 为 结 点 出 现在 两 个 邻接 表 中 。 包 含 
这 两 个 表示 很 重要 的 ; 否则 ， 将 不 能 有 效 地 回答 诸如 “哪些 顶点 与 顶点 > 直接 相连 ?” 这 
样 简单 的 问题 。 

与 程序 17. 3 不 同 ， 程 序 17.6 构建 多 重 图 ， 这 是 因为 它 


没有 删除 平行 边 。 在 邻接 表 结 构 中 检 克 重复 边 需 要 搜索 链接 ，| 了 CsI 

表 ， 这 样 所 需 时 间 与 了 成 正比 。 类 似 地 ， 程 序 17.6 并 不 含 出 ”| 

除 边 〈remove edge) 操作 实现 。 而 且 ， 添 加 这 样 的 实现 并 不 ”| 本 .Tauv[zT] 

复杂 〈 见 练习 17.28 ) ， 但 是 每 次 删除 所 需 时 间 会 与 了 成 正 《| -LETa[sTe[T] 

比 。 这 些 开 销 使 得 基本 邻接 表 的 表示 不 适合 于 那些 涉及 大 规 Ge-GD 

模 图 的 应 用 问题 ， 因 为 其 中 不 允许 平行 边 ， 或 者 是 涉及 频繁 “| 洒 "[aI=ET] 

删除 边 操作 的 应 用 。 在 17. 5 节 中 ， 我 们 讨论 基本 数据 结构 技 

术 的 应 用 来 扩充 邻接 表 ， 使 其 支持 常量 时 间 删 除 边 和 常量 时 。 上 二 

间 平 行 边 检测 (parallel edge detection) 操作 。 了 “bal | 
如 果 图 的 顶点 名 不 是 整数 ， 那 么 〈 像 邻接 矩阵 ) 两 个 不 aa 上 aa TsT 

同 的 程序 可 能 会 以 两 种 不 同方 式 将 顶点 名 与 0~V -1 之 间 的 _ 1.eTevED 


整数 相关 联 ， 导 致 两 种 不 同 的 邻接 表 结构 (例如 , 程序 一， 。 
17. 10) 。 我 们 不 能 期 望 区 分 两 个 不 同 的 结构 是 否 表示 同一 个 
图 ， 这 是 由 图 同 构 问题 的 难度 所 决定 的 。 a 
而 且 ， 有 了 邻接 表 ， 即 使 是 给 定 了 顶点 编号 ， 对 于 给 定 。 数 与 边 数 的 和 成 正比 。 为 了 找 出 
了 Wa . | 与 某 一 给 定 顶 点 2 连接 的 顶点 索 
的 图 也 有 很 多 种 表示 。 无 论 边 在 邻接 表 中 以 何 种 顺序 出 现 ， 名 关 志 信守 宫 。 侍 术 的 项 涉案 
邻接 表 结 构 都 表示 同一 个 图 ( 见 练习 17.31) 。 了 解 邻 接 表 的 置 ， 在 此 包含 一 个 指向 链表 的 指 
这 一 特征 很 重要 ， 因 为 边 在 邻接 表 中 出 现 的 顺序 反 过 来 会 影 外。 在 该 性 中 ， 对 应 每 个 上。 
四 La 人 下 
响 到 算法 对 边 处 理 的 顺序 。 也 就 是 说 ， 邻 接 表 结构 决定 了 各 半 检 的 贾 沁 有 有 二 个人 富生 年 各 
种 算法 是 如 何 处 理 图 的 。 虽 然 无 论 边 是 以 何 种 顺序 在 邻接 表 造 链表 时 所 使 用 的 方法 。 
中 ， 算 法 都 要 产生 正确 的 结果 ， 但 是 对 于 不 同 的 顺序 ， 算 法 
会 通过 不 同 的 计算 顺序 来 产生 该 答案 。 如 果 算 法 并 不 需要 检查 图 的 所 有 边 ， 此 效果 会 对 它 所 
需要 的 时 间 产 生 影响 。 如 果 有 多 个 正确 答案 ,不 同 输入 顺序 可 能 导致 不 同 输出 结果 。 


程序 17. 6 ADT 实现 (邻接 表 ) 


程序 17. 1 中 的 接口 实现 使 用 链表 数组 ， 每 个 顶点 对 应 一 个 链表 。 边 ww 由 链表 vw 中 结 点 
w 和 链表 w 中 结 点 v 所 表示 。 与 程序 17. 3 中 一 样 ，GRAPHedge 只 将 每 条 边 的 两 个 表示 中 的 
一 个 放 进 输出 数组 。GRAPHcopy、GRAPHdestroy 以 及 GRAPHremove 的 实 现 都 被 省 上 略 。 
GRAPHinsertE 代码 不 检查 重复 边 ， 从 而 保持 插入 时 间 为 常量 。 


#include <stdlib.h> 
#include "GRAPH.h" 
typedef struct node *link,; 
“ struct node { int v; link next; }; 


复 17 葛 图 的 尼 拟 及 类 型 77 


struct graph { int V; int E; link *adj; }; 
link NEW(int v, link next) 
{ link x = malloc(sizeof *x); 
X-—>V = Ti KX->next = next, 
return xX; 
} 
Graph GRAPHinit (int V) 
{ int v; 
Graph G = malloc(sizeof *G) ; 
G->V = V; G->E = 0; 
G->adj = malloc(V*sizeof (link)); 
for (v = 0; Vv < VV; vt++) G->adj[v] = NULL.; 
return G; 
小 
void GRAPHinsertE(Graph G, Edge e) 
{ int v= eVv,W= e.W; 
G->adj[v] = NEW(w, G->adj [v]); 
G->adj[w] = NEWCV，G->adj [w] ) ; 
G->E++; 
} 
int GRAPHedges (Edge a[] , Graph G) 
{ int v, E = 0; link t; ， 
for (v = 0; Vv < G->Vi V++) 
for (t = G->adj[v]lji t != NULL; t = t->next) 
if (Vv < t->v) afEt+] = EDGE(V，t->V) ; 
return E; 


} 


邻接 表 表示 优 于 邻接 矩阵 表示 的 主要 优点 在 于 ， 它 所 使 用 的 空间 总 是 与 已 +V 成 正比 ， 
而 不 是 邻接 矩阵 中 的 VY。 其 主要 缺点 是 ， 检 查 特定 边 是 否 存在 需要 花费 的 时 间 与 V 成 正比 ， 
而 在 邻接 矩阵 中 则 是 常数 。 本 质 上 ， 这 些 差别 源 于 利用 链表 和 数组 来 表示 依附 于 每 个 顶点 的 
顶点 集 的 不 同 。 

因此 ， 我 们 再 次 看 到 ， 如 果 要 开发 有 效 的 图 ADT 实现 ， 理 解 链 式 数据 结构 和 数组 的 基 
本 性 质 是 至 关 重 要 的 。 之 所 以 对 这 些 性 能 差异 感 兴 趣 ， 是 因为 我 们 希望 当 各 种 操作 都 包括 在 
ADT 中 时 ， 避 免 在 不 可 预料 的 情况 下 使 用 低 效 的 实现 。 在 17. 5 节 中 ,我 们 讨论 基本 符号 表 
算法 学 技术 应 用 ， 从 而 认识 到 这 两 种 结构 的 理论 上 的 好 处 。 不 过 ， 因 为 程序 17. 6 是 提供 基 
本 特性 的 一 种 简单 实现 ， 我 们 需要 学 习 处 理 稀疏 图 的 有 效 算法 ， 并 将 它 作 为 本 书 中 很 多 实现 
的 基础 。 
练习 
> 17. 26 ”按照 图 17-10 的 格式 ， 使 用 程序 17. 6， 显 示 按 照 顺序 将 以 下 边 播 和 到 初始 为 空 的 图 
中 后 的 所 得 结果 。 - 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


17.27 给 出 GRAPHshow 的 实现 ， 使 其 与 练习 17. 16 和 程序 17.5 有 同样 的 作用 ， 包 含 在 邻 
接 表 图 ADT 实现 中 (程序 17. 6 ) 。 

17. 28 ”给 出 邻接 表 图 ADT 的 实现 (程序 17.6) 中 删除 边 函 数 GRAPHremoveE 的 一 种 实现 。 
注意 : 记 住 可 能 有 重复 边 。 

17. 29 在 邻接 表 的 图 ADT 实现 (程序 17.6) 中 添加 GRAPHcopy 和 GRAPHdestroy 实现 。 
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o17. 30 给 出 邻接 表 图 表示 的 一 个 简单 例子 ， 它 不 能 由 程序 17. 6 通过 反复 地 添加 边 来 构建 。 
17.31 要 表示 图 17-10 中 所 示 的 同一 个 图 ， 有 多 少 种 不 同 的 邻接 表 表 示 ? 

17. 32 编写 程序 17. 6 的 一 个 版 本 ,按照 项 点 编号 的 顺序 来 保存 邻接 表 。 描 述 这 种 方法 有 
用 的 一 种 情况 。 

0 17.33 在 图 ADT (程序 17.1) 中 添加 一 个 函数 声明 ， 删 除 自 环 和 平行 边 。 纵 出 在 基于 领 
接 和 矩阵 的 ADT 实现 (程序 17.3) 中 该 函数 的 一 种 平凡 实现 ， 并 给 出 基于 邻接 表 的 ADT 实现 
(程序 17.6) 中 该 函数 的 一 种 平凡 实现 ， 要 求 所 用 时 间 与 五 成 正比 ， 所 用 额外 空间 与 下 成 
正比 。 

17. 34 扩展 练习 17.33 的 解决 方案 ， 使 其 能 够 删除 度 为 0 的 顶点 (孤立 点 )。 注 意 : 要 删 
除 顶 点 ， 需 要 对 其 他 顶点 重新 命名 ， 重 新 构建 数据 结构 ， 而 且 只 能 做 一 次 。 

e17.35 编写 一 个 邻接 表 表 示 (程序 17.6) 的 ADT 函数 ， 折 泡 只 由 度 为 2 的 顶点 构成 的 路 
径 。 明 确 地 说 ， 图 中 每 个 度 为 2 有 旦 没有 平行 边 的 顶点 出 现在 某 条 路 径 w-...-w 上 ， 其 中 和 ww 
要 么 相等 ， 要么 度 不 为 2。 用 w-w 替换 掉 这 样 的 路 径 ， 然 后 像 在 练习 17. 34 那样 删除 所 有 未 
用 的 度 为 2 的 顶点 。 注 意 : 这 个 操作 可 能 会 引入 自 环 和 平行 边 ， 但 它 保持 了 未 被 删除 的 顶点 
的 度 不 变 。 

> 17. 36 给 出 将 练习 17. 35 中 描述 的 变换 应 用 到 图 17-1 中 的 示例 图 上 所 得 的 一 个 (多 部 ) 图 。 


17.5 变量 、 扩 展 和 开销 


在 这 一 节 里 ， 我 们 描述 大 量 在 17. 3 节 和 17. 5 节 中 讨论 的 图 表示 的 改进 方法 。 这 些 改 进 
可 分 为 两 类 。 第 一 ， 基 本 邻接 矩阵 和 邻接 表 机 人 制 可 容易 地 扩展 为 表示 其 他 类 型 的 图 。 在 相关 
的 章节 中 ， 我 们 将 详细 讨论 这 些 扩展 并 给 出 例子 ; 这 里 ， 我 们 只 简略 讨论 。 第 二 ， 我 们 常常 
需要 修改 或 者 增 大 数据 结构 使 得 某 些 操作 更 为 高 效 。 在 接 下 来 的 章节 中 将 会 这 样 做 ;在 本 节 
中 ， 我们 会 讨论 将 数据 结构 设计 技术 应 用 到 有 效 实 现 几 种 基本 函数 。 

对 于 有 向 图 ， 每 条 边 只 表示 一 次 ， 如 图 17-11 所 示 。 有 向 图 中 的 边 ww 在 邻接 矩阵 的 第 
2 行 和 第 w 列 的 元 素 表示 为 1， 或 者 在 邻接 表 表 示 的 v 的 邻接 表 中 出 现 w。 这 些 表 示 要 比 无 向 
图 中 对 应 的 表示 更 为 简单 ， 但 是 与 无 向 图 相 比 ， 非 对 称 性 使 有 向 图 成 为 更 为 复杂 的 组 合 对 
象 ， 我 们 在 第 19 章 中 将 会 看 到 。 例 如 ， 标 准 邻 接 表 表 示 没 有 给 出 直接 的 方法 来 找 出 一 个 有 
向 图 中 进入 一 个 顶点 的 所 有 边 ， 因 此 ， 如 果 需 要 支持 这 个 操作 ， 我 们 必须 做 出 相应 的 修改 。 

对 于 加 权 图 (weighted graph) 和 网 (network) ， 我 们 使 用 权 值 代替 布尔 值 来 填充 邻接 抵 
阵 〈 使 用 某 些 不 存在 的 权 值 来 表示 不 存在 的 边 ) ; 在 邻接 表 表 示 中 ， 我们 在 邻接 结构 中 加 上 
一 个 顶点 的 权 值 ， 或 者 在 邻接 表 元 素 中 加 上 一 个 边 权 值 。 

常常 需要 在 一 个 图 中 的 顶点 或 边 中 关联 更 多 的 信息 ， 使 得 图 可 以 对 更 复杂 的 对 象 建 模 。 
在 合适 的 时 候 ， 可 以 对 程序 17. 1 中 的 Edge 类 型 进行 扩展 ， 使 每 条 边 上 关联 额外 的 信息 ， 然 
后 使 用 邻接 抢 阵 中 类 型 或 者 邻接 表 中 表 结 点 的 实例 。 或 者 ， 由 于 顶点 名 为 介 于 0 和 TY -1 之 
间 的 整数 ， 我 们 可 以 使 用 顶点 索引 数组 来 为 顶点 关联 额外 信息 ， 也 许 使 用 一 个 合适 的 ADT 
来 实现 。 另 一 种 做 法 ， 我 们 可 以 简单 地 使 用 一 个 单独 的 符号 表 ADT， 为 每 个 顶点 和 边关 联 额 
外 信息 〈 见 练习 17. 46 和 程序 17. 10) 。 

为 了 处 理 各 种 特定 的 图 处 理 问 题 ， 我 们 通常 要 定义 类 ， 其 中 包含 与 该 图 相关 的 特定 辅助 
数据 结构 。 最 常见 的 此 类 数据 结构 为 顶点 索引 数组 ， 比 如 在 第 1 章 我 们 使 用 顶点 索引 数组 回 
答 了 连通 性 查询 。 在 本 书 的 大 量 实现 中 我 们 都 使 用 了 顶点 上 索引 数组 。 
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图 17-11 有 问 图 的 表示 

在 有 向 围 的 邻接 矩阵 和 邻接 表 表 示 中 ， 每 条 边 只 有 一 种 表示 ， 将 图 17-1 中 的 边 集 解释 为 有 向 图 ( 见 图 17-6 所 示 ， 
左 图 ) ， 它 的 邻接 矩阵 和 邻接 表 表示 分 别 如 左 图 和 右 图 所 示 。 

作为 一 个 例子 ， 假 设 我 们 希望 了 解 图 中 的 一 个 顶点 ” 是否 是 孤立 的 ， 即 " 的 度 为 0 吗 ? 
对 于 邻接 表 表 示 ， 我 们 可 以 很 快 得 到 这 个 信息 ， 只 需要 检查 adj[ v] 是 否 为 空 。 但 对 于 邻接 
表 表 示 ， 我 们 需要 检查 每 行 或 每 列 中 与 "对 应 的 所 有 了 个 元 素 ， 才 能 知道 每 个 顶点 与 其 他 项 
点 连接 的 情况 ; 对 于 边 数组 表示 法 ， 除 了 检查 所 有 五 条 边 来 确定 是 否 与 相关， 我 们 没有 更 
好 的 方法 。 为 了 避免 这 些 可 能 耗 时 的 计算 ， 我 们 可 以 实现 一 个 简单 的 在 线 算法 ， 维 护 一 个 项 
点 索引 的 数组 ,使 其 可 以 在 常量 时 间 内 查找 任何 一 个 顶点 的 度 ( 见 练习 17.40)。 这 样 一 个 
简单 问题 的 潜在 性 能 差异 在 图 处 理 中 非常 典型 。 

表 17-1 显示 了 各 种 简单 图 处 理 操作 对 我 们 使 用 的 表示 方法 在 开销 上 的 相关 性 。 在 讨论 
更 加 复杂 操作 的 实现 之 前 ， 有 必要 先 研 究 一 下 该 表 ; 它 有 助 于 你 对 各 种 基本 操作 的 难度 有 一 
个 直观 的 认识 。 直 接 观 察 代 码 可 得 以 下 列 出 的 大 多 数 的 开销 ， 仪 最 后 一 行 除外 ， 这 会 在 本 市 
的 最 后 详细 讨论 。 

表 17-1 图 处 理 操作 最 坏 情况 开销 
基本 图 处 理 ADT 操作 的 性 能 特征 对 于 不 同 的 图 表示 法 有 很 大 的 不 同 ， 即 使 是 对 于 简单 任务 ， 如 此 表 中 描述 的 最 坏 


情况 开销 所 示 〈 对 于 较 大 的 了 和 无 ， 都 相差 一 个 常量 因子 ) 。 这 些 开销 是 前 面 章节 中 所 描述 的 简单 实现 。 对 于 影响 开销 
的 各 种 修改 也 在 本 节 中 讨论 。 


边 数 组 邻接 矩阵 邻接 表 
占用 空间 E 7 V+E 
初始 化 为 空 1 Vv? V 
复制 E V2 E 
销 师 1 Vv E 
搬入 边 1 1 1 
查找 /删除 边 E l V 
Y 是 否 是 独立 所 E 7 1 


从 u 到 v 是 否 存 在 路 径 Elg*V VV V+E 
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在 一 些 情况 下 ， 可 以 修改 表示 法 使 得 操作 更 有 效 ， 但 我 们 还 要 注意 这 样 做 是 否 会 增加 其 
他 简单 操作 的 开销 。 例 如 ， 邻 接 和 矩阵 的 销毁 (destroy) 操作 是 C 对 二 维 数组 ( 见 3.7 节 ) 
的 谱 套 数组 分 配 模式 的 产物 。 不 难 将 此 开销 降 至 为 常量 ( 见 练习 17. 23 ) 。 另 一 方面 ， 如 果 
图 的 边 是 非常 复杂 的 结构 ， 使 得 矩阵 中 的 元 素 是 指针 ， 那 么 销毁 一 个 邻接 矩阵 所 花费 的 时 间 
与 玉成 正比 。 

由 于 查找 边 和 删除 边 的 操作 在 典型 应 用 中 使 用 频繁 ， 我 们 详细 讨论 查找 边 和 删除 边 的 操 
作 。 特 别 是 ， 我 们 需要 查找 边 的 操作 能 够 删除 或 禁止 平行 边 。 如 17. 3 节 中 看 到 的 ， 如 果 使 
用 邻接 矩阵 表示 法 ， 这 些 操 作 非 常 简单 。 只 需要 检查 或 者 设置 一 个 可 以 直接 索引 的 数组 元 素 
即 可 。 但 是 在 邻接 表 表 示 中 如 何 有 效 地 实现 这 些 操作 呢 ? 一 种 方法 接 下 来 描述 ， 另 -一 种 方法 
在 练习 17. 48 中 描述 。 这 两 种 方法 都 是 基于 符号 表 的 实现 。 如 果 我 们 使 用 动态 散 列 表 ( 见 
14.5 市 )， 这 两 种 方法 所 需 空 间 与 E 成 正比 ， 使 我 们 可 以 在 常量 时 间 执 行 其 中 的 任何 一 种 操 
作 (平均 意义 , 平 瓜分 析 得 此 结果 ) 。 

明确 地 说 ， 在 使 用 邻接 表 时 为 了 实现 查找 边 的 操作 ， 我 们 可 以 使 用 一 个 辅助 的 符号 表 用 
于 边 。 可 以 为 边 v-w 指定 整数 关键 字 v* V+w， 并 使 用 第 4 部 分 中 的 符号 表 的 任 一 实现 。 
《对 于 无 癌 网 ， 我 们 可 能 为 ww 和 w-v 指定 相同 的 关键 字 。) 可 以 在 首次 检查 每 条 边 是 否 已 经 
插入 后 ， 将 它 插入 到 符号 表 中 。 如 果 愿 意 ， 我 们 可 以 禁止 平行 边 ( 见 练习 17.47) ， 在 符号 
表 中 维护 平行 边 的 一 个 副本 记录 ， 或 者 构建 一 个 完全 基于 这 些 操作 的 图 ADT 实现 ( 见 练习 
17.46)。 在 目前 的 情况 下 ， 我 们 对 这 项 技术 的 主要 兴趣 在 于 ， 它 能 为 我 们 提供 在 邻接 表 上 
常量 时 间 的 查找 边 实现 。 

为 了 删除 边 ， 我 们 可 以 在 符号 表 的 记录 中 为 每 条 边 设置 一 个 指针 ， 指 向 其 邻接 表 结 构 的 
表示 。 然 而 即使 有 这 个 信息 ， 也 不 足以 在 常量 时 间 内 删除 边 ， 除 非 表 是 双向 链表 ( 见 3.4 
五 )。 而 且 ， 在 无 向 图 中 ， 也 不 能 从 邻接 表 中 删除 结 点 ， 因 为 每 条 边 会 出 现在 两 个 不 同 的 邻 
接 表 中 。 解 决 这 个 难题 的 一 种 方法 是 将 两 个 指针 都 放 在 在 符号 表 中 ; 另 一 种 方法 是 将 对 应 特 
殊 边 的 这 两 个 表 结 点 链接 在 一 起 〈 见 练习 17. 44)。 无 论 哪 一 种 方法 ,我 们 都 可 以 在 常量 时 
间 内 删除 一 条 边 。 

英 除 顶点 的 开销 更 大 。 在 邻接 矩阵 表示 中 ， 我 们 需要 从 矩阵 中 删除 一 行 和 一 列 ， 比 起 重 
新 从 一 个 更 小 的 矩阵 开始 ， 这 样 做 的 开销 并 不 会 少 多 少 。 如 果 我 们 使 用 邻接 表 表 示 ， 那 么 从 
该 顶点 的 邻接 表 中 删除 结 点 还 不 够 ， 因 为 邻接 表 中 的 每 个 结 点 指定 了 另 一 个 顶点 ， 我 们 必须 
查找 该 顶点 的 邻接 表 以 删除 表示 同一 条 边 的 另 一 个 顶点 。 如 果 要 使 删除 一 个 顶点 的 时 间 与 了 
成 正比 ， 则 需要 另外 的 链接 来 支持 上 段 描述 的 常量 时 间 的 边 删 除 操作 。 

我 们 在 这 里 省 略 这 些 操作 的 实现 ， 是 因为 使 用 第 1 部 分 中 的 基本 技术 ， 这 些 工 作 可 以 作 
为 简单 的 编程 练习 。 在 与 静态 图 有 关 的 典型 应 用 中 ， 维 护 有 多 个 指针 的 复杂 结构 并 不 合适 。 
而 且 在 实现 其 他 地 方 并 不 使 用 的 图 处 理 算法 时 ， 我 们 希望 避免 陷入 维护 其 他 指针 的 细节 中 。 
在 第 22 章 中 ， 我 们 还 要 讨论 一 种 类 似 结 构 的 实现 ， 它 在 我 们 本 章 所 讨论 的 强大 的 通用 算法 
中 起 着 重要 的 作用 。 

在 描述 和 开发 感 兴趣 的 算法 实现 时 ， 为 了 简明 起 见 ， 我 们 使 用 最 简单 的 合适 表示 。 一 般 
而 言 ， 我 们 会 在 与 当前 任务 相关 的 代码 中 直接 构造 一 个 链接 或 者 辅助 数组 。 很 多 编程 人 员 认 
为 这 种 机 制 是 理所当然 的 ， 他 们 知道 ， 实 际 上 维护 有 多 个 不 同 组 件 的 数据 结构 的 完整 性 确实 
是 一 件 挑 战 性 的 任务 。 

在 性 能 调整 的 过 程 中 ， 我 们 还 可 能 修改 基本 数据 结构 ， 以 节省 空间 或 时 间 ， 特别 是 在 处 
理 大 规模 的 图 时 (或 大 量 小 规模 的 图 )。 例 如 ， 对 于 大 规模 静态 图 ， 我 们 可 以 改变 表示 方 
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法 ， 使 用 变 长 数组 而 不 是 邻接 表 来 表示 依附 于 每 个 项 点 的 顶点 集 ， 从 而 大 大 改善 算法 的 性 
能 。 采 用 这 种 技术 ， 我 们 最 终 可 以 只 用 2E (小 于 V) 个 整数 和 了 个 整数 〈 小 于 性 ) 来 表示 
一 个 图 〈 见 练习 17.51 和 17.53)。 对 于 处 理 大 规模 的 静态 图 ， 这 些 表 示 很 有 吸引 力 。 

我 们 讨论 的 很 多 算法 可 以 很 容易 改造 为 本 节 所 讨论 的 所 有 变型 算法 ， 因 为 它们 是 以 几 种 
高 级 抽象 操作 为 基础 的 ， 如 “对 于 与 顶点 " 邻接 的 每 条 边 执 行 如 下 操作 。” 实 际 上 ， 我们 考 
虑 的 某 些 程序 只 在 这 种 抽象 操作 的 实现 方法 上 有 所 不 同 而 已 。 

为 什么 不 能 在 更 高 级 的 抽象 开发 这 些 算法 ,然后 讨论 表示 数据 和 实现 相关 操作 的 不 同 选 
项 呢 ? 就 像 我 们 在 本 书 中 的 很 多 实例 中 所 做 的 那样 。 这 个 问题 的 答案 并 不 是 一 句 话 就 能 说 清 
楚 的 。 对 于 稀 玖 图 常 选择 用 邻接 表 ， 对 于 稠密 图 常 选择 用 邻接 矩 阵 ， 这 些 选 择 我 们 很 清楚 。 
在 主要 实现 中 ,我们 会 直接 选择 这 两 种 特殊 表示 中 的 其 中 一 种 ， 因 为 使 用 低级 表示 的 代码 
中 ， 算 法 的 性 能 特征 非常 清晰 ， 而 且 比 起 那些 利用 高 级 抽象 编写 的 代码 ， 该 代码 -一 般 而 言 不 
难 读 懂 和 理解 。 

在 某 些 实例 中 ， 算 法 设计 决策 依赖 于 表示 的 某 些 性 质 。 在 一 个 更 高 的 抽象 级 上 处 理 ， 可 
能 使 我 们 不 了 解 这 种 依赖 性 的 相关 知识 。 如 果 我 们 知道 某 种 表示 将 导致 很 差 的 性 能 ， 而 另 一 
种 表示 不 会 ， 在 不 适当 的 抽象 级 考虑 算法 时 ， 就 会 存在 不 必要 的 风险 。 如 常 ， 我 们 的 目标 是 
精细 实现 ， 从 而 可 以 对 性 能 做 出 准确 的 说 明 。 

使 用 严格 的 抽象 方法 可 以 解决 这 些 问题 ， 我 们 建立 算法 中 需要 的 抽象 操作 的 抽象 层次 。 
添加 一 个 ADT 操作 来 测试 一 条 边 的 存在 性 是 一 个 例子 ( 见 练习 17. 19)， 我们 还 能 建立 与 表 
示 无 关 的 代码 ， 来 处 理 与 给 定 顶 点 邻接 的 每 个 顶点 〈 见 练习 17. 60 ) 。 在 很 多 情况 下 ， 这 样 
的 方法 很 有 意义 。 然 而 ， 在 本 书 中 ， 我 们 关注 的 是 在 稠密 图 上 使 用 直接 访问 邻接 矩阵 的 代码 
和 在 稀疏 图 上 下 接 访问 邻接 表 的 代码 的 性 能 ， 并 增 大 数据 结构 以 适合 所 处 理 的 任务 。 

到 目前 为 止 我 们 所 讨论 的 所 有 操作 是 简单 的 而 又 必要 的 数据 处 理 函 数 ; 本 节 要 讨论 的 是 
第 1 ~3 部 分 的 基本 算法 和 数据 结构 对 于 处 理 这 些 函 数 是 有 效 的 。 当 开发 更 复杂 的 图 处 理 算 
法 时 ， 我 们 在 找 出 特定 实际 问题 的 最 佳 实现 时 面临 更 困难 的 挑战 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 考 虑 表 
17-1 中 的 最 后 一 行 ， 其 中 给 出 了 确定 两 个 给 定 顶 点 是 否 存在 一 条 路 径 的 开销 。 

在 最 坏 情 况 下 ，17.7 节 中 的 简单 算法 检查 图 中 的 所 有 五 条 边 〈 如 我 们 在 第 18 章 中 讨论 
的 一 些 其 他 方法 的 做 法 一 样 ) 。 表 17-1 中 的 最 下 一 行 的 中 间 和 右边 列 的 元 素 分 别 表示 ， 该 算 
法 可 能 检查 六 个 元 素 (对 于 邻接 矩阵 表示 法 ) 和 所 有 VV 个 链表 头 以 及 表 中 的 所 有 个 结 点 
( 对 于 链表 表示 法 ) 。 这 些 事实 表明 该 算法 的 运行 时 间 是 图 表示 大 小 的 线性 函数 ， 但 是 它们 
也 展示 了 两 种 异常 情况 : 如 果 我 们 使 用 邻接 矩阵 表示 来 表示 稀 玖 图 ， 或 者 使 用 任何 一 种 表示 
来 表示 极端 稀疏 的 图 (有 大 量 扳 立 点 ) ， 那 么 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 不 是 图 中 边 数 的 线性 时 
间 。 为 了 避免 重复 讨论 这 些 异 常情 况 ， 我 们 假设 所 使 用 的 表示 的 大 小 与 图 中 的 边 数 成 正比 。 
这 一 点 对 于 大 多 数 的 应 用 而 言 是 成 立 的 。 因 为 这 些 应 用 都 涉及 大 量 的 稀 朴 图 ， 因 此 要 求 用 邻 
接 表 表示 。 

表 17-1 中 最 后 一 行 左 列 是 使 用 第 1 章 中 的 合并 - 查找 算法 得 出 的 ( 见 17.3 市 )。 由 于 
这 种 方法 只 需要 与 了 成 正比 的 空间 ， 因 而 很 有 吸引 力 ， 但 也 有 缺点 ， 即 不 能 展示 这 条 路 径 。 
这 一 项 强调 了 完整 而 又 准确 地 指定 图 处 理 问题 的 重要 性 。 

即使 考虑 了 所 有 这 些 因 素 ， 在 开发 实用 图 处 理 算 法 我 们 所 面临 的 最 重要 的 一 个 挑战 性 
是 ， 评 价 最 坏 情况 性 能 分 析 的 程度 ， 如 表 17-1 中 的 那些 结果 ， 会 过 度 估计 我 们 在 实际 中 遇 
到 的 图 的 性 能 。 关 于 图 算法 的 大 多 数 文 献 是 根据 这 些 最 坏 情 况 下 的 界限 来 描述 性 能 的 。 这 个 
信息 在 辨别 算法 具有 不 可 接受 的 坏 性 能 时 是 有 帮助 的 ， 但 不 能 辨别 出 几 个 简单 、 直 接 的 程序 
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是 否 适合 一 个 给 定 的 应 用 。 这 种 情况 在 为 图 算法 开发 平均 情况 性 能 的 有 用 模型 时 难度 更 为 加 
大 ， 只 能 提供 (可 能 不 可 靠 ) 基准 测试 和 (可 能 过 于 保守 ) 最 坏 情 况 性 能 保证 。 例 如 ， 我 
们 在 第 18 章 中 讨论 的 图 搜索 算法 对 于 查找 给 定 顶 点 的 之 间 的 一 条 路 径 都 是 有 效 的 线性 时 间 
算法 ， 但 其 性 能 特征 却 有 很 大 差异 ， 这 与 被 处 理 的 图 及 其 表示 有 关 。 实 际 使 用 图 处 理 算法 
时 ， 我 们 总 是 希望 消除 证 明 的 最 坏 情 况 性 能 特征 与 期 望 的 实际 性 能 特征 之 间 的 不 一 致 性 。 这 
种 思想 将 在 本 书 中 反复 出 现 。 

练习 

17. 37 开发 秽 密 度 多 重 图 的 一 种 邻接 矩阵 表示 ， 并 给 出 使 用 该 表示 的 程序 17. 1 的 一 个 
ADT 实现 。 

17. 38 为 什么 不 使 用 图 的 一 种 直接 表示 (对 图 精确 建 模 的 一 种 数据 结构 ， 其 中 将 顶点 表示 
为 已 分 配 的 记录 ， 边 表 包 含 指 向 顶点 的 链接 而 不 是 指向 顶点 名 )? 

17. 39， 编 写 一 个 独立 于 表示 的 ADT 函数 ， 它 返回 指向 顶点 索引 数组 的 一 个 指针 (给 定 图 
中 每 个 顶点 的 度 ) 。 提 示 : 使 用 GRAPHedges, 

17. 40 ”修改 邻接 矩阵 ADT 实现 (程序 17.3) ， 使 其 在 图 表示 中 包含 顶点 索引 的 数组 ， 用 以 
存放 每 个 顶点 的 度 。 增 加 一 个 返回 给 定 顶 点 度 的 ADT 函数 GRAPHdeg。 

17. 41 对 于 邻接 表 表 示 完 成 练习 17. 40。 

17. 42 在 表 17-1 中 增加 一 行 ， 确 定 图 中 孤立 点 的 数目 所 需 的 最 坏 情 况 开 销 。 利 用 采用 这 三 
种 表示 法 的 各 个 函数 实现 来 支持 你 的 答案 。 
17. 43 在 表 17-1 中 添加 一 行 ， 确 定 一 个 给 定 图 中 是 否 存 在 人 度 为 VY、 出 度 为 0 的 顶点 所 需 
的 最 坏 情 况 开销 。 利 用 采用 这 三 种 表示 法 的 各 个 函数 实现 来 支持 你 的 答案 。 注 意 : 邻接 矩阵 
表示 的 行 ( 列 ) 数 应 为 V。 

17. 44 ”对 于 邻接 表 图 ADT 实现 (程序 17.6) ， 使 用 正文 中 描述 的 带 有 十 字 链 接 的 双向 邻接 
表 来 实现 一 个 常量 时 间 的 删除 边 函 数 GRAPHremoveE。 

17.45 试 为 练习 17. 44 描述 的 双向 邻接 表 图 ADT 实现 (程序 17.6) 增加 一 个 删除 顶点 
(remove vertex) 的 明 数 CRAPHremoyeV 。 

17. 46 ”修改 练习 17. 15 的 解 ， 使 用 正文 中 撒 述 的 动态 散 列 表 ， 使 得 插入 边 和 删除 边 的 平 摊 
时 间 为 常量 。 

17. 47 修改 邻接 表 图 ADT 实现 (程序 17.6) ， 使 用 符号 表 来 忽略 重复 边 ， 使 其 在 功能 上 等 
价 于 邻接 矩阵 图 ADT 实现 〈 程 序 7.3) 。 在 符号 表 的 实现 中 使 用 动态 表 ， 以 保证 你 的 实现 所 
占用 的 空间 与 成 正比 ， 且 能 在 常量 时 间 内 插入 和 删除 边 (平均 情况 ， 平 挫 分 析 )。 

17. 48 ” 试 开发 一 个 基于 符号 表 数 组 表示 的 图 ADT 实现 (每 个 顶点 对 应 一 个 符号 表 ， 其 中 
包含 其 邻接 边 链表 ) 。 符 号 表 实现 采用 动态 散 列 ， 以 保证 你 的 实现 使 用 的 空间 与 E 成 正比 ， 
且 能 在 常量 时 间 内 插入 和 删除 边 〔( 平 均 情况 ， 平 摊 分 析 )。 

17. 49 ”基于 一 个 以 边 数 组 作为 参数 并 构建 图 的 函数 CRAPHconstruct， 开 发 一 个 面向 静态 图 
的 图 ADT。 开 发 使 用 程序 17. 1 中 的 GRAPHinit 和 GRAPHinsert 的 GRAPHeonstruct 的 一 种 实 
现 〈 这 样 的 实现 可 能 对 于 练习 17. 51 ~ 17. 54 中 描述 实现 进行 性 能 比较 有 用 )。 

17. 50 ”开发 程序 17. 1 的 GRAPHinit 和 GRAPHconstruct 的 一 个 实现 ， 其 中 使 用 练习 17. 49 
中 描述 的 ADT (这 样 的 实现 可 能 对 于 带 有 诸如 程序 17. 2 的 驱动 程序 后 向 兼容 比较 有 用 )。 
17. 51 开发 练习 17. 49 中 描述 的 GRAPHconstruct 函数 的 一 种 实现 ， 使 用 基于 以 下 数据 结构 
的 压缩 表示 : 
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struct node { int cnt; int* edges; }; 
struct graph { int V; int E; node *adj; }; 


图 中 包含 顶点 数 ， 边 数 和 顶点 的 数组 。 顶 点 包含 一 个 边 数 和 一 个 数组 ， 其 中 每 个 顶点 下 标 对 
应 每 个 邻接 边 。 实 现 这 种 表示 的 GRAPHshow。 

17. 52 在 练习 17.51 中 增加 一 个 也 数 ， 消 除 自 环 和 平行 边 ， 类 似 于 练习 17. 33 中 的 工作 。 
17.53 开发 练习 7.49 中 描述 的 静态 图 ADT 的 一 种 实现 ， 要 求 只 使 用 两 个 数组 来 表示 该 图 : 
一 个 是 个 顶点 的 数组 ， 另 一 个 是 指向 第 一 个 数组 的 V 个 索引 或 指针 的 数组 。 实 现 这 种 表示 
的 GRAPHshow 。 

17. 54 在 练习 17. 53 中 增加 一 个 函数 ， 消 除 目 环 和 平行 边 ， 类 似 于 练习 17. 33 中 的 工作 。 
17. 55 开发 一 个 图 ADT 接口 ， 为 每 个 顶点 关联 一 对 坐标 (x*，y) ， 使 你 可 以 进行 绘图 。 适 
当地 修改 GRAPHinit， 在 初始 化 中 增加 函数 GRAPHdrawV 和 GRAPHdrawE ， 分 别 用 于 绘制 顶 
点 和 边 。 

17. 56 编写 一 个 客户 程序 ， 使 用 你 的 接口 来 绘制 加 入 到 一 个 小 规模 图 中 的 边 。 

17. 57 开发 练习 17. 55 得 到 的 接口 的 一 种 实现 ， 生 成 以 绘图 作为 输出 的 PostScript 程序 。 
17. 58 ” 找 出 一 种 合适 的 图 形 接口 ， 从 而 为 练习 17. 55 得 到 的 接口 开发 一 种 实现 ， 能 够 在 显 
示 屏 的 一 个 窗口 内 直接 画图 。 

17. 59 ”对 练习 17. 55 和 练习 17. 58 ， 使 其 包含 捧 除 顶点 和 边 的 果 数 ， 并 可 用 不 同 风 格 进行 
绘制 ， 这 样 就 可 以 编写 出 相应 的 客户 程序 ， 为 正在 执行 的 图 算法 提供 动态 的 图 形 动画 。 

17. 60 ”定义 一 个 图 ADT 函数 ， 使 客户 可 以 访问 〈 运 行 客户 提供 的 函数 ， 以 边 作 为 参数 ) 
与 给 定 顶 点 邻接 的 所 有 边 。 对 于 邻接 矩阵 表示 和 邻接 表 表 示 分 别 给 出 该 函数 的 实现 。 为 了 测 
试 你 的 涌 数 ， 使 用 它 来 实现 独立 于 表示 的 GRAPHshow 版 本 。 


17.6 图 生成 器 


为 了 进一步 开发 出 作为 组 合 结构 的 图 的 各 种 各 样 的 性 质 ， 我 们 现在 讨论 一 些 图 类 型 的 详 
细 例 子 ， 稍 后 我 们 会 用 这 些 图 来 测试 所 研究 的 算法 。 其 中 某 些 例子 是 从 应 用 中 得 到 的 ， 另 一 
些 例子 是 从 数学 模型 得 到 的 ， 这 些 数学 模型 不 仅 具 有 我 们 在 实际 的 图 中 所 发 现 的 性 质 ， 而 且 
可 以 扩展 测试 算法 可 用 实验 输入 的 范围 。 

为 了 使 这 些 例子 更 具体 ， 我 们 将 它们 作为 程序 17. 1 接口 的 扩展 ， 因 而 可 以 在 测试 所 讨 
论 的 图 算法 实现 时 直接 使 用 它们 。 而 且 ， 我 们 考虑 一 个 从 标准 输入 读 人 任意 名字 对 序列 的 程 
序 ， 并 构建 顶点 对 应 名 字 ， 边 对 应 名 字 对 的 图 。 

我 们 在 本 节 考 虑 的 实现 基于 程序 17. 1 中 的 接口 ， 因 而 对 于 图 的 任何 表示 ， 它 们 在 理论 
上 都 能 正常 工作 。 然 而 ， 在 实际 中 ， 接口 和 表示 的 菜 些 组 合 可 能 会 产生 难以 接受 的 差 性 能 ， 
稍 后 我 们 会 看 到 。 


O 


OO 


程序 17.7 随机 图 生成 器 (随机 边 ) 


此 ADT 函数 通过 生成 0~V-1 之 间 的 对 随机 整数 对 ， 并 将 其 中 的 顶点 解释 为 硕 点 标 
号 ， 最 后 将 顶点 标号 对 解释 为 边 ， 来 构建 一 个 图 。 它 将 对 于 是 否 含有 平行 边 和 自 环 的 判断 放 
在 CPAPHinsertE 的 实现 中 ， 并 假设 此 ADT 实现 将 对 图 中 边 数 和 顶点 数 的 记 数 分 别 放 在 
G->E 和 GCG->V 中 。 由 于 这 种 方法 所 生成 的 平行 边 的 数量 很 大 ， 因 此 这 种 方法 一 般 并 不 适合 
生成 大 型 的 稠密 图 。 
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int randV(Graph G) 
{ return G->V * (rand() / (RAND_MAX + 1.0)); } 
Graph GRAPHrand(int V, int E) 
{ Graph G = GRAPHinit (V); 
while (G->E < E) 
GRAPHinsertE(G, EDGE(randV(G), randV(G))); 
return G; 


} 


程序 17. 8 随机 图 生成 器 ( 随机 图 ) 


像 程序 17. 7 一 样 ， 此 图 客户 程序 生成 0 ~V-1 之 间 的 随机 整数 对 来 创建 一 个 图 。 但 它 
使 用 一 种 不 同 的 概率 模型 ， 其 中 每 条 可 能 边 以 某 个 概率 p 独立 出 现 。p 值 是 按照 期 望 的 边 数 
(pV(V-1)/2) 等 于 EE 来 计算 的 。 此 代码 产生 的 任何 一 个 图 的 边 数 近 似 于 EE， 但 不 可 能 准确 
为 匹 。 这 种 方法 主要 适合 于 稠密 图 ， 因 为 它 的 运行 时 间 与 广 成 正比 。 
Graph GRAPHrand(int V, int E) 
{Tnt 1 1 
double p = 2.0*E/V/{(V-1); 
Graph G = GRAPHinit (V); 
for (i = 0; i < V; i++) 
for (j = 0; j < i; j++) 
if (rand() < p*RAND_MAX) 
GRAPHinsertE(G, EDGE(i, j)); 


return G&G; | 


} 
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图 17-12 两 种 随机 图 

这 两 种 随机 图 都 有 50 个 项 点 。 上 面 的 稀 跤 图 有 50 条 边 ， 而 下 面 的 稠密 图 有 5300 条 边 。 稀 疏 图 不 是 连通 的 。 其 中 
每 个 顶点 只 与 几 个 其 他 顶点 相连 ; 稠密 图 肯定 是 连通 的 ， 其 中 每 个 顶点 平均 而 言 都 与 其 他 20 个 顶点 相连 。 这 些 图 还 表 
明 开 发 能 够 画 出 任意 图 的 难度 (这 里 的 顶点 被 放置 在 随机 位 置 上 )。 \ 

如 常 ， 我 们 关注 “随机 问题 实例 ”不 仅 可 以 训练 具有 任意 输入 的 程序 ， 而且 可 以 得 到 
程序 在 实际 应 用 中 的 性 能 。 对 于 图 ， 与 我 们 考虑 过 的 其 他 领域 相 比 ， 后 一 个 目标 更 含糊 。 虽 
然 它 仍然 是 一 个 很 有 价值 的 目标 。 我 们 将 会 遇 到 各 种 随机 化 的 不 同 模型 ， 先 从 如 下 的 两 个 模 
型 开始 : 

随机 边 ”此 模型 实现 起 来 很 简单 ， 如 程序 17.7 中 给 出 的 生成 器 所 示 。 对 于 给 定 的 项 点 
数 7Y， 我 们 通过 产生 0 ~V-1 之 间 的 数 对 来 产生 随机 边 。 结 果 很 可 能 是 一 个 具有 自 环 的 随机 
多 重 图 ， 而 不 是 定义 17.1 中 所 定义 的 一 个 图 。 给 定 的 数 对 可 能 有 两 个 相同 的 数 (因此, 
环 可 能 出 现 ) ; 而 且 任 何 数 对 都 可 能 重复 出 现 多 次 ( 因此 会 出 现 平行 边 )。 程 序 17.7 不 断 地 
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生成 边 ， 直 到 有 五 条 边 生 成 ， 并 在 实现 中 需要 判定 是 否 存 在 平行 边 。 如 果 要 消除 平行 边 ， 所 
生成 的 边 数 要 比 稠密 图 中 所 用 的 边 数 (EE) 大 很 多 【〈 见 练习 17.62) ; 因此 这 种 方法 通常 用 
于 稀 蚊 图 。 

随机 图 ”随机 图 的 这 种 经 典 数学 模型 是 要 考虑 所 有 可 能 的 边 ， 并 将 每 条 边 以 一 个 固定 的 
概率 p 加 入 到 图 中 。 如 有 果 我 们 希望 图 中 的 边 数 为 E， 可 以 选择 p =2EAV(V -1)。 程 序 17.8 
是 使 用 这 种 方法 来 生成 随机 图 的 一 个 函数 。 这 个 模型 排除 了 重复 边 ,， 但 图 中 的 边 数 只 能 平均 
等 于 。 这 种 实现 适合 于 夭 密 图 ， 但 不 适合 于 稀 玖 图 。 因 为 它 的 运行 时 间 为 VLV-1) 人 /人 2， 只 
生成 =pV(V-1)/2 条 边 。 也 就 是 说 ， 对 于 稀 芯 图 ,程序 17. 8 的 运行 时 间 是 图 大 小 的 二 次 
隧 数 ( 见 练习 17. 67 ) 。 

这 些 模型 得 到 了 深入 的 研究 。 且 不 难 实现 ， 但 它们 并 不 需要 生成 我 们 在 实际 中 所 见 到 的 
具有 某 些 性 质 的 图 。 特 别 地 ， 对 地 图 、 电 路 、 调 度 、 事 务 、 网 络 以 及 其 他 情况 建 模 的 图 ， 通 
常 不 仅 是 稀 鸣 的 ， 而 且 展 示 局 部 《locality) 性 质 ， 这 些 图 中 ， 边 更 可 能 将 某 个 给 定 顶 点 连接 
到 某 个 特殊 的 顶点 集中 ， 而 不 大 可 能 将 该 项 点 连接 到 不 在 该 集合 中 的 顶点 上 。 我 们 可 能 考虑 
对 局 部 性 建 模 的 很 多 不 同 的 方法 。 如 下 图 中 所 示 几 个 例子 。 

k- 近 邻 图 图 17-13 的 左 图 描述 由 对 随机 边 图 生成 器 的 一 个 简单 修改 而 得 到 ， 其 中 我 们 
随机 选取 第 一 个 顶点 "， 然 后 从 那些 其 下 标 与 顶点 相距 在 常数 距离 有 的 顶点 中 随机 选取 第 
二 个 顶点 〈 当 顶点 排列 成 一 个 圆圈 时 ， 从 了 -1 回 到 0)。 这 样 的 图 很 容易 生成 ， 肯 定 会 展示 
随机 图 中 未 发 现 的 局 部 性 。 
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图 17-13 ”随机 近邻 图 

这 些 图 播 述 了 稀 朴 图 的 两 个 模型 。 左 面 的 近邻 图 有 33 个 顶点 、99 条 边 。 每 条 边 将 项 点 限制 连接 到 与 其 标号 小 于 
10 ( 模 V) 的 范围 。 右 面 的 欧 几 里 得 近邻 图 对 我 们 在 应 用 中 可 能 发 现 的 图 建 模 ， 其 中 顶点 国定 到 几何 位 置 。 顶点 是 平 
面 上 的 随机 点 ; 边 在 给 定 的 距离 d 内 连接 任何 顶点 。 此 图 是 稀 距 的 《177 个 顶点 ，1 001 条 边 ); 通过 调整 4， 我 们 可 
以 生成 想 要 的 任何 密度 的 图 。 

欧 几 里 得 近邻 图 图 17-13 的 右 图 是 由 生成 器 生成 平面 上 0 ~1 之 间 的 随机 坐标 的 个 
顶点 ， 然 后 生成 达 接 距离 d 内 的 任何 两 个 点 的 边 而 得 到 。 如 果 距 离 4 较 小 ， 则 图 是 稀 玖 的 ; 
如 果 d 较 大 ， 则 图 是 稠密 的 〈 见 练习 17.73)。 对 于 处 理 地 图 、 电 路 或 顶点 与 几何 位 置 相关 
联 的 其 他 应 用 时 可 能 遇 到 的 这 种 类 型 的 图 ， 可 用 此 图 建 模 。 它 们 很 容易 可 视 化 显示 ， 以 一 种 
直观 的 方式 来 展示 算法 的 性 质 ， 并 展示 在 这 些 应 用 中 所 发 现 的 很 多 结构 性 质 。 

这 种 模型 的 一 种 可 能 缺陷 是 这 些 图 在 稀疏 时 可 能 不 是 连通 的 ; 此 外 其 他 问题 还 包括 : 这 
些 图 中 不 太 可 能 有 度数 大 的 顶点 ， 而 且 不 会 有 很 长 的 边 。 如 果 必 要 ， 对 这 些 模 型 进行 修改 使 
其 能 够 处 理 这 些 情况 ， 或 者 可 以 考虑 一 些 为 其 他 情况 建立 模型 的 类 似 示例 《例如 ， 见 练习 
17.71 和 练习 17. 72 ) 。 

还 有 一 种 做 法 ， 就 是 可 以 在 实际 的 图 上 测试 我 们 的 算法 。 在 很 多 应 用 中 ， 并 不 缺少 可 
以 用 来 测试 算法 的 有 实际 数据 的 问题 实例 。 例 如 ， 由 实际 地 理 数据 得 到 的 大 型 图 很 容易 
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找到 ; 在 接 下 来 的 两 段 中 给 出 了 为 外 两 个 例子 。 使 用 真实 数据 工作 而 非 随机 图 模型 的 优 
点 是 ， 我 们 可 以 随 着 算法 的 发 展 得 到 实际 问题 的 解决 方案 。 缺 点 是 我 们 可 能 失去 通过 算 
法 分 析 预 则 算法 性 能 的 好 处 。 我 们 在 第 18 章 的 末尾 准备 比较 同一 问题 的 几 种 算法 时 ， 还 


将 讨论 这 个 主题 。 

事务 图 图 17-14 描述 了 我 们 在 一 个 电话 公司 的 计算 
机 上 找到 的 图 的 一 小 部 分 。 顶 点 定义 为 电话 号 码 ， 边 定义 
为 上 和 7 组 成 的 对 ， 具 有 以 下 性 质 : 在 某 段 固定 的 时 间 内 ， 
给 7 拨打 过 电话 。 这 个 边 集 表示 了 一 个 多 重 图 。 它 肯定 是 
稀 朴 的 ， 因 为 每 个 人 只 与 可 用 电话 的 一 个 很 小 部 分 打 电 话 。 
它 可 以 作为 很 多 其 他 应 用 的 代表 。 例 如 ， 金 融 机 构 的 信用 
卡 和 商家 账户 记录 可 能 都 有 类 似 信息 。 

函数 调用 图 我们 可 以 将 图 与 任何 计算 机 程序 关联 。 
晒 数 看 作 顶 点 ， 明 数 X 调用 函数 了 时 ， 则 在 X 和 Y 之 间 有 
一 条 边 。 我 们 可 以 指导 程序 建立 这 样 的 一 个 图 (或 让 编译 
髓 来 完成 )。 我 们 关注 两 种 完全 不 同 的 图 : 对 于 静态 图 ， 
在 编译 时 创建 边 ， 对 应 着 出 现在 各 个 函数 的 程序 文本 中 的 
果 数 调用 ; 对 于 动态 图 ， 在 运行 时 创建 边 ， 对 应 调用 实际 
发 生 。 我 们 使 用 静态 函数 调用 图 来 研究 程序 结构 ， 动 态 函 
数 调 用 来 研究 程序 行为 。 这 些 图 一 般 而 言 是 很 大 且 稀 朴 的 。 

在 类 似 于 此 的 应 用 中 ， 我 们 面临 大 量 的 数据 ， 因 此 可 
能 倾向 于 在 实际 的 示例 数据 上 研究 算法 的 性 能 ， 而 不 是 基 
于 随机 数据 模型 来 研究 。 我 们 可 能 会 随机 对 边 排序 ， 或 者 
在 算法 的 决策 中 引入 随机 性 ， 以 试图 避免 退化 的 情况 ,不 
过 这 与 生成 图 随机 图 完全 是 两 回 事 。 实 际 上 ， 在 很 多 应 用 
中 ， 了 人 解 图 结构 的 性 质 本 身 就 是 一 个 目标 。 

在 一 些 这 样 的 例子 中 ,顶点 自然 命名 为 对 象 ， 而 边 
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图 17-14 事务 图 
像 这 样 的 数 对 序列 可 能 表示 本 地 
交换 机 上 的 电话 号 码 表 ， 或 者 账户 之 
间 的 资金 转移 ， 或 者 是 涉及 带 有 唯一 
标识 符 的 实体 间 事 务 的 类 似 情况 。 这 
种 图 很 少 是 随机 的 一 一 某 些 电 话 的 使 


命名 为 对 象 对 。 例 如 ， 事 务 图 可 能 由 电话 号 码 对 的 序列 
构建 ， 欧 几 里 得 图 可 能 由 城市 对 或 城镇 对 的 序列 构建 。 
程序 17.9 是 我 们 使 用 构建 这 种 公共 情况 的 图 的 一 个 客户 
程序 。 为 了 客户 便利 ， 需 要 将 边 集 定义 为 图 ， 并 根据 边 
中 顶点 的 使 用 来 推导 出 顶点 名 集合 。 具 体 地 说 ， 程 序 从 用 频繁 大 大 高 于 其 他 电话 ， 而 某 些 账 
标准 输入 读 入 符号 对 的 序列 ， 使 用 符号 表 将 0 ~V-1 之 户 则 比 其 他 账户 要 活跃 得 多 。 
间 的 顶点 编号 关联 到 符号 (其 中 V 是 输入 中 不 同 符号 的 数目 )， 并 通过 插入 边 构 建 一 个 
图 ， 如 程序 17.1 和 17.8 所 示 。 我 们 可 以 改变 任何 符号 表 的 实现 来 支持 程序 17. 9 的 需求 ; 
程序 17. 10 是 使 用 三 叉 搜 索 树 (TST) 的 一 个 例子 ( 见 第 14 章 )。 这 些 程序 使 我 们 很 容易 
在 实际 图 上 测试 我 们 的 算法 ， 这 些 图 可 能 是 任何 概率 模型 所 不 能 准确 刻画 的 。 

程序 17. 9 也 很 重要 ， 因 为 它 证 实 了 我 们 在 所 有 算法 中 所 做 的 假设 : 顶点 名 是 0 和 F『 
1 之 间 的 整数 。 如 果 有 一 个 图 ， 它 有 其 他 的 顶点 名 集 ， 那 么 表示 一 个 图 的 第 一 步 是 使 用 一 
个 诸如 程序 17. 9 的 程序 来 将 顶点 名 映射 到 0 ~ 了 -1 之 间 的 整数 上 。 

有 些 图 是 根据 元 素 之 间 的 隐 式 连接 得 到 的 。 我 们 并 不 关注 这 样 的 图 ， 但 会 在 后 面 的 几 个 
例子 中 指出 它们 的 存在 ， 并 提供 了 几 个 有 关 的 练习 。 在 处 理 这 种 图 时 ， 肯 定 可 以 编写 程序 通 
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过 枚 举 所 有 的 边 来 构造 显 式 图 ; 但 是 对 于 特定 问题 还 可 能 有 其 他 的 解决 方案 ， 这 种 方案 无 需 
我 们 枚 举 出 所 有 边 ， 因 此 可 以 在 亚 线性 的 时 间 内 运行 。 


程序 17.9 由 符号 对 构建 一 个 图 


此 函数 使 用 一 个 符号 表 从 标准 输入 读 人 符号 对 来 构建 一 个 图 。 符 号 表 ADT 函数 STindex 
将 一 个 整数 与 一 个 符号 关联 : 在 大 小 为 的 表 中 进行 不 成 功 查找 中 ， 将 该 符号 添加 到 表 中 ， 
并 关联 整数 N+1; 在 成 功 的 查找 中 ,， 它 简单 地 返回 以 前 关联 到 此 符号 的 整数 。 第 4 部 分 的 
任何 符号 表 方 法 都 可 以 为 此 适当 修改 ; 例如 ， 如 程序 17. 10 所 示 。 检 查 边 数 不 超 过 Emax 的 
代码 已 省 略 。 
#include <stdio.h> 
#include "GRAPH.h" 
#include "ST.h" 
”Graph GRAPHscanlint Vmax, int Emax) 
{ char v[100] ，w[100] ; 
Graph G = GRAPHinit (Vmax); 
STinit(); 
While (scanf ("%99s W998s", v, w) == 2) 
GRAPHinsertE(G, EDGE (STindex(v), STindex(w))).; 
return G; 


} 


分 离 度 图 考虑 由 V 个 元 素 所 得 的 子 集 集合 。 我 们 定义 一 个 


图 ， 其 中 顶点 对 应 子 集 并 集中 每 个 元 素 ， 如 果 两 个 顶点 出 现在 同 
一 子 集 中 ， 则 这 两 个 顶点 之 间 有 一 条 边 相 连 〈 见 图 17-15 ) 。 如 果 
需要 ， 只 要 边 的 标号 指定 了 适当 的 子 集 ， 该 图 可 能 是 一 个 多 重 图 。 (CAlce Dave ) 
依附 于 某 一 元 素 v 的 所 有 元 素 被 称 为 vv 的 1 度 分 离 (1 degree of 


separation ) 。 耕 则 ， 依 附 于 任意 与 v 成 不 大 于 i 度 分 离 的 元 素 的 所 
有 元 素 被 称 为 了 的 :5+1 度 分 离 (1+1degree of separation)。 这 个 构 
造 过 程 从 数学 家 (Erdis 数 ) 到 影迷 (Kevin Bacon 分 离 度 ) 的 很 
多 人 都 很 感 兴趣 。 

区 间 图 考虑 实 线 上 了 个 区 间 的 一 个 集合 (实数 对 ) 。 和 定义 一 
个 图 ， 其 中 每 个 顶点 对 应 一 个 区 间 ， 如 果 相 应 区 间 相 交 (有 共同 





”点 )， 则 在 这 些 硕 点 间 有 边 相 连 。 


图 17-15 分 离 度 图 


de Bruijn 图 假设 V 是 2 寡 。 我 们 将 顶点 对 应 每 个 小 于 了 的 ee 汪 
非 负 整数 、 从 并 到 2i 的 每 个 顶点 和 (2i+1) mod lg VV 存在 边 。 这 定义 ， 每 个 顶点 表示 一 个 
些 图 对 于 研究 定 长 移 位 寄存 器 中 一 系列 操作 可 能 出 现 的 序列 值 很 0 ee 
有 用 。 在 这 些 操 作 中 ， 我们 不 断 地 将 所 有 位 左 移 一 个 位 置 ， 去 挥 Po 
最 左 的 一 位 ， 并 用 0 或 1 填充 最 右 位 。 图 17-16 描述 了 有 8、16、 例如 ，Frank 与 Alice 和 Bob 
32 和 64 个 顶点 的 de Bmijn 图 。 是 3 度 分 离 。 

对 于 本 节 讨 论 的 各 种 类 型 的 图 ， 其 特性 可 谓 千 差 万 别 。 然 而 ， 对 程序 来 说 都 看 起 来 一 
样 : 它们 只 是 边 的 集合 。 如 我 们 在 第 工 章 中 看 到 的 ， 了 解 即 使 是 关于 它们 的 最 简单 的 事实 在 
计算 上 也 存在 挑战 性 。 在 这 本 书 中 ， 我们 讨论 大 量 精巧 的 算法 ， 它 们 被 开发 出 来 用 于 解决 与 
多 种 类 型 的 图 相关 的 实际 问题 。 
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图 17-16 de Bruijn 图 


阶 为 nn 的 de Bmijn 图 有 2" 个 顶点 ， 且 从 i 到 2imod 2" 及 (2i+1) mod 2 存在 边 。 这 里 的 图 是 阶 为 6、5、4 和 3 
(从 上 到 下 ) 的 隐 含 无 向 de Bmijn 图 。 


程序 17. 10 顶点 名 的 符号 索引 


这 是 字符 串 关键 字 〈 程 序 17. 9 的 补充 说 明 中 描述 过 ) 的 符号 表 索 引 函 数 的 实现 ， 完 成 
了 加 已 有 TST 〈 见 程序 15.8) 中 的 一 个 结 点 添加 index 域 的 工作 。 每 个 关键 字 所 关联 的 索引 
存储 在 该 结 点 的 索引 域 中 ， 对 应 其 字符 串 结束 字符 。 当 到 达 一 个 搜索 关键 字 的 末尾 时 ， 需 要 
时 就 设置 其 索引 ， 并 且 设 置 一 个 全 局 变量 ， 在 所 有 对 函数 的 递归 调用 返回 之 后 ， 将 它 返 回 给 
调用 者 。 


#include <stalib,.h> 
typedef struct STnode* link; 
struct STnode { int index, d; link 1, mn, r; }; 
static link head; 
static int val, N; 
void STinit() 
{ head = NULL; N = 0; } 
Jink stNEW(int d) 
{ link x = malloc(sizeof *x); 


x->index = -1: x->d = d; 
x->1 = NULL:;: X->m = NULL; x->r = NULL; 
return Xx; 


} 
link indexR(link h, char* Vv, int w) 
{ int i = TIw]; 
if (h == NULL) h = stNEW(i); 
if (i == 0) 
{ 
if (h->index == -1) h->index = N++; 
Val = h->index; 
return h; 
} 
if (i < h->d) h->1 = indexR(h->1, Vv, Ww); 
if {i == h->d) h->m = indexR(h->m, Vv, w+1); 
if (i > h->d) h->r = indexR(h->r, VvV, WwW); 
return h; ， 
} 
int STindex(char* key) 
{ head = indexR(head, key, 0); return val; } 





基于 本 节 所 提出 的 一 些 例子 ， 可 以 看 出 比 起 我 们 在 第 1 ~4 部 分 所 研究 的 其 他 基本 算法 
来 说 ， 图 是 复杂 的 组 合 对 象 。 在 许多 情况 下 ， 我 们 在 应 用 中 需要 考虑 的 图 很 难 甚至 是 不 可 能 
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刻画 的 。 在 随机 图 上 执行 很 多 的 算法 常常 有 应 用 上 的 局 限 性 ， 因 为 很 难 相信 随机 图 与 应 用 中 
所 出 现 的 图 具有 相同 的 结构 特征 。 克 服 这 个 缺点 的 常用 方法 是 设计 在 最 坏 情况 下 执行 很 好 的 
算法 。 尽 管 这 种 方法 在 某 些 情况 下 是 成 功 的 ， 但 在 其 他 情况 下 则 会 因为 过 于 保守 而 凸显 其 最 
坏 性 能 。 

假设 对 由 所 讨论 的 随机 图 模型 所 产生 的 图 进行 性 能 研究 ， 可 以 给 出 足够 准确 的 信息 来 预 
测 实际 图 的 性 能 ， 对 此 往往 不 能 证 实 。 但 是 本 节 所 讨论 的 图 生成 器 是 有 用 的 ， 可 以 帮助 我 们 
测试 算法 实现 以 及 理解 我 们 算法 的 性 能 。 在 试图 预测 应 用 的 性 能 之 前 ， 我 们 必须 至 少 要 验证 
对 于 应 用 数据 和 何 种 模型 之 间 关 系 或 使 用 的 样本 数据 所 做 出 的 可 能 假设 。 再 将 模型 应 用 任何 
领域 之 前 ， 这 样 的 验证 是 明智 的 ， 在 处 理 图 时 这 一 点 尤为 重要 ， 因 为 我 们 会 遇 到 大 量 各 种 类 
型 的 图 。 
练习 


> 17. 61 ”在 我 们 使 用 程序 17. 7 来 生成 密度 为 ay 的 随机 图 时 ， 多 大 比例 的 生成 边 是 自 环 ? 

。 17. 62 ”使 用 程序 17. 7 来 生成 密度 为 a 且 顶 点 数 为 了 的 随机 图 时 ， 试 计算 所 生成 的 平行 边 
的 期 望 数 。 并 利用 此 计算 结果 画 出 图 表 (了 Y=10，100 和 1 000)， 以 a 的 函数 形式 显示 生成 
的 平行 边 比 例 。 

。 17. 63 ” 试 找 出 在 线 的 一 个 大 型 无 向 图 ， 可 以 是 基于 网 络 连通 性 的 信息 ， 也 可 以 是 一 个 由 文 
献 合 作者 或 电影 中 的 演员 所 定义 的 分 离 度 图 。 

> 17. 64 ”对 于 选择 好 的 V 和 上 值 集 ， 编 写 一 个 生成 随机 稀 醇 图 的 程序 ， 并 打印 它 用 于 图 表示 
所 使 用 的 空间 以 及 构建 此 图 所 需 的 时 间 。 用 一 个 稀疏 图 ADT 实现 (程序 17.6) 以 及 随机 图 
生成 器 (程序 17.7) 来 测试 你 的 程序 。 从 而 对 此 模型 下 所 导出 的 图 进行 有 意义 的 实验 研究 。 

> 17. 65 ”对 于 选择 好 的 了 和 五 值 集 ， 编 写 一 个 生成 随机 稠密 图 的 程序 ， 并 打印 它 用 于 图 表示 
所 使 用 的 空间 以 及 构建 此 图 所 需 的 时 间 。 用 一 个 稠密 图 ADT 实现 (程序 17.3) 以 及 随机 图 
生成 器 (程序 17.8) 来 测试 你 的 程序 。 从 而 对 此 模型 下 所 导出 的 图 进行 有 意义 的 实验 研究 。 

e 17.66 试 给 出 程序 17.8 所 生成 的 边 数 的 标准 方差 。 

e。 17. 67 ” 试 编写 一 个 程序 ， 使 用 与 程序 17. 8 中 完全 相同 的 概率 生成 各 种 可 能 的 图 ， 要 求 使 
用 的 时 间 和 空间 只 与 V+E 成 正比 ， 而 非 与 V 成 正比 。 像 练习 17. 64 中 所 述 测试 你 的 程序 。 
o 17. 68 试 编写 一 个 程序 ， 以 与 程序 17.7 中 完全 相同 用 的 概率 生成 各 种 可 能 的 图 ， 要 求 使 
用 的 时 间 与 E 成 正比 ， 即 使 当 密 度 近 似 为 1 时 也 这 样 。 像 练习 17. 65 中 所 述 测试 你 的 程序 。 
。 17. 69 ” 试 编写 一 个 程序 ， 以 等 概率 生成 V 个 顶点 和 EE 条 边 的 图 ( 见 练习 17.9)。 像 练习 

17. 64 ( 低 密度 ) 和 练习 17.65 (高 密度 ) 中 所 述 测 试 你 的 程序 。 

o 17.70” 试 编写 一 个 程序 ， 对 于 按照 YY x VV 网 格 排列 的 顶点 ， 生 成 将 此 网 格 中 的 顶点 与 其 
近邻 连接 的 随机 图 ( 见 图 I 2)， 要 求 每 个 顶点 有 避 条 额外 的 边 连接 到 另 一 个 随机 选择 的 目 
的 顶点 (每 个 目的 顶点 等 概率 出 现 ) 。 确 定 如 何 选择 k， 使 得 期 望 边 数 为 E。 像 练习 17. 64 中 
所 述 测 试 你 的 程序 。 

0 17.71 试 编写 一 个 程序 ， 对 于 按照 YV x VV 网 格 排列 的 顶点 ， 生 成 将 此 网 格 中 的 顶点 与 其 
近邻 随机 连接 的 随机 有 向 图 ， 要 求 每 条 可 能 的 边 以 概率 p 出 现 ( 见 图 I2)。 确 定 如 何 设 置 
p， 使 得 期 望 边 数 为 已 。 像 练习 17. 64 中 所 述 测试 你 的 程序 。 

o 17. 72 对 练习 17.71 中 的 程序 进行 扩展 ， 增 加 只 条 额外 随机 边 ， 计 算 如 程序 17.7 所 示 。 
对 于 较 大 的 R， 收 缩 网 格 使 边 的 总 数 仍 约 为 V。 

e。 17. 73 ” 试 编写 一 个 程序 ， 要 求 在 平面 上 生成 V 个 随机 点 ， 然 后 构建 一 个 图 ， 其 中 边 是 由 连 
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接 一 给 定 距 离 d 内 的 所 有 点 对 而 成 〈 见 图 17-13 和 程序 3. 20)。 确 定 如 何 选 择 4， 使 得 期 户 
边 数 为 E。 像 练习 17.64( 低 密度 ) 和 练习 17. 65 (高 密度 ) 中 所 述 测试 你 的 程序 。 

9 17.74 试 编写 一 个 程序 ， 要 求 用 单位 区 间 生 成 V 个 随机 区 间 ， 所 有 区 间 长 度 都 为 4， 然 后 
构建 一 个 相应 的 区 间 图 。 确 定 如 何 选择 4， 使 得 期 望 边 数 为 上 。 像 练习 17. 64 ( 低 密 度 ) 和 
练习 17. 65 (高 密度 ) 中 所 述 测试 你 的 程序 。 

® 17. 75 试 编写 一 个 程序 ， 从 练习 17. 63 中 找到 的 实际 图 中 选择 了 个 顶点 和 玖 条 边 。 像 练习 
17.64 ( 低 密 度 ) 和 练习 17.65 (高 密度 ) 中 所 述 测试 你 的 程序 。 

5 17. 76 定义 运输 系统 的 一 种 方法 是 利用 一 组 顶点 序列 ， 每 个 序列 定义 一 条 连接 顶点 的 路 
径 。 例如， 序列 0-9-3-2 定义 了 边 0-9、9-3 和 3-2。 试 编写 一 个 程序 ， 要 求 由 一 个 输入 文件 
建立 一 个 图 ， 文 件 中 每 行 有 一 个 使 用 符号 名 的 序列 。 建 立 适当 的 输入 从 而 可 以 利用 程序 来 构 
建 一 个 对 应 于 巴黎 地 铁 系 统 的 网 。 

17.77 对 练习 17. 76 描述 的 解决 方案 进行 扩展 ， 使 其 包含 顶点 坐标 ， 采 取 练 习 17. 59 中 思 
路 ， 从 而 可 以 进行 图 形 化 表示 。 

o17.78 将 练习 17.33 ~ 17. 35 中 描述 的 变换 应 用 到 各 种 图 ( 见 练习 17. 63 ~ 17. 76) 中 ， 并 
制 表 表 示 出 每 次 变换 所 删除 的 顶点 数 和 边 数 。 

o17.79 设计 一 个 合适 的 扩展 ， 从 而 可 以 使 用 程序 17. 1 来 构建 分 离 度 图 ， 而 不 必 对 每 条 隐 
陈 边 都 调用 一 个 函数 。 也 就 是 说 ， 构 建 图 所 需要 的 函数 调用 次 数 应 该 与 各 组 规模 之 和 成 正 
比 。 《图 处 理 函 数 的 实现 留 下 了 一 个 有 效 处 理 隐 式 边 的 问题 。) 

17.80 对 于 有 六 个 不 同 组 上 且 组 内 有 天 个 人 的 分 离 度 图 ， 试 给 出 其 边 数 的 紧 致 上 界 。 

> 17. 81 按照 图 17-16 的 风格 绘图 ， 其 中 了 个 顶点 分 别 编 号 为 0 ~ 了 -1， 而 且 每 个 顶点 ;与 
Lz2 | 均 有 一 条 边 , 了 = 8，16 和 32。 

17. 82 修改 程序 17. 1 中 的 ADT 接口 ， 从 而 允许 客户 程序 使 用 符号 顶点 名 和 边 作 为 通用 
Vertex 类 型 的 实例 对 。 对 用 户 完 全 隐藏 顶点 索引 表示 和 符号 表 ADT 使 用 。 

17. 83 在 练习 17. 82 的 ADT 接口 中 增加 一 个 函数 ， 从 而 支持 图 的 join 操作 ， 并 给 出 邻接 和 气 
阵 表 示 和 和 邻接 表 表 示 的 实现 。 注 意 : 无 论 哪个 图 中 的 顶点 或 边 都 应 该 在 join 中 ， 但 在 两 图 中 
的 均 出 现 的 顶点 只 在 join 中 出 现 一 次 ， 而 且 应 该 删除 平行 边 。 


17.7 简单 路 径 、 欧 拉 路 径 和 哈密 顿 路 径 


我 们 的 第 一 个 图 处 理 算法 解决 了 图 中 涉及 路 径 的 基础 性 的 问题 。 它 们 引入 了 我 们 在 本 书 中 
使 用 的 通用 递归 范 型 ， 并且 它 们 说 明了 看 上 去 类 似 的 图 处 理 算法 在 难度 上 会 有 很 大 的 不 同 。 

这 些 问题 涉及 如 边 的 存在 性 、 顶 点 的 度 等 局 部 性 质 ， 还 涉及 告知 图 结构 之 类 的 全 局 性 
质 。 最 基本 的 性 质 是 判断 两 个 顶点 是 否 是 连通 的 。 

简单 图 给 定 两 个 项 点 ,图 中 是 否 存在 一 条 将 它们 连接 起 来 的 简单 路 径 呢 ?在 某 些 应 用 
中 ， 我 们 可 能 只 需 知 道路 径 的 存在 性 就 满足 了 ; 而 在 为 一 些 应 用 中 ,我 们 可 能 需要 能 找 出 一 
条 特定 路 径 的 算法 。 

程序 17. 11 是 找 出 一 条 路 径 的 直接 解法 。 它 基于 深度 优先 搜索 (depth-first search) ， 这 
是 一 个 我 们 在 第 3 章 和 第 5 章 简略 讨论 的 基本 图 处 理 范 型 ， 在 第 18 章 我 们 将 进行 详细 研究 。 
该 算法 是 基于 递归 算法 ， 通 过 检查 对 于 依附 于 2 的 每 条 边 v-:， 是 否 存在 从 :到 w 的 一 条 不 经 
过 2 的 简单 路 径 ， 来 确定 从 v 到 w 是 否 存在 简单 路 径 。 它 使 用 项 扣 索 引 的 数组 对 v 进行 标记 ， 
从 而 在 递归 调用 中 不 再 检查 通过 v 的 路 径 。 

程序 17. 11 中 的 代码 简单 测试 一 条 路 径 的 存在 性 。 我 们 如 何 对 它 进行 修改 ， 从 而 打印 出 
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路 径 上 的 边 呢 ?” 可 以 通过 递归 思 靠 得 到 一 个 简单 的 解 : 

。 在 pathR 中 的 递归 调用 找到 一 条 从 上 到 zw 的 路 径 之 后 ， 添 加 一 条 打印 t-v 的 语句 。 

。 在 GRAPHpath 中 ， 交 换 调用 pathR 中 的 w 和 v。 

如 果 只 做 第 一 步 ， 则 所 打印 出 来 的 从 "到 w 的 路 径 是 逆序 的 : 如 果 调 用 pathR (G, t, w) 
找到 一 条 从 上 到 的 路 径 (并且 按 照 逆序 打印 出 路 径 上 的 边 )， 那 么 打印 t-v 就 完成 了 从 "到 
w 的 路 径 的 工作 。 第 二 个 修改 是 将 顺序 颠倒 过 来 : 为 了 打印 出 从 v 到 w 的 路 径 上 的 边 ， 我 们 
以 遂 序 打印 出 从 w 到 4 的 路 径 上 的 边 。( 这 一 技巧 不 适合 于 有 向 图 )。 我 们 可 以 使 用 同 - 种 
策略 来 实现 ADT 函数 ， 对 于 每 条 路 径 上 的 边 调用 客户 提供 的 函数 ( 见 练习 17. 87) 、 

图 17-17 给 出 了 递归 动态 性 的 一 个 例子 。 有 了 递归 程 
序 (实际 上 ， 任 何 存在 函数 调用 的 程序 都 适用 ) ， 这 样 的 
轨迹 很 容易 实现 ; 对 程序 17. 11 进行 修改 来 产生 一 个 轨 
迹 ， 我 们 可 以 增加 一 个 变量 depth， 在 进入 时 增 1， 退 出 
时 减 1， 以 记录 递归 的 深度 ， 然 后 在 递归 函数 的 开始 增加 
一 个 代码 ， 打 印 出 depth 个 空格 ， 甚 后 再 加 上 适当 信息 
(所 练 习 17.83 和 17.86) 。 

程序 17. 11 主要 关注 检查 与 一 个 给 定 顶 点 相 邻 的 所 有 
边 。 如 我 们 已 看 到 的 ， 如 果 使 用 邻接 表 表 示 稀 朴 图 ,或 0 





者 使 用 我 们 讨论 的 任何 一 种 变型 ， 这 个 操作 也 很 容易 实 1 
现 (上 见 练习 17. 89 ) 。 1-2 
性 质 17.2 可 以 在 线性 时 间 找 出 图 中 连接 两 个 给 定 0_5 pathR(G, 5 6) 
顶点 的 一 条 路 径 。 5-0 
证 明 程序 17. 11 中 的 递归 深度 优先 搜索 直接 蕴含 着 5-4 pathR(G, 4, 6) 
一 个 使 用 归纳 法 的 证 明 ， 该 ADT 函数 确定 一 条 路 径 是 否 4-3 pathR(G, 3, 6) 
存在 。 这 样 的 证 明 很 容易 扩展 到 确定 在 最 坏 情况 下 ， 程 3-2 
序 17. 11 对 于 邻接 矩阵 中 的 所 有 元 素 只 检查 一 次 。 类 似 4-6 pathR(G, 6, 6) 
地 ， 我 们 可 以 表明 在 最 坏 情况 下 ， 邻 接 表 的 类 似 程序 对 。 图 17.17 简单 路 径 按 索 的 轩 这 
于 图 中 的 所 有 边 只 检查 两 次 (在 每 个 方向 检查 一 次 ) 。 国 此 轨迹 显示 了 程 库 17.11 中 的 首 


在 图 算法 中 ， 我们 使 用 术语 线性 (linear) 来 表明 其 归 操 作 调用 pathR (G, 2, 6) 来 找 出 
值 是 在 图 的 规模 了 + 已 的 一 个 常量 因子 内 。 如 在 17.5 节 闪 过 各 人 全 生生 丰 的 加 三 过 机 证 全 全 
末尾 所 讨论 的 ， 这 个 值 也 是 在 图 的 表示 规模 的 常量 因子 。 有 一 条 线 ， 每 次 递归 调用 编 进 一 层 。 
范围 之 内 。 性 质 17. 2 表明 ， 该 结论 允许 使 用 稀疏 图 的 邻 要 考察 2-0， 我 们 调用 pathR (C, 0， 
接 表 表 示 和 稠密 图 的 邻接 矩阵 表示 ， 这 是 一 般 的 做 法 。 从 明生 全 和 用 和 
对 于 一 个 使 用 邻接 矩阵 且 运 行 时 间 与 广 成 正比 算法 ， 使 区 使 我 们 考察 1.0 和 1-2， 不 再 能 够 北 
用 线性 来 描述 该 算法 是 不 合适 的 〈 即 使 它 是 图 表示 大 小 。 归 调 用 ， 因 为 0 和 2 已 被 标记 。 对 于 
的 线性 函数 ) ， 除 非 图 是 稠密 图 。 实 际 上 ， 如 果 我 们 使 用 。 天 亿 ， 该 吕 教 发 现 小径 2-0-5-4-6。 
邻接 矩阵 来 表示 稀疏 图 ， 那 么 对 于 要 求 检 查 所 有 边 的 图 处 理 问 题 ， 无 法 得 到 它 的 一 个 线性 时 
间 的 算法 。 

在 下 一 章 中 我 们 将 从 更 一 般 的 角度 详细 讨论 深度 优先 搜索 算法 ， 而 且 还 会 考虑 几 个 其 他 
的 连通 性 算法 。 例 如 ， 程 序 17. 11 的 一 个 更 为 通用 的 版 本 ， 它 给 出 了 一 种 遍历 图 中 所 有 边 的 
方法 ， 构 建 了 一 个 顶点 索引 数组 ， 人 允许 客户 在 常量 时 间 内 测试 是 否 存在 连接 任何 两 个 顶点 的 
一 条 路 径 。 
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性 质 17. 2 可 能 过 分 估计 了 程序 17. 11 的 实际 运行 时 间 ， 因 为 它 可 能 在 只 检查 几 条 边 之 
后 就 找到 一 条 路 径 。 此 时 ， 我 们 只 对 在 线性 时 间 内 保证 找 出 连接 图 中 的 任何 两 个 顶点 的 一 条 
路 径 的 方法 感 兴趣 。 对 比 之 下 ， 出 现 的 类 似 其 他 问题 的 求解 要 困难 得 多 。 例 如 ， 考 虑 如 下 问 
题 ， 我 们 要 找 出 连接 顶点 对 的 路 径 ， 但 是 还 要 加 上 限制 条 件 : 访问 图 中 的 所 有 其 他 顶点 。 


程序 17. 11 简单 路 径 搜索 ( 邻接 矩阵 ) 


函数 CRAPHpath 检查 连接 两 个 给 定 顶 点 的 一 条 简单 路 径 的 存在 性 。 它 使 用 了 递归 深度 
优先 搜索 函数 pathR ， 该 函数 对 于 给 定 的 两 个 顶点 ” 和风 ， 检 查 与 ， 相 邻 的 每 条 边 上， 以 确 
定 它 是 否 可 能 是 到 ww 的 路 径 上 的 第 一 条 边 。 顶 点 索引 的 数组 visited 保持 对 任何 顶点 修改 的 功 
能 ， 因 而 能 保证 路 径 是 简单 的 。 

为 使 函数 打印 出 路 径 上 的 边 〈( 按 照 逆序 )， 恰好 在 pathR 绪 束 附近 返回 1 之 前 ， 深 加 霹 
名 printf("% d-%od",t, VvV); ( 见 正文 )。 


static int Visited[mnaxV] ; 
int pathR{(Graph G, int v, int wW) 
{ int t; 
if (v == W) return 1; 
visited{lv] = 1; 
for (t = 0; t < G->V; t++) 
if (G~->adj[v]j[t] == 1) 
if (visited[t] == 0) 
if (pathR(G, t, w)) return 1; 
return 0; 
} 
int GRAPHpath(Graph G, int v, int w) 
{ int t; 
for (t = 0; t < G->V; t++) visited[t] = 0; 
return pathR(G, v, WwW); 
} 


哈密 顿 路 径 ”给 定 两 个 顶点 ， 是 否 存 在 连接 它们 的 一 条 简单 路 径 ,“ 使 得 访问 图 中 的 每 个 
顶点 一 次 且 只 有 一 次 ? 如 果 这 条 路 径 是 从 一 个 顶点 又 返回 到 自身 ， 那么 称 此 问题 为 哈密 顿 回 
路 问题 (Hamilton tour problem) 。 如 图 17-18 所 示 。 是 否 存在 一 条 路 径 访 问 图 中 每 个 顶点 一 
次 且 只 一 次 ? 





图 17-18 哈密 顿 回路 
去 图 中 含有 哈密 顿 回路 0-6-4-2-1-3-5-0， 访 问 每 个 顶点 有 且 只 有 一 次 ， 并 返回 起 始 顶点 ， 但 是 右 图 中 不 和 硝 在 哈密 
顿 回 路 。 
初 看 起 来 ， 这 个 问题 似乎 是 有 一 种 简单 解 : 我 们 可 以 编写 一 个 找 了 哈密 顿 路 径 问题 的 简单 
递归 程序 〈 见 程序 17. 12) 。 但 这 个 程序 对 很 多 图 不 适用 ， 因 为 它 的 最 坏 情况 下 的 运行 时 间 
与 图 中 顶点 数 旦 指数 (exponential) 关系 。 
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程序 17. 12 哈密 顿 路 径 


此 函数 GRAPHpathH 查找 从 ”到 vw 的 一 条 哈密 顿 路 径 。 它 使 用 不 同 于 程序 17. 11 中 的 
递归 上 盟 数 ， 不 同 之 处 有 两 方面 : 第 一 ， 仅 当 它 找到 一 条 长 为 了 的 路 径 时 才 成 功 返 回 ; 第 
二 ， 在 不 成 功 返回 之 前 ， 重 新 设置 visited 标记 。 除 非 对 于 规模 较 小 的 图 ， 不 要 期 望 此 了 晴 数 
会 结束 。 

static int visited [maxV]; 

int pathR (Graph G, int v, int w, int d) 

{ int t: 

if (v == w) 

{ if (d == 0) return 1; else return 0; } 
visited[v] = 1; 
for (t = 0; t < G->V; t++) 

if (G->adj[v]j [t] == 1) 

if (visited[t] == 0) 
if (pathR(G, t, Ww, d-1)) return 1; 

visited[v] = 0; 
return 0; 


int GRAPHpathH(Graph G, int v, int w) 
{ int 七 ; 
tor (t = 0; t < G->V; t++) visited[t] = 0; 
return pathR(G, v, Ww, G->V-1); 


性 质 17. 3 哈密 顿 回路 的 递归 搜索 需要 指数 时 间 。 

证 明 ”考虑 一 个 图 ， 其 中 顶点 了 - 1 孤立 的 ， 而 边 与 其 他 了 -1 个 顶点 构成 一 个 完全 图 。 程 
序 17. 12 将 找 不 到 一 条 哈密 顿 路 径 ， 但 是 由 归纳 法 易 得 它 会 检查 完全 图 中 的 所 有 (V-1)! 条 
路 径 ， 每 次 检查 都 涉及 V -1 个 递归 调用 。 因 此 ， 全 部 递归 的 次 数 大 约 为 V1, 或 (Ye) ， 
这 要 大 于 任何 常数 的 了 次 方 。 国 

程序 17. 11 找 出 简单 路 径 和 程序 17. 12 找 出 哈密 顿 路 径 的 实现 是 极其 相似 的 例子 ， 这 两 
个 程序 都 在 visited 数组 中 的 所 有 元 素 被 设置 为 1 时 终止 。 为 什么 运行 时 间 有 如 此 的 不 同 ? 程 
序 17. 11 保证 可 以 很 快 地 完成 ， 因 为 每 当 pathT 被 调用 时 ， 至 少 会 设置 visited 数组 中 的 一 个 
元 素 为 1。 而 程序 17. 12 可 能 将 visited 数组 中 的 元 素 重 新 设置 为 0， 因 而 我 们 不 能 保证 它 很 
快 会 结束 。 

在 程序 17. 11 中 搜索 简单 路 径 时 ， 我 们 知道 ， 如 果 存 在 从 "到 zw 的 一 条 路 径 ， 那 么 可 以 
通过 取 从 v 出 发 的 一 条 边 v-:， 找 到 这 条 路 径 ， 同样 对 于 哈密 顿 路 径 也 成 立 。 但 只 是 存在 相 
似 性 而 已 。 如 果 无 法 找到 从 :到 w 的 一 条 简单 路 径 ， 那 么 我 们 可 以 得 出 结论 ， 从 vv 到 w 不 存 
在 经 过 1 的 简单 路 径 ; 但 是 对 于 哈密 顿 的 类 似 情况 并 不 成 立 。 可 能 是 这 样 的 一 种 情况 ， 不 存 
在 从 v-t 开始 的 到 w 的 哈密 顿 路 径 ， 但 是 对 于 某 个 其 他 顶点 x*， 存 在 从 v-x-t 开始 的 哈密 顿 路 
径 。 我 们 必须 从 t 进行 一 个 递归 调用 ， 这 对 应 着 从 > 通 向 上 的 每 条 路 径 。 简 言 之 ， 我 们 可 能 
必须 检查 图 中 的 每 一 条 路 径 。 

对 于 一 个 阶乘 时 间 的 算法 ， 值 得 考察 一 下 它 有 多 慢 。 如 果 我 们 可 以 在 1 秒 之 内 处 理 一 个 
有 15 个 顶点 的 图 ， 该 算法 会 花费 1 天 来 处 理 19 个 顶点 的 图 ,花费 1 年 来 处 理 一 个 21 个 项 
点 的 图 ， 用 6 个 世纪 以 上 来 处 理 一 个 23 个 顶点 的 图 。 快 速 计算 机 也 无 济 于 事 。 一 个 比 原 计 
算 机 快 200 000 倍 的 计算 机 需要 1 天 多 的 时 间 来 解 23 个 顶点 的 问题 。 处 理 有 100 或 1 000 个 





顶点 的 图 的 开销 则 大 得 无 法 想象 。 更 不 用 说 我 们 在 实际 中 可 能 遇 到 的 图 的 规模 。 对 于 一 个 包 
含 数 百 万 个 项 点 的 图 ， 仪 仅 是 在 本 书 中 写 出 处 理 这 样 一 个 图 需要 的 世纪 数 就 会 用 上 百 万 页 。 


图 17-19 显示 了 程序 17. 12 检查 哈密 顿 回路 的 搜索 轨迹 。 

在 第 5 章 中 ， 我 们 考察 大 量 简单 递归 程序 ， 它 们 在 特征 
上 与 程序 17. 12 具有 相似 之 处 ， 但 是 使 用 自 顶 点 向 下 的 动态 
规划 算法 ， 在 性 能 上 会 有 显著 改进 。 该 递归 程序 的 特征 完全 
不 同 : 必须 保存 的 中 间 结 果 的 数目 是 指数 级 的 。 虽 然 很 多 人 
对 哈密 顿 问题 进行 了 大 量 研 究 ， 对 于 较 大 规模 〈 甚 至 是 中 等 
规模 的 ) 图 ， 还 没有 人 能 够 找到 此 问题 的 具有 合理 性 能 的 一 
个 算法 。 

现在 ， 假 设 改变 限制 ， 既 不 要 求 访问 所 有 顶点 ， 而 是 要 
求 访 问 所 有 边 。 这 个 问题 是 不 是 像 查找 一 条 简单 路 径 那 样 简 
单 呢 ， 或 者 会 不 会 像 查找 哈密 顿 回路 那样 极为 困难 呢 ? 

欧 拉 路 径 ”是 否 存 在 连接 两 个 给 定 顶 点 的 一 条 路 径 ， 使 
得 使 用 图 中 的 边 有 且 只 有 一 次 ? 路 径 不 必 是 简单 的 ， 但 顶点 
可 能 被 访问 多 次 。 如 果 这 条 路 径 是 从 一 个 顶点 又 回 到 该 顶 
点 ， 我 们 就 得 到 欧 拉 回路 (Euler tour) 问题 。 是 否 存在 一 条 
路 径 使 用 图 中 的 每 条 边 有 且 只 有 一 次 ”我 们 在 性 质 17.4 的 
推论 中 证 明 : 此 路 径 问 题 等 价 于 添加 一 条 连接 两 个 顶点 的 边 
的 图 的 回路 问题 。 图 17-20 给 出 了 两 个 较 小 的 例子 。 

这 个 经 典 问题 由 欧 拉 (L. Euler) 于 1936 年 首次 开始 研 
究 。 实 际 上 ， 对 于 图 和 图 论 的 研究 可 以 追 淹 到 欧 拉 对 此 问题 
的 研究 ， 从 一 个 称 为 哥 尼 斯 保 桥 (bridge of Kinigsberg) 问题 
( 见 图 17-21) 的 特例 开始 。 瑞 士 的 哥 尼 斯 堡 桥 有 七 座 连 接 河 
尾 和 小 岛 的 枚 ， 城 镇 中 的 人 们 发 现 ， 他 们 无 法 走 过 所 有 桥 同 
时 又 不 重复 走 过 每 座 桥 。 他 们 的 问题 就 引出 了 欧 拉 回 路 
问题 。 

猜谜 爱好 者 非常 熟悉 这 些 问 题 。 这 样 的 迹 题 很 常见 ， 比 
如 要 求 一 笔画 出 一 个 给 定 的 图 形 ， 同 时 满足 必须 从 特定 的 点 
开始 和 结束 的 约束 条 件 。 在 开发 一 个 图 处 理 算法 时 ,很 自然 
地 会 考虑 欧 拉 路 径 ， 因 为 欧 拉 路 径 是 图 的 一 种 有 效 表示 (将 
边 置 以 特定 的 顺序 ) ， 我 们 可 以 将 它 作为 开发 有 效 算 法 的 
基础 。 

欧 拉 路 径 说 明 很 容易 确定 是 否 存 在 一 条 路 径 ， 因 为 我 们 
需要 做 的 只 是 检查 每 个 顶点 的 度 。 这 个 性 质 也 很 容易 阐述 和 
应 用 ， 但 是 其 证 明 在 图 论 中 却 很 困难 。 


性 质 17.4 一 个 图 含有 欧 拉 回路 ， 当 上 且 仅 当 它 是 连通 的 。 





0-6 


图 17-19 ”哈密 顿 回 路 搜索 轨迹 

此 轨迹 显示 了 当 发 现 上 图 所 示 
的 图 中 不 存在 哈密 顿 回 路 时 ， 程 序 
17. 12 所 检查 的 边 。 为 简明 起 见 ， 这 
里 忽略 了 已 标记 顶点 的 边 。 


而 且 所 有 顶点 都 有 偶数 度数 。 


证 明 ”为 简化 证 明 ， 我 们 允许 自 环 和 平行 边 ， 虽 然 不 难 修改 证 明 以 使 这 个 性 质 对 于 简单 


图 也 成 立 ( 见 练习 17. 94)。 


如 果 一 个 图 中 有 欧 拉 回 路 ， 那么 该 图 必定 是 连通 的 ， 因 为 该 回路 定义 了 一 条 连接 每 对 顶 
点 的 路 径 。 同 样 ， 任 何 给 定 的 顶点 vo 必定 有 偶数 度数 ， 因 为 当 我 们 在 回路 上 谢 历 时 (从 任何 
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其 他 顶点 开始 ) ， 我 们 从 一 条 边 进 入 +， 离 开 w 则 在 另 一 条 边 〈 这 两 条 边 都 不 会 再 在 这 条 回 
路 中 出 现 ); 因此 在 遍历 这 条 回路 时 ,依附 于 vw 的 边 数 必 定 是 我 们 访问 "的 次 数 的 两 倍 。 这 


是 一 个 偶数 。 
(2) 
. 
Se 
© 


图 17-21 哥 尼 斯 堡 桥 问 题 

欧 拉 所 研究 的 一 个 著名 问题 是 在 哥 尼 斯 堡 小 镇 ， 那 
[NY) 里 有 一 个 小 岛 ， 位 于 Pregel 河 的 交叉 处 。 那 里 有 七 座 桥 
(5 ) 将 此 岛 与 河 的 两 岸 以 及 交叉 口 连接 起 来 ， 如 上 图 所 示 。 
本 是 否 存在 一 种 方法 连续 地 走 过 这 七 座 桥 ， 同 时 又 不 重复 
图 17-20 欧 拉 回路 和 路 径 示例 走 过 每 座 桥 呢 ? 如 果 将 小 岛 标号 为 0， 河 岸 标号 为 1 和 2， 
上 图 存在 欧 拉 回 路 0-1-2-0-6-4-3-2-4-5-0， 所 有 边 只 交叉 口 之 间 的 标号 为 3， 并 将 每 座 桥 定义 为 一 条 边 ， 就 可 
使 用 了 一 次 。 下 图 中 不 含 欧 拉 回 路 ， 但 它 存在 欧 拉 路 径 ”以 得 到 下 图 所 示 的 多 重 图 。 这 个 问题 就 是 要 找 出 一 种 穿 

1-2-0-1-3-4-2-3-$-4-6-0-5。 趣 此 图 的 路 径 ， 满 足 每 一 条 边 仅 使 用 一 次 且 只 一 次 。 
我 们 对 边 数 使 用 归纳 法 证 明 这 个 结果 。 结 论 对 于 不 含 边 的 图 肯定 成 立 。 考 虑 任 一 有 多 于 
一 条 边 的 连通 图 ， 其 中 所 有 顶点 的 度 为 偶数 。 假 设 从 任 一 顶点 bv 开始， 我 们 沿 着 任意 一 条 边 
行进 ， 并 删除 这 条 边 。 继 续 这 样 做 ， 直 到 到 达 没 有 更 多 边 的 一 个 顶点 。 这 个 过 程 必定 终止 ， 
因 为 我 们 每 一 步 都 会 删除 一 条 边 ， 但 是 可 能 的 结果 会 是 什么 呢 ? 图 17-22 描述 了 一 些 例子 。 
立即 可 以 得 出 ,我们 必 将 回 到 vv， 因 为 如 果 我 们 结束 在 一 个 不 同 于 ”的 顶点 ， 当 且 仅 当 该 顶 

点 的 度数 为 奇数 。 

一 种 可 能 是 我 们 已 经 遍历 了 整个 回路 ; 如 果 是 这 样 ， 那 么 就 得 证 。 否 则 ， 图 中 余下 的 所 
有 顶点 仍 有 偶数 度数 ， 但 可 能 不 是 连通 的 。 但 由 归纳 假设 每 个 连通 分 量 有 一 个 欧 拉 回路 。 此 
外 ， 才 删除 的 回路 路 径 将 这 些 (连通 分 量 中 的 ) 欧 拉 回路 连接 在 一 起 形成 原始 图 的 欧 拉 回 
路 : 遍历 回路 路 径 ， 并 进行 迁 回 ， 求 通过 删除 回路 路 径 上 的 边 所 定义 的 连通 分 量 的 欧 拉 回路 
(每 次 迁 回 是 一 条 真正 的 欧 拉 路 径 ， 可 使 我 们 返回 到 开始 时 的 回路 路 径 上 的 顶点 )。 注 意 到 
广 回 可 能 多 次 触及 回路 路 径 〈( 见 练习 17.99)。 在 这 种 情况 下 ， 我们 只 寺 回 一 次 (比如 说 ， 
当 首 次 遇 到 时 ) 。 加 
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程序 17. 13 ” 欧 拉 路 径 的 存在 性 
基于 性 质 17.4 中 的 推论 ， 此 函数 使 用 练习 17. 40 中 的 GRAPHdeg ADT 函数 ， 测 试 在 一 
个 连通 图 中 从 v 到 w 是 否 存在 一 条 欧 拉 路 径 。 它 需要 的 时 间 与 V 成 正比 ， 不 包含 检查 连通 性 
和 使 用 GRAPHdeg 构建 顶点 度 表 的 预 处 理 时 间 。 


int GRAPHpathE(Graph G, int v, int w) 
{ int t; . 
t = GRAPHdeg(G, v) + GRAPHdeg(G, WwW); 
if ((t % 2) != 0) return 0; 
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for (t = 0; t < G->V; t++) 
if ((t I= v) && (t != w)) 
if ((GRAPHdeg(G, t+) % 2) != 0) return 0; 
return 1,; 


} 


推论 ”一 个 图 含有 欧 拉 路 径 ， 当 且 仅 当 它 是 连通 的 ， 并 且 其 中 只 有 两 个 顶点 的 度 为 
奇数 。 

证 明 对 于 通过 增加 一 条 边 来 连接 两 个 奇数 度数 的 顶 握 〈 路 径 的 端点 ) 而 构成 的 图 ， 
这 个 推论 与 性 质 17.4 等 价 。 国 

因此 ， 例 如 ， 没 有 人 能 够 连续 走 过 哥 尼斯 保 的 所 有 桥 而 不 倒退 ， 因为 在 相应 图 中 的 所 有 
4 个 项 点 的 度数 都 为 奇数 ( 见 图 17-21)。 

如 在 17.5 节 中 所 讨论 的 ， 对 于 邻接 表 或 边 集 表示 ， 我 们 可 以 在 与 五 成 正比 的 时 间 内 找 
出 所 有 顶点 的 度 ， 对 于 邻接 矩阵 表示 所 需 时 间 则 与 广 成 正比 ， 或 者 我 们 也 可 以 维护 一 个 顶 
点 索引 数组 ， 其 中 顶点 度 作 为 图 表示 的 一 部 分 ( 见 练习 17. 40 ) 。 给 定数 组 ， 我 们 可 以 在 与 
成 正比 的 时 间 内 检查 性 质 17. 4 是 否 得 到 满足 。 程 序 17. 13 实现 了 这 个 策略 ， 并 且 证 实 了 
确定 是 否 一 个 给 定 的 图 存在 欧 拉 路 径 是 一 个 简单 的 计算 问题 。 这 一 点 很 重要 ， 因 为 我 们 的 直 
觉 往往 是 : 此 问题 应 该 不 比 确定 一 个 给 定 的 图 是 否 存 在 哈密 顿 路 径 更 简单 。 





1-0-2-1 2-0-1-2-3--2 0-6-4-5-0-2-1-0 


图 17-22 ”部 分 路 径 
沿 着 图 中 存在 欧 拉 回路 的 任何 一 个 顶点 的 边 ， 总 是 可 以 回 到 那个 顶点 ， 如 图 中 的 例子 所 示 。 回 路 不 必 使 用 图 中 的 
所 有 边 。 


现在 假设 我 们 确实 希望 找 出 一 条 欧 拉 路 径 。 对 此 我 们 如 履 薄 冰 ， 因 为 直接 递归 实现 ( 尝 
试 每 条 边 ， 然 后 进行 递归 调用 来 找 出 余 图 中 的 一 条 路 径 ， 以 此 找到 整个 图 的 路 径 ) 将 与 程 
序 17. 12 有 同样 的 阶乘 时 间 性 能 。 我 们 不 希望 忍受 这 种 性 能 ， 因 为 检查 一 条 路 径 是 否 存 在 很 
容易 ， 因 而 我 们 寻找 更 好 的 算法 。 可 以 使 用 一 个 固定 开销 测试 来 确定 是 否 使 用 一 条 边 〈 而 
不 是 递归 调用 的 未 知 开销 ) 来 避免 阶乘 时 间 的 膨胀 。 我 们 将 这 种 方法 留 作 练习 《〈 见 练习 
17. 96 和 练习 17. 97 ) 。 


程序 17. 14 线性 时 间 欧 拉 路 径 ( 邻接 表 ) 


此 函数 pathEshow 打印 v 和 w 之 间 的 一 条 欧 拉 路 径 。 使 用 常量 时 间 实 现 GRAPHremoveE 
( 见 练习 17. 44) ， 此 函数 运行 时 间 为 线性 时 间 。 辅 助 函数 path 跟踪 并 删除 回路 上 的 边 ， 并 将 
顶点 压 人 栈 中 ， 以 用 于 检查 旁 环 ( 见 正文 )。 只 要 存在 带 有 旁 环 的 项 点 需要 遍历 ， 主 循环 就 
调用 path。 

#include "STACK.h" 

int path(Graph G, int v) 

{ int WwW; 
for (; G->adj[v] != NULL; Vv = WwW) 
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{ 
STACKpush (v); 
Ww = G->adj[v]->v; 
GRAPHremoveE(G, EDGE(v, w)); 
} 
return YY; 
} 
void pathEshow(Graph G, int v, int w) 
{ 
STACKinit (G->E); 
printf ("%d'", w); 
while ((path(G, v) == v) && !STACKempty()) 
{v= STACKpop(); printf("-%d", v); } 
printf ("\n"); 
} 


另 一 种 方法 可 由 性 质 17. 4 的 证 明 得 出 。 遍 历 一 个 回路 ， 删 除 遇 到 的 边 ， 并 将 它 遇 到 的 
顶点 压 入 栈 中 ， 因 而 (i) 我 们 可 以 回潮 此 路 径 ， 并 打印 出 它 的 边 ; 〈ii) 对 于 另外 的 旁 路 
( 它 可 被 接 人 到 主 路 径 上 ) ， 可 以 检查 每 个 顶点 。 这 个 过 程 如 图 17-23 所 示 。 

对 于 邻接 表 图 ADT， 程 序 17. 14 是 根据 这 些 思 路 的 -一 种 实现 。 它 假设 存在 欧 拉 路 径 ， 并 
且 撤 销 图 的 表示 ; 因此 ， 客 户 在 合适 时 有 必要 使 用 GRAPHpathE 、GRAPHcopy 和 GRAPHde- 
stroy。 代 码 有 些 技巧 ， 初 学 者 可 能 希望 在 接 下 来 的 几 章 的 图 处 理 算法 有 更 多 的 理解 ， 再 来 理 
解 此 代码 。 我 们 将 它 放 在 这 里 的 目的 是 表明 好 的 算法 和 巧妙 的 实现 对 于 解决 图 处 理 问 题 更 
有 效 。 

性 质 17.5 如果 一 个 图 中 存在 欧 拉 回路 ， 则 可 以 在 线性 时 间 内 找到 这 条 回路 。 

证 明 ”我 们 将 完整 的 归纳 证 明 留 作 一 个 练习 ( 见 练习 17. 101 ) 。 非 形式 地 ， 在 第 一 次 调 
用 path 之 后 ， 栈 中 包含 从 "到 w 的 一 条 路 径 ， 并 且 余 图 (去 除 孤立 顶点 后 ) 由 较 小 的 连通 
分 量 组 成 〈 它 至 少 与 目前 找到 的 路 径 共 享 一 个 顶点 ) ， 这 些 连通 分 量 也 存在 欧 拉 路 径 。 我 们 
将 孤立 顶点 从 栈 中 弹出 ， 并 采用 同样 的 方法 使 用 path 来 找 出 含有 非 孤 立 顶 点 的 欧 拉 回路 。 
图 中 的 每 条 边 被 压 人 (弹出 ) 栈 中 只 有 一 次 ， 因 而 ， 总 的 运行 时 间 与 五 成 正比 。 | 

虽然 欧 拉 回 路 是 作为 一 种 遍历 所 有 边 和 顶点 的 系统 方法 出 现 的 ， 我 们 在 实际 中 很 少 使 用 
它 ， 这 是 因为 很 少 有 图 包含 此 路 径 。 我 们 一 般 使 用 深度 优先 搜索 来 探索 一 个 图 ， 有 关内 容 将 
在 第 18 章 中 详细 描述 。 实 际 上 ， 如 我 们 将 看 到 的 ， 在 一 个 无 向 图 中 进行 深度 优先 搜索 相当 
于 计算 一 条 双向 欧 拉 路 径 : 遍历 每 一 条 边 只 有 两 次 的 路 径 ， 其 中 在 每 个 方向 各 一 次 。 

总 之 ， 本 节 我 们 已 经 看 到 了 在 图 中 找到 简单 路 径 是 很 容易 的 ， 较 之 于 要 了 解 是 否 可 以 遍 - 
历 一 个 较 大 图 中 的 所 有 边 而 不 重新 访问 其 中 任何 一 条 边 〈 通 过 之 检查 所 有 顶点 的 度 是 否 为 
偶数 ) 来 说 ， 前 者 更 简单 。 而 且 还 有 一 种 巧妙 的 算法 来 找到 这 样 的 一 条 回路 ; 但 在 实际 中 ， 
我 们 不 可 能 知道 是 否 能 够 遍历 图 中 的 所 有 顶点 ， 而 不 重新 访问 其 中 任何 一 个 项 点。 这 些 问 题 
都 有 简单 的 递归 解法 。 但 是 运行 时 间 上 的 潜在 指数 增长 使 得 这 些 解法 在 实际 中 毫 无 意义 。 有 
人 经 过 深思 熟 虑 ， 给 出 了 快速 实用 算法 。 

这 些 例子 所 描述 的 显然 很 类 似 的 问题 之 间 的 难度 存在 很 大 变化 ， 这 在 图 处 理 中 具有 代表 
性 。 正 如 17.8 节 中 简要 介绍 和 第 8 部 分 详细 介绍 的 那样 ， 我 们 必须 承认 在 一 些 需要 指数 时 
间 〈 如 哈密 顿 回路 问题 以 及 其 他 一 些 常见 问题 ) 的 问题 和 一 些 我 们 能 够 保证 在 多 项 式 时 间 
内 找到 解法 的 问题 (如 欧 拉 回 路 问题 以 及 其 他 一 些 常见 问题 ) 之 间 ， 存 在 不 可 逾越 的 障碍 。 
在 本 书 中 ,我们 的 主要 目标 是 为 后 一 类 问题 开发 高 效 的 算法 。 
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图 17-23 ”去除 回路 寻找 欧 拉 路 径 

此 图 显示 了 程序 17. 14 如 何在 一 个 示 例 图 中 发 现 一 条 从 0 返回 0 的 欧 拉 回路 。 粗 的 黑 边 为 回路 中 的 边 ， 栈 中 的 内 
容 显 示 在 每 个 图 的 下 面 ， 对 于 未 在 回路 中 的 边 ， 其 邻接 表 在 左边 显示 。 

第 一 ， 此 程序 向 回路 中 添加 边 0-1， 并 将 它 从 邻接 表 中 删除 (要 在 两 处 期 除 ) (左上 图 ,邻接 表 在 其 左边 )。 第 二 ， 
以 同样 的 方式 在 回路 中 加 入 边 1-2 (左边 自 上 第 二 个 图 ) 。 接 下 来 ， 它 会 回 到 0， 但 是 继续 对 另 一 个 回路 0-5-4-640 进行 
处 理 ， 再 次 回 到 0， 且 不 再 有 更 多 依附 于 0 的 边 〔 右 边 自 上 第 二 个 图 ) 。 然 后 ， 将 孤立 顶点 0 和 6 从 栈 中 弹出 ， 直 到 4 
位 于 栈 顶 ， 并 从 4 开始 一 条 回路 (右边 自 上 第 三 个 图 ) 。 经 过 3，2， 并 回 到 4。 在 此 它 将 所 有 目前 孜 立 的 顶点 4、2、3 
弹出 ， 依 此 类 推 。 从 栈 中 弹出 的 顶点 序列 定义 了 整个 图 的 欧 拉 回 路 0-6-4-2-3-4-S-0-2-1-0。 
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练习 


> 17. 84 按照 图 17-17 的 格式 ， 当 程序 17. 11 在 下 图 中 找 一 条 从 0 到 5 的 路 径 时 ， 显 示 其 递 
归 调 用 的 轨迹 〈 以 及 所 跳 过 的 顶点 ) 。 图 为 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


17. 85 修改 程序 17. 11 中 的 递归 函数 ， 使 用 正文 中 描述 的 一 个 全 局 变量 ， 打 印 出 类 似 图 
17-17 的 一 条 轨迹 。 
17.86 通过 四 递归 函数 中 添加 一 个 参数 来 记录 深度 ， 重 新 完成 练习 17. 85 。 
17. 87 使 用 正文 中 描述 的 方法 ， 给 出 GRAPHpath 的 一 种 实现 ， 对 于 从 ”到 zw 的 路 径 ( 如果 
路 径 存 在 的 话 ) 上 的 每 条 边 ， 调 用 客户 提供 的 函数 。 
0 17. 88 修改 程序 17. 11， 使 其 有 第 3 个 参数 4， 并 测试 是 否 存 在 一 条 连接 w 和 vw 且 长 度 大 于 
d 的 路 径 。 特 别 是 ，GRAPHpath (v, v, 2) 应 该 非 零 ， 当 且 仅 当 * 在 环 上 。 
> 17.89 修改 CRAPHpath， 使 其 使 用 邻接 表 图 表示 (程序 17.6)。 
e 17. 90 对 于 各 种 图 ， 进 行 实验 来 确定 程序 17. 11 找 出 两 个 随机 选择 的 顶点 之 间 的 一 条 路 径 
的 概率 〈 见 练习 17. 63 ~ 17.76) ， 并 计算 对 于 每 种 图 所 找到 路 径 的 平均 长 度 。 
5 17.91 试 考 虑 由 以 下 4 组 边 定 义 的 图 : 


0-1 0-2 0-3 1-3 1-4 2-5 2-9 3-6 4-7 4-8 5 5-9 6-7 6-9 7-8 
0-1 0-2 0-3 1-3 0-3 2-5 5-6 3-6 4-7 4-8 5-8 5-9 6-7 6-9 8-8 
5 6 
2 4 





0-1] 1-2 1-3 0-3 0-4 2-5 2.9 3-6 4-7 4-8 9 6-7 
4-1 7-9 6-2 7-3 5-0 0-2 0-8 1-6 3-9 6-3 D 9-8 
其 中 哪些 图 存在 欧 拉 回路 ? 哪些 图 存在 哈密 顿 回路 ? 

9°17. 92 请 给 出 一 个 有 向 图 存在 一 个 (有 向 ) 欧 拉 回 路 的 必要 充分 条 件 。 
17.93 试 证 明 每 个 连通 的 无 向 图 都 有 一 条 双向 的 欧 拉 回路 。 

17. 94 修改 性 质 17.4 中 的 证 明 ， 使 其 对 于 带 有 平行 边 和 自 环 的 图 成 立 。 

> 17.95 ”说明 如 果 再 增加 一 座 桥 ， 就 可 以 给 出 哥 尼 斯 堡 问题 的 一 种 解决 方案 。 

es17.96 证 明 一 个 连通 图 中 存在 从 v 到 w 的 路 径 ， 仅 当 其 中 存在 一 条 依附 "的 边 ， 当 将 其 删 
除 时 会 使 图 不 连通 (除了 可 能 孤立 "的 情况 ) 。 

e 17.97 使 用 练习 17. 96 来 开发 一 个 一 种 有 效 的 递归 方法 ， 找 出 含 欧 拉 回 路 的 图 中 的 一 条 欧 
拉 回 路 。 除 了 基本 的 图 ADT 函数 ， 你 还 可 以 使 用 ADT 函数 GRAPHdeg ( 见 练 习 17. 40) 和 
CRAPHpath ( 见 程 序 17. 11) 。 针 对 邻接 和 矩阵 图 表示 ， 实 现 并 测试 你 的 程序 。 

17. 98 开发 程序 17. 14 的 一 个 独立 于 表示 的 版 本 ， 使 用 通过 接口 来 访问 与 一 个 给 定 邻 接 的 
所 有 边 ( 罗 练习 17. 60) 。 注 意 : 要 当心 你 的 代码 和 GRAPHremove 之 间 的 交互 。 确 保 你 的 实 
现在 出 现 平 行 边 和 自 环 时 也 能 正确 工作 。 

> 17. 99 给 出 一 个 例子 ， 在 程序 17. 14 中 首次 调用 path 之 后 ， 余 图 是 不 连通 的 〈 对 于 存在 欧 
拉 回 路 的 图 ) 。 

> 17. 100 描述 如 何 修 改 程序 17. 14 ， 使 其 能 用 于 在 线性 时 间 内 检测 一 个 给 定 的 图 中 是 否 存 在 
欧 拉 路 径 。 

17. 101 ”对 于 正文 中 描述 并 在 程序 17. 14 中 实现 的 线性 时 间 的 欧 拉 回路 算法 ， 试 给 出 使 用 
归纳 法 对 该 算法 能 正确 地 找 出 一 条 欧 拉 回 路 的 一 个 完整 证 明 。 

co17. 102 对 于 V 个 顶点 的 图 (对 于 在 计算 中 可 行 的 尽 可 能 大 的 V 值 )， 找 出 其 中 存在 欧 拉 回 
路 的 个 数 。 
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e 17. 103 对 于 各 种 图 进行 实验 研究 ， 确 定 在 程序 17. 14 中 首次 调用 path 所 找到 路 径 的 平均 
长 度 《〈《 见 练习 17. 63 ~76)。 计 算 该 路 径 为 环 的 概率 。 

9 17. 104 编写 一 个 程序 ， 要 求 计算 一 个 2" +n -1 位 的 序列 ， 其 中 不 存在 有 个 连续 位 匹配 
的 两 对 。( 例如， 对 于 n=3， 序 列 0001110100 具有 此 性 质 。) 提示 : 找 出 de Bruijn 有 向 图 中 
一 条 欧 拉 路 径 。 

> 17. 105 按照 图 17-19 中 的 风格 ， 当 程序 17. 11 在 如 下 的 图 中 找 出 一 条 哈密 顿 回路 时 ， 指 出 

递归 调用 的 轨迹 〔 且 跳 过 顶点 ): 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


0 17. 106 修改 程序 17. 12， 使 其 在 找到 哈密 顿 回路 时 打印 出 这 条 回路 。 
e17.107 找 出 下 图 中 的 一 条 哈密 顿 回 路 或 者 指出 不 存在 哈密 顿 回路 。 
1-2 5-2 4-2 2-6 0-8 3-0 1-3 3-6 1-0 1-4 4-0 4-6 6-5 2-6 
6-9 9-0 3-1 4-3 9-2 4-9 6-9 7-9 5-0 9-7 7-3 4-5 0-5 7-8 
ee 17.108 对 于 V 个 顶点 的 图 (对 于 在 计算 中 可 行 的 尽 可 能 大 的 V 值 ) ， 找 出 其 中 存在 哈密 顿 
回路 的 个 数 。 


17.8 图 处 理 问题 


有 了 在 本 章 中 所 开发 的 基本 工具 ， 在 第 18 ~ 22 章 中 我 们 将 考虑 用 各 种 算法 来 解决 图 处 

理 问题 。 这 些 算法 都 是 很 基础 的 算法 ， 在 许多 应 用 中 都 很 有 用 。 但 是 它们 只 是 图 算法 这 个 研 
究 领 域 的 一 个 人 门 。 很 多 已 经 开发 的 有 趣 且 有 用 的 算法 都 不 在 本 书 的 讨论 范围 内 ， 而 且 还 有 

很 多 有 趣 的 问题 已 经 得 到 解决 ， 但 尚未 为 之 发 明 好 的 算法 。 正 如 在 任何 领域 一 样 ， 我 们 面临 
的 第 一 个 挑战 是 确定 求解 一 个 给 定 的 问题 是 多 么 困难 。 对 于 图 处 理 问题 ， 确 定 这 个 难度 远 比 
我 们 想象 的 难得 多 。 即 使 是 对 于 看 上 去 简单 求解 的 问题 。 而 且 ， 我们 的 直觉 并 不 总 是 能 够 帮 
助 我 们 将 简单 问题 从 复杂 问题 或 至 今 尚 未 解决 的 问题 中 识别 出 来 。 在 这 一 节 里 ,我们 简略 描 
述 重 要 的 经 典 问题 ， 并 曾 述 对 这 些 问 题 的 认识 程度 。 

给 定 一 个 新 的 图 处 理 问 题 ， 在 开发 求解 该 问题 的 一 个 实现 中 ， 我 们 要 面临 何 种 挑战 呢 ? 
令 人 遗憾 的 是 ， 对 于 我 们 可 能 遇 到 的 任何 情况 ， 没 有 一 种 好 的 方法 能 够 对 这 个 问题 做 出 解 
答 ， 但 对 于 各 种 经 典 的 图 处 理 问题 确实 可 以 提供 其 解决 难度 的 一 般 性 的 描述 。 为 此 ， 我 们 按 
照 求解 它们 的 难度 ， 将 其 粗略 地 分 为 如 下 几 类 : 

。 简单 

。 兄 解 

。 难 解 

。 未 知 

这 些 术 语 旨 在 反映 出 相对 于 彼此 的 信息 ， 以 及 目前 对 相应 图 算法 的 认 知 程度 。 

正如 这 些 术 语 所 指出 的 ， 之 所 以 用 这 种 方式 来 对 问题 分 类 ， 其 主要 原因 在 于 : 存在 许多 
诸如 哈密 顿 回 路 的 图 问题 ， 没 有 人 知道 如 何 对 它们 有 效 地 求解 。 我 们 最 终 会 看 到 【〈 在 第 八 
部 分 ) 如 何以 一 种 准确 的 形式 使 这 个 结论 更 有 意义 。 但 在 目前 ， 至 少 需 要 注意 ， 要 编写 一 
个 解决 这 类 问题 的 高 效 程序 会 遇 到 很 大 的 障碍 。 

我 们 将 把 许多 图 处 理 问题 的 充分 描述 留待 本 书后 面 介绍 。 这 里 将 对 容易 理解 的 内 容 作 简 
要 说 明 ， 以 此 引入 对 图 处 理 问题 难度 进行 分 类 的 一 般 性 的 问题 。 

一 个 容易 的 《easy) 图 处 理 问题 是 指 ， 可 以 用 某 种 精致 而 有 效 的 小 程序 来 解决 的 问题 。 
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我 们 在 第 1 ~4 部 分 已 经 对 这 些小 程序 有 所 熟悉 。 对 于 简单 问题 ， 我 们 常常 寻求 最 坏 情 况 下 
运行 时 间 为 线性 或 者 为 顶点 数 或 边 数 的 低 次 多 项 式 的 算法 。 一 般 而 言 ， 就 像 我 们 在 其 他 领域 
的 做 法 ， 可 以 确定 虽然 开发 简单 问题 的 一 个 蛮 力 解 可 能 对 于 大 规模 的 图 来 说 可 能 较 慢 ， 但 对 
于 小 规模 甚至 是 中 等 规模 的 图 则 很 有 用 。 然 后， 一 旦 知道 了 该 问题 是 简单 的 ， 就 可 以 寻求 在 
实际 中 使 用 的 高 效 解法 ， 并 试图 找 出 其 中 最 好 的 解法 。 我 们 在 17.7 节 考 虑 的 欧 拉 回路 问题 
就 是 这 种 问题 的 一 个 主要 例子 。 在 第 18 ~ 22 章 中 我 们 还 会 看 到 其 他 一 些 例子 ， 其 中 包括 如 
下 的 一 些 最 为 着 名 的 问题 。 

简单 连通 性 ”一 个 给 定 图 是 连通 的 吗 ? 也 就 是 说 ， 是 否 每 对 顶点 之 间 都 存在 一 条 彼此 连 
接 的 路 径 ? 图 中 是 否 存 在 环 , 或 者 它 是 否 为 森林 ? 给 定 两 个 顶点 ， 它 们 在 一 个 环 上 吗 ? 我 们 
在 第 1 章 的 最 初 考虑 过 这 些 基本 图 处 理 问题 。 在 第 18 章 讨 论 了 这 些 问题 的 很 多 解法 。 一 些 
解法 很 容易 就 在 线性 时 间 内 实现 ; 另 一 些 有 相对 复杂 的 线性 时 间 解 法 则 需要 进行 仔细 地 
研究 。 

有 向 图 中 的 强 连 通 性 ”对 于 有 向 图 ， 是 否 存在 连接 图 中 每 对 顶点 的 有 向 路 径 ? 给 定 两 个 
顶点， 它们 是 否 通过 两 个 方向 的 有 向 路 径 连接 (它们 在 有 向 环 上 吗 )? 实现 这 些 问题 的 高 效 
解法 要 比 相 应 的 无 向 图 中 的 简单 连通 性 问题 更 具有 挑战 性 。 第 19 章 的 大 部 分 内 容 致 力 于 这 
些 问题 的 研究 。 虽 然 在 求解 这 些 问 题 中 有 些 复杂 ， 但 我 们 还 是 将 这 些 问题 归 为 简单 问题 ， 因 
为 我 们 可 以 为 之 编写 一 个 简洁 、 高 效 且 有 用 的 实现 。 

传递 闭 包 有 向 图 中 ， 从 每 个 项 点 沿 着 有 向 边 可 达 那 些 顶点 ? 这 个 问题 与 强 连通 性 以 及 
其 他 基本 计算 问题 紧密 相关 。 我 们 在 第 19 章 研究 其 经 典 的 解法 ， 其 中 仅 包含 数 行 代 码 。 

最 小 生成 树 ”在 一 个 加 权 图 中 ， 找 出 连接 所 有 顶点 的 具有 最 小 权 值 的 边 集 。 这 是 最 古老 
且 得 到 深入 研究 的 图 处 理 问题 之 一 ; 第 20 章 的 内 容 致力 于 求解 这 个 问题 的 各 种 经 典 算法 。 
研究 人 员 仍 在 寻求 此 问题 的 快速 算法 。 

单 源 点 最 短路 径 ”在 加 权 有 向 图 (网) 中 ,将 一 个 给 定 顶 点 v 与 图 中 的 各 个 顶点 相连 的 
最 短路 径 是 什么 ? 第 21 章 致 力 于 这 个 问题 的 研究 。 此 问题 在 众多 的 应 用 中 极其 重要 。 如 果 
边 的 权 值 可 以 为 负 值 ， 那 么 这 个 问题 绝对 不 简单 。 

多 解 的 (tractable) 图 处 理 问 题 是 这 样 的 问题 ,求解 它 的 算法 的 时 间 和 空间 需求 可 以 
保证 由 图 的 规模 (V+E) 的 一 个 多 项 式 函 数 所 限定 。 所 有 简单 问题 都 是 易 解 问题 ， 但 是 
我 们 还 要 做 出 区 分 。 因 为 很 多 易 解 问题 有 一 种 特征 ， 开 发 求解 此 问题 的 一 种 高 效 实用 程 
序 仍然 是 一 项 极 具 挑战 性 的 任务 ， 这 是 很 可 能 的 事情 。 解 决 方案 可 能 过 于 复杂 ， 不 能 在 
本 书 中 呈现 。 因 为 实现 可 能 要 求 数 百 贡 或 数 千 行 的 代码 。 以 下 是 这 类 最 重要 问题 中 的 两 
个 例子 。 

平面 性 ”是否 可 以 画 出 一 个 给 定 图 ， 并 且 用 来 表示 边 的 任何 线段 都 不 相交 ? 我 们 可 以 自 
由 地 将 定点 放 在 任何 位 置 ， 因 此 对 于 许多 图 这 个 问题 都 可 以 解决 ,但 对 于 许多 其 他 的 图 则 不 
可 能 解决 。 有 一 个 著名 的 经 典 结论 ， 称 为 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 (Kuratowski's theorem)。 它 提供 
了 一 种 简单 检测 方法 来 确定 一 个 给 定 的 图 是 否 是 平面 图 : 定理 称 ， 无 法 在 没有 边 交 叉 的 条 件 
下 画 出 的 图 是 那些 一 定 包 含 一 些 子 图 的 图 ， 删 除 度 为 2 的 顶点 之 后 ， 这 些 子 图 与 图 17-24 中 
所 示 的 某 个 图 同 构 。 即 使 不 考虑 度 为 2 的 项 点， 对 于 较 大 规模 的 图 〈( 见 练习 17. 111) ， 直 接 
实现 这 个 检测 也 会 很 慢 。 然 而 ，R. Tarian 在 1974 年 研制 了 一 种 精巧 (但 复杂 ) 的 算法 ， 使 
用 深度 优先 搜索 机 制 ， 在 线性 时 间 内 解决 了 这 个 问题 ， 这 种 机 制 对 我 们 在 第 18 章 中 讨论 的 
机 制作 了 扩展 。Tarjan 的 算法 并 没有 给 出 一 种 实际 的 布局 ; 只 是 证 实 这 样 的 布局 存在 。 如 在 
第 17. 1 节 中 所 讨论 的 ， 对 于 顶点 并 不 与 物理 世界 直接 相关 的 应 用 ， 开 发 一 个 视觉 合理 的 布 
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局 成 为 一 个 挑战 性 的 研究 问题 。 

匹配 ”给 年 一 个 图 ， 对 于 其 边 集 的 某 些 子 集 ， 其 中 任意 两 条 边 都 不 会 连接 到 同一 个 顶点 
上 ， 那 么 满足 此 性 质 的 最 大 的 边 子 集 是 什么 ? 已 经 知道 ， 这 个 经 典 问 题 可 在 与 了 和 瑟 的 一 个 
多 项 式 函 数 成 正比 的 时 间 内 解决 ， 但 适合 于 大 型 图 的 快速 算法 仍然 是 一 个 难 解 的 研究 目标 。 
如 果 对 此 问题 在 某 些 方面 做 出 限制 ， 该 问题 会 容易 一 些 。 例 如 ， 将 学 生 与 选择 机 构 中 的 可 供 
职位 相 匹配 ， 这 就 是 一 个 二 分 匹配 〈(bipartite matching) 的 例子 : 我 们 有 两 种 不 同类 型 的 顶 
点 《学 生 和 职位 ) ， 而 且 只 关心 将 某 种 类 型 的 顶点 与 另 一 种 类 型 的 顶点 相连 接 的 边 。 第 22 
章 将 介绍 此 问题 的 一 种 解决 方法 。 

对 于 一 些 易 解 问题 ， 其 解决 方案 从 来 没有 被 写 为 程序 ， 
而 且 由 于 其 运行 时 间 过 高 以 至 于 我 们 无 法 在 实际 中 使 用 其 
解法 。 以 下 例子 即 属于 这 一 类 。 它 还 表明 了 图 处 理 的 难度 
在 数学 实现 性 上 的 多 变性 。 

有 向 图 中 的 偶 环 ”一 个 给 定 的 有 向 图 中 ， 是 否 存 在 一 
个 长 度 为 偶数 的 环 ? 这 个 问题 看 上 去 容易 解决 ， 因 为 对 于 
无 回 图 的 相应 问题 就 很 容易 解决 ( 见 18.4 节 )， 而 且 另 外 
一 个 相应 的 问题 ( 即 一 个 图 中 是 否 有 长 度 为 奇数 的 环 ) 也 
同样 容易 解决 。 然 而 ， 多 年 以 来 ， 这 个 问题 并 没有 得 到 充 
分 的 理解 ,我们 甚至 不 知道 是 否 存 在 一 个 解决 这 个 问题 的 图 17-24 平面 图 中 的 禁止 子 图 
高 效 算法 。 确 认 存 在 高 效 算法 的 定理 在 1999 年 得 到 证 明 ， 这 两 个 图 不 仅 都 不 能 在 没有 交叉 


但 是 这 个 方法 太 复 杂 ， 任何 数学 家 或 程序 员 都 没 打 算 实 这 的 情况 下 在 平面 上 画 出 ， 而 且 对 于 
现 它 将 其 中 任意 一 个 图 作为 子 图 的 任何 图 
bo 、 (删除 其 中 度 为 2 的 顶点 后 )， 同 样 
第 22 章 的 一 种 重要 主题 是 ， 很 多 易 解 的 图 问题 最 适合 也 不 能 画 出 ; 但 是 所 有 其 他 图 都 可 以 


用 那些 求解 整 类 问题 的 一 般 算 法 来 处 理 。 第 21 章 中 的 最 短 。 在 千 面 上 画 出 。 

路 径 (shortest path) 算法 、 第 22 章 中 的 网 络 流 (network flow) 算法 ， 以 及 22 章 的 强大 的 网 
络 单纯 形 (network-simple) 算法 都 是 能 够 求解 很 多 图 处 理 问 题 的 算法 ， 如 果 不 采 用 这 些 算 
法 ， 那 些 问题 将 很 难 求解 。 这 样 问题 的 一 些 例子 列举 如 下 : 

指派 ”这 个 问题 也 称 为 二 分 加 权 匹 配 ( bipartite weighted matching) 问题 ， 它 是 一 个 在 
二 分 图 中 找 出 具有 最 小 权 值 的 最 佳 匹 配 问 题 。 使 用 网 络 流 算 法 很 容易 求解 这 个 问题 。 目 
前 已 知 有 一 些 特定 的 方法 可 直接 处 理 这 个 问题 ,但 已 证 实 这 些 方 法 基本 上 等 价 于 网 络 流 
算法 。 

一 般 连 通 性 ”如 果 将 图 中 的 某 条 边 删 除 ， 将 把 这 个 图 分 为 不 相交 的 两 部 分 ， 那 么 这 种 边 
最 少 是 多 少 〈 边 连通 性 )? 如 果 将 图 中 的 某 些 顶点 删除 ， 将 把 这 个 图 分 为 不 相交 的 两 部 分 ， 
那么 这 种 顶点 最 少 是 多 少 (顶点 连通 性 )? 如 我 们 在 22 章 中 看 到 的 ， 这 些 问题 ， 昌 然 难以 
直接 求解 ， 但 都 能 使 用 网 络 流 算 法 来 解决 。 

邮差 问题 ”给 定 一 个 图 ， 找 出 一 条 边 数 最 小 的 回路 ， 要 求 图 中 的 每 条 边 至 少 使 用 一 次 
(但 允许 多 次 使 用 边 ) 。 这 个 问题 要 比 欧 拉 回路 问题 困难 得 多 ， 但 比 哈密 顿 回路 问题 的 难度 
要 小 一 些 。 

从 确认 某 个 问题 是 易 解 问题 ， 到 提供 可 在 实际 中 使 用 的 软件 ， 这 确实 是 很 困难 的 一 步 。 
一 方面 ， 在 证 明 一 个 问题 是 易 解 时 ， 研 究 人 员 期 望 去 除 在 实现 中 需要 处 理 问 题 的 一 些 细节 ; 
另 一 方面 ， 他 们 必须 对 多 种 可 能 的 情况 进行 说 明 ， 即 使 这 些 情 况 可 能 并 不 在 实际 中 出 现 。 在 
考虑 图 算法 时 ， 理 论 和 实践 之 间 的 冲突 尤其 尖锐 。 因 为 数学 研究 中 充满 了 我 们 处 理 图 时 可 能 
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需要 考虑 的 各 种 结构 性 质 的 深奥 结果 ， 还 因为 这 些 结果 与 实际 中 出 现 的 图 的 性 质 之 间 的 关系 
很 少 被 理解 。 开 发 像 网 络 单纯 形 算法 那样 的 一 般 模 式 一 直 是 处 理 这 些 问题 的 极其 有 效 的 
方法 。 

难 解 的 (intractable) 图 处 理 问题 是 这 样 的 问题 ， 尚 没有 一 个 已 知 算法 可 以 保证 在 合理 
时 间 求 解 此 问题 。 这 些 问 题 都 有 一 个 特点 ， 就 是 使 用 蛮 力 法 通过 穷尽 所 有 可 能 性 来 求解 问 
题 。 我 们 将 这 类 问题 看 作 难 解 问题 ， 因 为 有 太 多 种 情况 要 考虑 。 这 类 问题 很 广泛 ， 包 括 我 们 
希望 知道 如 何 求解 的 很 多 重要 问题 。 术 语 NP- 难 (NP-hard) 描述 了 此 类 问题 。 大 多 数 专家 
认为 对 于 这 些 问题 不 存在 有 效 的 算法 ， 我 们 将 在 第 八 部 分 详细 讨论 此 术语 及 看 法 的 基础 。 在 
17.7 市 讨论 的 哈密 顿 回 路 问题 就 是 NP- 难 的 图 处 理 问 题 的 一 个 例子 ， 以 下 列 出 的 问题 也 归 为 
此 类 。 

最 长 路 径 ”在 一 个 图 中 ， 连 接 两 个 给 定 顶 点 的 最 长 简单 路 径 是 什么 ? 尽管 它 看 上 去 与 最 
短路 径 问 题 相 似 ， 这 个 问题 是 哈密 顿 回路 问题 的 一 种 版 本 ， 且 是 NP- 难 的 。 

可 着 色 性 ”是 否 存 在 一 种 方法 可 以 使 用 大 种 颜色 对 图 中 的 每 个 顶点 着 色 ， 使 得 不 存在 连 
搁 两 个 着 相同 颜色 顶点 的 边 ? 这 类 问题 对 于 丰 =2 时 是 简单 的 〈 见 练习 18.4) ， 但 对 于 大 =3 
时 则 是 NP- 难 问题 。 

独立 集 ”存在 一 些 图 顶点 的 子 集 ， 其 中 任何 两 个 顶点 都 没有 边 相 连 ， 那 么 满足 这 种 性 质 
的 最 大 顶点 子 集 的 规模 如 人 和 何 ? 正如 我 们 在 与 欧 拉 回路 问题 和 哈密 顿 回路 问题 对 比 时 所 看 到 
的 ， 这 个 问题 是 NP- 难 的 ， 虽 然 它 看 上 去 与 匹配 问题 很 相似 ， 但 后 者 是 在 多 项 式 内 求解 的 
问题 。 

团 对 于 一 个 给 定 的 图 ， 其 中 最 大 团 (完全 子 图 ) 的 规模 是 多 少 ? 这 个 问题 推广 了 部 
分 平面 性 问题 ， 因 为 如 果 最 大 团 中 有 4 个 以 上 的 顶点， 那么 这 个 图 就 不 是 平面 的 。 

这 些 间 题 都 形式 化 为 存在 性 (existence) 问题 。 问 题 是 确定 是 否 存 在 特定 子 图 。 有 些 
问题 是 问 某 个 特定 类 型 的 最 大 子 图 的 规模 ， 我 们 可 以 通过 存在 性 问题 的 框架 来 解 此 问题 ， 
测试 是 否 存 在 大 小 为 £ 且 满足 此 性 质 的 子 图 ， 然 后 使 用 二 又 查找 找 出 最 大 子 图 。 实 际 中 ， 
我 们 通常 想 要 找 出 一 个 完整 的 解决 方案 。 这 可 能 要 难得 多 。 例 如 ， 著 名 的 4 色 定 理 (four- 
color theorem) 告诉 我 们 : 可 能 只 使 用 4 种 颜色 就 能 对 一 个 平面 图 中 的 所 有 顶点 着 色 ， 并 
满足 不 存在 连接 两 个 同色 顶点 的 边 。 但 是 对 于 一 个 特定 的 平面 图 ， 定 理 并 没有 告诉 我 们 
如 何 对 图 中 的 项 点 进行 着 色 : 知道 一 种 着 色 存 在 并 不 能 帮助 我 们 找到 此 问题 的 一 个 完整 
的 解决 方案 。 另 一 个 著名 的 例子 是 旅行 商 (salesperson) 问题 ， 要 求 找 出 经 过 一 个 加 权 图 
中 所 有 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 这 个 问题 与 哈密 顿 回路 问题 有 关 : 但 肯定 不 会 比 它 简单 : 
如 果 我 们 不 能 找 出 哈密 顿 回路 间 题 的 一 个 高 效 解 ， 我们 就 不 能 期 望 找 出 旅行 商 问题 的 一 
个 高 效 解 。 通 常 ， 在 面 对 这 些 困 难 的 问题 时 ， 我们 先 处 理 这 些 不 能 解决 问题 的 最 简单 版 
本 。 对 于 存在 性 问题 可 以 沿用 通常 的 做 法 ,但 是 它们 在 理论 上 也 起 着 重要 的 作用 ,我 们 
将 在 第 8 部 分 看 到 。 

这 里 所 列 出 的 问题 只 不 过 是 已 证 实 的 数 以 干 计 NP- 难 问题 中 的 几 个 。 它 们 在 各 种 类 型 的 
计算 应 用 中 都 会 出 现 ; 在 图 处 理 领域 中 它们 尤其 常见 ， 因 此 在 本 书 中 我 们 必须 知道 存在 这 些 
问题 。 

注意 我 们 一 直 坚 持 我 们 的 算法 在 最 坏 情 况 下 也 能 保证 有 效 。 也 许 应 该 考虑 对 特定 输入 咒 
效 的 算法 (未必 是 最 坏 情 况 ) 。 类 似 地 ， 很 多 问题 都 小 及 优化 (optimization) 。 但 可 能 满足 一 
.条 长 路 径 (未 必 是 最 长 ) 或 一 个 大 的 团 (未 必 是 最 大 团 )。 对 于 图 处 理 问题 ， 很 容易 为 实际 
出 现 的 图 找到 一 个 好 的 答案 ， 对 于 从 未 见 过 的 假想 图 ， 我 们 其 至 对 于 寻找 一 个 找 出 此 问题 最 
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优 解 的 算法 不 感 兴趣 。 实 际 上 ， 难 解 问题 常常 可 以 使 用 直接 法 或 类 似 程序 17. 12 的 通用 算法 
求解 ， 虽 然 它们 在 最 坏 情况 下 有 指数 的 运行 时 间 ， 但 对 于 实际 中 出 现 的 某 些 问题 实例 ， 仍 然 
可 以 快速 求解 〈 或 找到 一 个 好 的 近似 解 ) 。 我 们 不 愿 使 用 一 个 将 会 崩溃 或 对 于 某 些 输入 将 产 
生 不 好 结果 的 程序 ， 但 有 时 确实 使 用 了 一 些 对 于 特定 输入 在 指数 时 间 内 运行 的 程序 。 我 们 将 
在 第 8 部 分 讨论 这 种 情况 。 

还 有 许多 研究 结果 表明 ， 即 使 放宽 一 些 限 制 ， 各 种 难处 理 的 问题 仍然 是 难处 理 的 。 而 
且 ， 还 有 许多 我 们 无 法 解决 的 特定 实际 问题 ， 因 为 没有 人 知道 一 个 足够 快 的 算法 。 在 本 书 的 
这 一 部 分 中 ,我们 将 在 遇 到 这 些 问题 时 将 其 标 为 NP- 难 问题 ， 并 将 此 标记 的 含义 解释 为 (至 
少 如 此 解释 ) : 我 们 不 期 望 能 够 找到 可 以 解决 这 些 问 题 的 高 效 算法 ， 而 且 如 果 不 使 用 高 级 技 
术 ， 我 们 也 不 打算 对 其 进行 处 理 〈 除 非 可 能 使 用 蛮 力 法 来 解决 小 问题 ) 。 

还 有 一 些 图 处 理 问 题 ， 其 难度 是 未 知 的 《unknown)。 对 于 这 些 问题 ， 既 不 知道 其 存在 
高 效 的 算法 ， 也 未 认定 它们 是 NP- 难 问题 。 随 着 我 们 对 图 处 理 算法 和 图 性 质 了 解 的 增多 ， 其 
中 一 些 问 题 会 成 为 易 处 理 问题 ， 甚 至 成 为 简单 问题 。 以 下 这 个 重要 的 自然 问题 ， 我 们 已 经 遇 
到 过 ( 见 图 17-2) ， 是 此 类 中 最 著名 的 问题 。 

图 同 构 ”通过 对 顶点 重 命名 ， 能 否 使 两 个 给 定 的 图 相同 ? 对 于 一 些 特殊 类 型 的 图 ， 已 经 
知道 对 此 问题 有 一 些 高 效 的 算法 ,但 是 一 般 问题 的 难度 仍 是 未 确定 的 。 

与 我 们 考虑 过 的 其 他 类 型 的 问题 相 比 ， 内 在 难度 未 知 的 重要 问题 少 之 又 少 ， 因 为 在 过 去 
的 数 十 年 中 已 经 对 此 领域 做 了 深入 的 研究 。 在 这 一 类 问题 中 ， 有 一 些 特定 问题 ， 比 如 同 构 问 
题 有 着 极 大 的 实际 意义 ; 此 类 中 其 他 问题 的 意义 则 主要 在 于 不 能 做 其 他 分 类 。 

对 于 简单 算法 类 ， 我 们 习惯 于 将 不 同 的 最 坏 情 况 性 能 特性 与 算法 进行 比较 ， 并 试图 通过 
分 析 和 实验 测试 预测 出 性 能 。 对 于 图 处 理 ， 这 些 任 务 尤 其 困难 ， 这 是 由 于 对 于 可 能 在 实际 中 
出 现 的 各 类 图 ， 要 描述 其 特性 存在 着 难度 。 幸 运 的 是 ,许多 重要 的 经 典 算法 都 有 最 优 的 或 接 
近 于 最 优 的 最 坏 情 况 性 能 ， 或 者 其 运行 时 间 仅 取决 于 顶点 数 和 边 数 ， 而 不 是 依赖 于 图 结构 ; 
因此 我 们 可 以 关注 实现 的 改进 ， 并 仍 能 自信 地 预测 性 能 。 

总 之 ， 对 于 图 处 理 ， 已 有 大 量 的 问题 和 算法 。 表 17-2 对 我 们 已 经 讨论 过 的 一 些 内 容 
作 了 总 结 。 对 于 不 同类 型 的 图 (有 向 图 、 加 权 图 、 二 分 图 、 和 平面图、 稀疏 图 和 稠密 图 ) ， 
每 个 问题 都 有 不 同 的 版 本 ， 而 且 有 数 以 千 计 的 问题 和 算法 需要 考虑 。 我 们 当然 不 能 期 户 
解决 可 能 遇 到 的 每 个 问题 ， 而 且 某 些 看 上 去 简单 的 问题 可 能 连 专家 都 无 法 解决 。 我 们 往 
往 会 自然 地 做 出 预计 ， 认 为 把 简单 问题 从 难处 理 问题 中 区 别 出 来 应 该 没 问 题 ， 但 所 讨论 
的 许多 例子 都 表明 ， 对 于 某 个 问题 ， 即 使 要 将 它 大 致 分 为 某 一 类 ， 也 可 能 会 变 成 一 个 重 
要 的 研究 挑战 。 

随 着 我 们 对 图 和 图 算法 了 解 的 增加 ， 给 定 的 问题 可 能 会 从 某 一 类 变 为 另 一 类 。 尽 管 20 
世纪 70 年 代 进 行 了 大 量 的 研究 活动 ， 而 且 自 此 以 后 很 多 研究 人 员 都 做 了 深入 的 工作 ， 但 我 
们 讨论 的 所 有 问题 将 来 仍 有 可 能 归 为 “简单 问题 ”( 可 以 用 某 个 简洁 、 高 效 且 可 能 容 智 的 算 
法 解决 ) 。 

上 面 已 经 对 有 关 背 景 作 了 介绍 ， 下 面 把 重点 放 在 各 种 实用 的 图 处 理 算 法 上 。 我 们 可 以 解 
决 的 问题 确实 会 经 常 出 现 ， 所 研究 的 图 算法 在 相当 多 的 应 用 中 都 能 很 好 地 发 挥 作用 ， 而 且 对 
于 许多 需要 处 理 的 其 他 问题 ， 这 些 算 法 尽管 不 能 保证 有 高 效 的 解决 方案 ， 但 仍 可 作为 解决 这 
些 问 题 的 基础 。 
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表 17-2 经 典 图 处 理 问 题 的 难度 


此 表 概 述 了 正文 中 所 讨论 的 各 种 图 处 理 问题 的 相对 难度 ， 并 对 这 些 问 题 做 了 主观 性 比较 。 这 些 例子 不 仅 表明 问题 
难度 的 范围 ， 而 且 表 明 对 一 个 给 定 的 问题 进行 分 类 是 一 个 挑战 性 的 任务 。 


E T | ? 





无 向 图 
连通 性 ， 

一 般 连 通 性 * 

欧 拉 回 路 ， 

哈密 顿 回路 ， 
二 分 匹配 ， 

最 大 匹配 ， 

平面 性 ， 

最 大 团 : ， 
2- 可 着 色 性 ， 

3- 可 着 色 性 ， 
最 短路 径 ， 

最 长 路 径 
顶点 覆盖 ， 
同 构 ， 
有 向 图 

传递 闭 包 ， 

强 连 通 性 ， 

奇数 长 度 环 * 

偶数 长 度 环 ， 
加 权 图 

最 小 生成 树 ， 

旅行 商 ， 
网 

最 短路 径 〈 非 负 权 值 ) sx 

最 短路 径 〈 负 权 值 ) 
最 大 流 ， 

指派 ， 

最 小 成 本 流 


说 明 : E 容易 (Easy) 一 一 已 知 的 高 效 经 典 算法 ( 见 本 部 分 参考 文献 ) 
T 易 解 的 (Tractable) 一 一 解 存在 〈 实 现 困难 ) 
1 难 解 的 (Intractable) 一 一 没有 已 知 的 高 效 解 (NP- 难 ) 
? ”未知 问题 (Unknown) 
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练习 
e 17. 109 试 证 明 图 17-24 中 描述 的 两 个 图 都 不 是 平面 图 。 
17. 110 编写 一 个 邻接 表 表 示 (程序 17.6) 的 函数 ， 确 定 是 否 一 个 图 包含 图 17-24 中 描述 
的 图 。 使 用 蛮 力 算法 ， 测试 团 的 5 个 顶点 的 所 有 可 能 子 集 以 及 完全 二 分 图 的 6 个 顶点 的 所 有 
可 能 子 集 。 注 意 : 这 种 测试 并 不 足以 说 明 一 个 图 是 否 是 平面 图 ， 因 为 它 有 可 能 忽略 了 一 个 条 
件 ， 即 在 一 些 子 图 中 删除 度数 为 2 的 顶点 可 能 会 得 出 两 个 禁止 子 图 中 的 一 个 。 
17. 111 画 出 下 图 ， 要 求 没 有 交叉 边 ， 或 证 明 无 法 画 出 这 样 的 图 。 

3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-0 2-9 0-6 4-9 2-6 

6*4 1-5 8-2 9-0 8-3 4-5 2-3 1-6 3-5 7-6 
17. 112 使 用 3 种 颜色 ， 找 出 一 种 对 下 图 进行 着 色 的 方式 ,满足 不 存在 连接 两 个 相同 颜色 
的 顶点 的 边 ， 或 证 明 无 法 实现 这 种 着 色 。 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-0 2-9 0-6 4-9 2-6 
6-4 1-5 8-2 9-0 8-3 4-5 2-3 1-6 3-5 7-6 


17. 113 对 于 下 图 求解 独立 集 问 题 。 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-0 2-9 0-6 4-9 2-6 
6-4 1-5 8-2 9-0 8-3 4-5 2-3 1-6 3-5 7-6 


17. 114 对 于 一 个 阶 为 n 的 de Bmijn 图 ， 其 最 大 团 的 规模 是 多 大 ? 





第 18 章 图 搜索 


我 们 通常 通过 系统 地 检查 图 中 的 每 个 顶点 和 每 条 边 来 学 习 其 性 质 。 如 果 只 是 检查 每 条 边 
(以 任何 一 种 顺序 ) ， 那 么 确定 一 些 简单 的 性 质 (例如 ,计算 所 有 顶点 的 度数 ) 是 很 容易 的 。 
图 的 许多 其 他 性 质 都 与 路 径 有 关 ， 因 而 ， 学 习 它 们 的 一 种 自然 方式 是 沿 着 图 的 边 从 一 个 顶点 
移动 到 另 一 个 顶点 。 我 们 考虑 的 几乎 所 有 图 处 理 算法 都 使 用 这 个 基本 抽象 模型 。 在 这 一 音 
里 ， 我 们 考虑 基本 的 图 搜索 算法 ， 并 使 用 这 种 方法 在 图 中 移动 ,在 此 过 程 中 学 习 图 的 结构 
性 质 。 

这 种 方式 的 图 搜索 等 价 于 探索 迷宫 。 具 体 地 说 ， 迷 宫 中 的 通道 对 应 图 中 的 边 ， 迷 宫 中 通 
道 交 又 的 点 对 应 图 中 的 顶点 。 当 一 个 程序 由 于 边 v-w 改变 了 从 顶点 v 到 顶点 w 的 一 ”个 变量 的 
值 时 ， 我 们 就 将 它 看 作 迷 富 中 的 一 个 人 从 点 > 移动 到 点 w。 通 过 考察 系统 性 的 迷宫 探索 开始 
本 章 的 讨论 。 与 此 过 程 对 应 ， 我 们 将 看 到 基本 的 图 搜索 算法 是 如 何 通过 图 中 的 每 条 边 和 每 个 
顶点 的 。 

特别 地 ， 递 归 深 度 优先 搜索 ( depth-first search，DFS) 算法 恰好 对 应 于 18.1 节 中 的 特定 
的 迷宫 探索 策略 。DFS 是 一 种 经 典 且 使 用 广泛 的 算法 ， 已 经 用 于 解决 了 连通 性 和 很 多 其 他 的 
图 处 理 问 题 。 此 基本 算法 有 两 种 简单 实现 : 一 种 是 递归 实现 ， 另 一 种 使 用 显 式 栈 。 用 一 
FIFO 队列 代替 栈 则 得 到 另 一 个 经 典 算 法 ， 广 度 优 先 搜 索 (breadth-first search，BFS)， 该 算 
法 用 于 解决 与 最 短路 径 有 关 的 另 一 类 图 处 理 问题 。 

本 章 的 主要 专题 是 DFS、BFS、 相 关 算 法 以 及 它们 在 图 处 理 中 的 应 用 。 我 们 在 第 5 章 简 
要 介绍 了 DFS 和 BFS; 在 此 我 们 将 从 最 基本 的 原则 开始 讨论 。 在 对 图 搜索 ADT 函数 的 内 容 
进行 扩展 后 ， 将 用 于 求解 各 种 图 处 理 问题 ， 并 使 用 它们 来 表明 各 种 图 算法 之 间 的 关系 。 特 别 
是 ,我 们 将 讨论 一 种 通用 的 图 搜索 算法 ， 其 中 包括 很 多 经 典 的 图 处 理 算法 ， 有 DFS 和 BFS。 

作为 展示 这 些 基本 图 处 理 方法 用 于 解决 更 复杂 问题 的 应 用 ， 我们 考虑 求解 各 种 其 他 图 处 
理 问题 的 连通 分 量 、 双 连通 分 量 、 生 成 树 以 及 最 短路 径 的 算法 。 这 些 实现 代表 了 我 们 在 第 
19 ~22 章 将 要 用 于 求解 更 困难 问题 的 典型 方法 。 

本 章 最 后 讨论 在 图 算法 分 析 中 所 涉及 的 基本 问题 ， 这 里 的 用 例 是 比较 图 中 求解 连通 分 量 
数 的 几 种 不 同 算法 。 


18. 1 探索 迷宫 


根据 一 个 具有 悠久 历史 且 著 名 的 等 价 问题 ( 见 本 部 分 参考 文献 ) 来 考虑 搜索 一 个 图 的 
过 程 是 有 局 发 性 的 : 找 出 通过 由 交叉 点 连接 的 通道 所 组 成 的 迷宫 的 方式 。 本 节 提 出 了 一 种 详 
细 的 基本 方法 研究 ， 来 探索 任何 给 定 迷 富 的 每 一 个 通道 。 某 些 迷 宫 可 用 简单 规则 进行 处 理 ， 
但 是 大 多 数 的 迷 宣 都 需要 一 种 更 为 复杂 的 策略 〈 见 图 18-1) 。 使 用 术语 迷宫 〈maze) 而 不 是 
图 (graph) ， 通 道 (passage) 而 不 是 边 (edge)， 交 又 点 (intersection) 而 不 是 顶点 (ver- 
tex) ， 这 只 是 语义 上 的 区 别 ， 但 是 就 目前 而 言 ， 这 样 做 会 帮助 我 们 更 直观 地 认识 问题 。 

自古 以 来 ， 我 们 就 知道 探索 迷 定 而 不 迷路 的 技巧 〈 至 少 可 以 追 潮 到 特 修 斯 和 米 诺 托 的 传 
说 ) ， 就 是 在 我 们 身后 抛 开 一 个 线 球 。 这 根 线 可 以 保证 我 们 总 是 可 以 找到 一 个 出 口 ， 但 我 们 
还 关心 确实 能 够 探索 迷宫 的 每 一 部 分 ， 而且 除非 万 不 得 已 ， 我 们 并 不 想 走 回头 路 。 为 了 达到 
这 些 日 标 ， 就 需要 一 些 方 法 来 标记 到 过 的 地 方 。 也 可 以 使 用 线 来 达到 这 些 目 的 。 但 我 们 采用 
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另 一 种 方法 ， 可 以 更 接近 地 为 计算 机 实现 建 模 。 

假设 每 个 交叉 点 都 有 灯 ， 而 且 开 始 时 这 些 灯 都 是 关 着 的 ， 另 外 在 每 个 通道 的 两 端 都 有 
门 ， 开 始 时 也 是 关 着 的 。 进 一 步 假 设 这 些 门 有 窗户 ， 而 且 灯 光 足 够 强 ， 通 道 足够 赴 ， 以 至 于 
在 通道 的 一 端 开 门 就 能 确定 通道 另 一 端的 交叉 点 是 否 是 亮 着 的 〈 即 使 另 一 端的 门 是 关 着 
的 ) 。 我 们 的 目标 是 打开 所 有 的 灯 和 所 有 的 门 。 为 了 达到 这 个 目标 ， 我 们 需要 遵循 一 组 规 
则 。 以 下 的 迷宫 探索 策略 ， 称 为 Trémaux 探索 ， 至 少 从 19 世纪 以 来 就 为 人 们 所 知 了 ( 见 本 
部 分 参考 文献 ) : 

( i ) 如 果 在 当前 的 交叉 点 没有 关 着 的 门 ， 则 转向 第 ( 道 ) 步 ; 和 否则 ， 打 开通 向 当前 交 
叉 点 的 任何 通道 上 关闭 的 门 (并 使 这 扇 门 一 直 开 着 )。 / 

( 让) 如 果 你 能 看 到 通道 另 一 端的 交叉 点 已 经 是 亮 着 的 ， 则 尝试 一 下 当前 交叉 点 的 另 一 
扇 门 (第 ( i ) 步 )。 否 则 (如果 看 到 通道 另 一 端的 交叉 点 上 灯 没 开 ) ， 则 沿 着 
通道 走 到 该 交叉 点 ， 边 走边 放 线 绳 ， 开 灯 ， 并 转 到 第 ( i ) 步 。 

(证 ) 如 果 当 前 交叉 点 的 所 有 门 是 打开 的 ， 则 检查 是 否 回 到 了 起 始点 。 如 果 是 ， 就 停 
止 。 否则 ， 利 用 线 绳 返回 到 首次 带 你 到 该 交叉 点 的 通道 上 ， 边 走边 放 线 绳 ， 并 寻 
找 另 一 扇 关 着 的 门 〈 也 就 是 说 ， 返 回 到 第 ( i ) 步 )。 


图 18-1 探索 迷宫 
我 们 可 以 遵循 一 个 诸如 “保持 右手 靠 墙 ” 的 简单 规则 ， 探 索 一 个 简单 迷宫 中 的 每 条 通道 。 对 于 图 中 左面 的 迷 
宫 ， 沿 用 这 个 规则 可 以 探索 整个 迷宫 ， 经 历 每 个 方向 的 每 条 通道 一 次 。 但 是 如 果 在 一 个 带 有 环 路 的 迷宫 中 使 用 这 个 
规则 ， 则 可 能 回 到 起 始点 而 无 法 探索 整个 迷宫 。 如 图 中 右面 的 迷宫 所 示 。 

图 18-2 和 图 18-3 描述 了 遍历 一 个 简单 图 的 过 程 ， 实 际 上 表明 ， 对 于 此 例 ， 每 个 灯 都 将 
打开 ， 每 个 门 也 会 打开 。 这 些 图 只 是 显示 了 很 多 可 能 的 探索 中 的 一 种 ， 因 为 我 们 可 以 随意 地 
按照 任何 顺序 打开 各 个 交叉 点 上 的 门 。 可 以 使 用 数学 归纳 法 来 表明 这 种 方法 总 是 高 效 的 ， 这 
是 一 个 很 有 意思 的 练习 。 

性 质 18. 1 采用 Tré6maux 迷宫 探索 ， 可 以 打开 迷宫 中 的 所 有 的 灯 和 所 有 的 门 ， 并 返回 
到 起 始 位 置 。 

证 明 ”为 了 使 用 递归 法 证 明 这 个 断言 ， 首 先 注 意 到 ， 显 然 对 于 只 有 一 个 交叉 点 且 没 有 通 
道 的 迷 富 断言 成 立 ， 因 为 只 需 打 开 那 个 灯 即 可 。 对 于 包含 不 止 一 个 交叉 点 的 迷宫 ， 假 设 此 性 
质 对 于 更 少 交叉 点 的 所 有 迷宫 都 成 立 。 证 明 能 够 访问 所 有 交叉 点 就 足够 了 ， 因 为 我 们 打开 了 
所 访问 的 交叉 点 的 所 有 门 。 现 在 ， 考 虑 由 第 一 个 交叉 点 出 发 的 第 一 条 通道 ， 并 将 交叉 点 划分 
为 两 个 子 集 : ( i ) 经 过 该 通道 可 达 且 不 需 返 回 到 起 始 位 置 的 交叉 点 ; 以 及 〈ilE) 如 果 不 返 
回 起 始点 就 不 能 由 该 通道 到 达 的 交叉 点 。 由 归纳 假设 可 得 ， 我们 知道 可 以 访问 《1 ) 中 的 
所 有 交叉 点 〈 忽 略 返回 起 始 交叉 点 的 任何 通道 ， 该 通道 是 亮 的 ) ， 并 返回 到 起 始点 结束 。 然 
后 ， 再 次 应 用 归纳 假设 可 得 ， 我 们 访问 了 (让 ) 中 的 所 有 交叉 点 (忽略 了 ( 1 ) 中 从 起 始 
点 到 交叉 点 的 通道 ， 它 们 都 是 亮 的 ) 。 于 

为 了 使 用 归纳 法 证 明 Tremaux 迷 官 探索 ， 图 18-4 中 对 迷宫 进行 了 分 解 。 








出 出 光世 也 


图 18-2 Trémaux 迷宫 探索 示例 

在 此 图 中 ， 尚 未 访问 的 地 方 以 灰色 标 出 (上 暗 )， 已 访问 的 地 
方 以 白色 标 出 ( 亮 )。 我 们 假设 变 叉 点 处 有 灯 ， 当 我 们 打开 通道 
两 端 灯 亮 的 交叉 点 的 门 时 ， 通 道 就 亮 了 。 为 了 探索 这 个 迷宫 ,我 
们 从 0 开始， 取 通 道 走 到 2 (左上 图 )， 再 前 进 到 6, 4,，3 和 5， 
打开 该 通道 的 门 ， 并 在 走 过 时 打开 各 交叉 点 的 灯 ， 然 后 在 身后 留 
下 线 绳 轨迹 ( 左 图 )。 在 打开 从 5 到 0 的 门 时 ， 可 以 看 到 0 已 经 
是 亮 和 的 ， 因 此 跳 过 此 通道 (右上 图 )。 类 似 地 ， 还 要 跳 过 从 5 到 4 
的 通道 《右边 自 上 第 二 个 图 )， 这 样 除 了 从 5 退回 到 3， 再 退回 到 
4 外 ,没有 地 方 可 去 。 在 回 退 过 程 中 还 要 卷 起 线 绳 。 当 打开 从 4 
到 5 的 通道 上 的 门 时 ， 通 过 另 一 端 已 经 打开 的 门 ， 可 以 和 看 到 5 已 
经 开 灯 ， 因 此 ， 要 跳 过 这 条 通道 〈 右 下 图 )。 我 们 从 未 走 过 连 接 4 
和 5 的 通道 ， 但 是 因为 打开 了 两 端的 门 而 使 这 条 通道 是 亮 的 。 
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图 18-3 Trémaux 迷宫 探索 示例 ( 续 ) 

接 下 来 ， 再 前 进 到 7 (左上 图 )， 打 开门 ， 可 
以 看 到 0 是 亮 的 (左边 自 上 第 二 个 图 ) ， 然 后 再 前 
进 到 1 (左边 自 上 第 三 个 图 )。 到 此 ， 迷宫 的 大 部 
分 都 已 经 遍历 到 ， 我 们 沿 着 线 绳 再 回 到 起 始点 ， 
即 从 1 到 7 了 7， 再 到 4， 再 到 6， 再 到 2， 最 后 回 到 
0。 回 到 0 时 ， 通 过 检查 通 向 5 (右边 自 下 第 二 个 
图 ) 和 7 ( 右 下 图 ) 的 通道 ， 完 成 探索 ， 并 且 各 
条 通道 和 交叉 点 都 已 开 灯 。 同 样 ， 壕 接 0 到 5 和 0 
到 7 的 通道 也 是 亮 的 ， 这 是 因为 我 们 打开 了 两 端 
的 门 ， 但 是 并 没有 走 过 这 两 个 通道 。 





图 18-4 迷宫 分 解 
为 了 使 用 归纳 法 证 明 Trémaux 探索 可 以 将 我 们 带 到 迷宫 中 的 任何 一 个 位 置 ( 左 图 ) ， 我 们 去 掉 将 第 一 个 交叉 点 
与 由 第 一 个 通道 所 达 且 无 须 返 回 第 一 个 交 丸 点 的 任何 交叉 点 连接 的 所 有 边 ， 将 它 分 解 为 两 个 较 小 的 部 分 ( 右 图 )。 
由 图 18-2 和 图 18-3 的 详细 示例 中 可 得 ， 对 于 我 们 考虑 选取 的 每 个 通道 ， 会 出 现 4 种 可 
能 的 不 同情 况 ; 
( 1 ) 通道 是 暗 的 ， 所 以 选择 该 通道 。 
(ji ) 该 通道 曾 进 去 过 (其 中 有 我 们 的 线 强 )， 因 此 ， 利 用 它 退 出 (同时 卷 起 线 绳 ) 。 
( 卫 ) 通道 的 另 一 端的 门 是 关 着 的 〈 但 是 交叉 点 是 亮 着 的 ) ， 因 而 跳 过 该 通道 。 
(CIV) 通道 的 另 一 问 的 门 是 开 着 的 《而 且 交 叉 点 是 亮 着 的 ) ， 因 此 跳 过 此 通道 。 
第 1 种 和 第 2 种 情况 可 用 于 我 们 遍历 的 任何 通道 ， 首 先 在 一 端 ， 然 后 再 另 一 端 。 第 3 种 
和 第 4 种 情况 则 应 用 于 跳 过 的 所 有 通道 ， 先 是 一 端 ， 然 后 再 另 一 端 。 接 下 来 ， 我 们 来 看 如 何 
将 这 种 迷宫 探索 的 观点 直接 解释 为 图 搜索 。 
练习 
> 18. 1 假设 从 图 18-2 和 图 18-3 中 的 迷宫 删除 交叉 点 6 和 7 (以 及 所 有 连接 到 这 两 个 交叉 点 
的 通道 ) ， 并 增加 一 条 通道 连接 交叉 点 1 和 2。 按 照 图 18-2 和 图 18-3 的 样子 ， 显 示 对 
TréEmaux 探索 的 过 程 。 
o 18.2 在 对 图 18-2 和 图 18-3 中 所 示 的 迷宫 进行 Tréemaux 探索 时 ， 以 下 序列 中 ， 哪 一 个 不 能 
作为 各 交叉 点 开 灯 的 顺序 ? 
站 
6332326542327.125 


0-5-3-4-7-1-6-2 
0-7-4-6*2-1-3-5 


se 18. 3 要 使 用 Tréemaux 探索 遍历 图 18-2 和 图 18-3 中 描述 的 迷宫 ， 有 多 少 种 不 同 的 方法 ? 
18.2 深度 优先 搜索 


我 们 对 Tréemaux 探索 感 兴趣 的 原因 是 ， 通 过 这 项 技术 可 以 直接 得 到 遍历 图 的 经 典 递归 了 顶 
数 : 要 访问 一 个 项 点， 我 们 将 它 标记 为 已 被 访问 过 的 顶点 ， 然 后 〈 递 归 ) 访问 与 它 相 邻 且 
未 被 访问 的 所 有 顶点 。 我 们 在 第 3 章 和 第 5 章 简洁 地 讨论 了 这 种 方法 ， 并 用 于 解决 第 17. 7 
节 中 的 路 径 问题 。 这 种 方法 称 为 深度 优先 搜索 〈depth-first search，DFS)。 这 是 我 们 过 到 的 
最 重要 的 算法 之 一 。DFS 看 起 来 简单 ， 因 为 它 基 于 一 个 很 熟悉 的 概念 ， 且 很 容易 实现 。 事 实 
上 ， 它 是 一 个 非常 巧妙 且 强 大 的 算法 ， 在 很 多 困难 的 图 处 理 问 题 中 都 要 用 到 它 。 

程序 18. 1 是 DFS 的 一 种 实现 ， 它 访问 一 个 连通 图 中 的 所 有 顶点 和 所 有 边 ， 使 用 邻接 扰 
阵 表 示 。 如 常 ， 邻 接 表 表 示 的 对 应 数 只 是 访问 边 的 机 制 有 所 不 同 〈 见 程序 18.2) 。 就 像 我 
们 在 第 17. 7 节 讨 论 的 简单 路 径 搜索 函数 ， 其 实现 基于 一 个 递归 函数 ， 在 该 函数 中 使 用 了 一 
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个 全 局 数组 和 一 个 增 晤 计数 器 用 以 记录 顶点 被 访问 的 顺序 ， 从 而 对 顶点 做 出 标记 。 图 18-5 
显示 了 程序 18. 1 对 于 图 18-2 和 图 18-3 中 描述 的 示例 ,访问 边 和 顶点 的 顺序 的 轨迹 (也 见 
图 18-7)。 图 18-6 描述 了 使 用 标准 绘图 程序 的 同一 过 程 。 

这 些 图 说 明了 递归 DFS 的 动态 行为 ， 并 显示 了 与 迷宫 的 Tréemaux 探索 的 对 应 过 程 。 首 
和 完 ， 顶 点 索引 的 数组 对 应 着 交 义 点 中 的 灯 : 当 我 们 遇 到 连接 至 一 个 已 访问 顶点 的 一 条 边 时 
(看 见 通道 那 端 的 一 个 灯 )， 我 们 并 不 进行 递归 调用 来 走 过 这 条 边 (不 沿 着 这 条 通道 走 下 
去 )。 第 二 ,程序 中 的 函数 调用 - 返回 机 制 对 应 着 迷宫 中 的 线 绳 : 当 我 们 处 理 了 与 一 个 顶点 
相 邻 的 所 有 边 时 (探索 了 所 有 离开 交叉 点 的 通道 )， 则 “返回 ”( 一 语 双 关 )。 


程序 18. 1 深度 优先 搜索 ( 邻接 矩阵 ) 


此 代码 的 作用 是 使 用 一 个 通用 的 图 搜索 ADT 函数 ,初始化 计数 器 ent 为 0， 顶点 索引 数 
组 pre 中 的 所 有 元 素 为 -1， 然 后 对 于 每 个 连通 分 量 调用 search 图 数 一 次 〈 见 程序 18.3) ， 假 
设 调用 search(G，,，EDGE(v, v)) 将 同一 连通 分 量 中 的 所 有 顶点 标记 为 v CE pre 数组 中 
的 相应 元 素 设 为 非 负 )。 

这 里 ， 通 过 扫描 邻接 矩阵 中 的 每 一 行 ， 并 对 通 向 一 个 未 标记 顶 点 的 每 条 边 调用 自身 ， 使 
用 访问 连接 到 e. w 的 所 有 顶点 的 递归 消 数 dfsR 来 实现 search。 


#define dfsh search 
void dfsR(Graph G, Edge e) 
{ int t, w= e.Wi 
pre[w] = cnt++ ; 
for (t = 0; t < G->Vi t++) 
if (G->adj[w] [t] != 0) 
if (pre[t] == -1) 
dfsR(G, EDGE(w, t)),; 
} 


对 于 迷宫 中 的 每 个 通道 ， 我 们 都 遇 到 了 两 次 (通道 两 端 分 别 遇 到 一 次 )， 同 样 ， 对 于 图 
中 的 每 条 边 也 遇 到 了 两 次 〈 边 的 两 个 顶点 分 别 遇 到 一 次 ) 。 在 Tréemaux 探索 中 ， 我们 打开 了 
每 个 通道 两 端的 门 ; 在 一 个 无 向 图 的 DFS 中 ， 我 们 会 分 别 检查 每 条 边 的 两 个 表示 。 如 果 遇 
到 一 条 边 v-w， 要 么 做 一 个 递归 调用 (如果 w 未 被 标记 ) ， 要 么 跳 过 这 条 边 ( 如 果 w 已 被 标 
记过 )。 下 次 在 其 相反 的 方向 w-v 遇 到 这 条 边 时 ， 我 们 总 是 会 将 其 忽略 ， 因 为 可 以 肯定 目标 
顶点 v" 已 经 访问 过 (在 第 一 次 遇 到 这 条 按时 就 进行 了 访问 ) 。 

程序 18. 1 实现 的 DFS 和 图 18-2 和 18-3 中 描述 的 Tréemaux 探索 之 间 的 一 个 差别 有 必要 秦 
时 间 来 理解 ， 虽 然 在 很 多 时 候 不 尽 合理 。 当 我 们 从 顶点 vv 移动 到 顶点 w 时 ， 还 没有 检查 邻接 
表 中 的 任何 元 素 ， 这 些 元 素 对 应 图 中 从 w 到 其 他 顶点 的 边 。 特 别 是 ,我 们 知道 从 w 到 wv 有 一 
条 边 ， 且 在 到 达 它 时 会 忽略 此 边 (因为 sz 已 经 标记 为 已 访问 过 )。 这 一 决定 所 发 生 的 时 间 与 
Trémaux 探索 中 有 所 不 同 ， 对 于 后 者 ， 从 vw 第 一 次 指向 w 时 会 打开 对 应 于 此 边 的 门 。 如 果 我 
们 在 进入 这 些 门 时 将 它们 关闭 ， 并 在 走出 这 些 门 时 将 其 打开 (用 线 绳 来 识别 通道 )， 就 可 以 
在 DFS 和 Trémaux 探索 之 间 做 到 完全 一 致 的 对 应 。 

我 们 向 递归 过 程 传递 一 条 边 ， 而 不 是 向 它 传递 目的 顶点 ， 因 为 这 条 边 会 告诉 我 们 如 何 到 
达 这 个 顶点 。 知 道 了 边 就 相当 于 知道 了 哪 条 通道 通 向 迷宫 中 的 一 个 特定 的 交叉 点 。 这 个 信息 
在 很 多 DFS 函数 中 很 有 用 。 当 只 是 记录 哪些 顶点 被 访问 过 时 ， 这 个 信息 影响 有 限 ; 但 更 有 
趣 的 问题 需要 我 们 知道 源 于 何 处 。 
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图 18-5 DFS 轨迹 

对 于 对 应 图 18-2 和 图 18-3 中 示例 
的 邻接 矩阵 表示 法 (上 图 )， 此 图 显示 
了 DFS 检查 边 和 项 点 顺序 的 轨迹 ， 随 着 
搜索 的 行进 ， 跟 踪 pre 数组 〈 右 图 ) 中 
的 内 容 ( * 表示 -1， 表示 未 见 过 的 顶 
点 )。 对 于 图 中 的 每 条 边 ， 在 轨迹 中 有 
两 行 (每 行 代表 一 个 方向 )。 缩 排 表示 
递归 的 层次 。 
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图 18-6 深度 优先 搜索 

这 些 图 是 对 图 18-5 中 描述 的 过 程 的 一 种 图 形 显示 ， 它 们 显示 了 
DFS 运行 中 的 递归 调用 树 。 图 中 的 黑色 粗 边 对 应 于 DFS 树 中 的 边 ， 
DFS 树 显 示 在 每 个 图 的 右 侧 。 阴 影 边 则 是 下 次 向 树 中 添加 的 候选 边 。 
在 开始 阶段 〔 堪 图) ， 树 是 沿 着 直线 向 下 扩展 ， 此 时 分 别 对 0、2、6 
和 4 进行 递归 调用 ( 左 图 )。 然 后 对 3 进行 递归 调用 ， 然 后 是 对 5 进 
行 北 归 调 用 (右边 上 面 两 个 图 ); 并 从 这 些 递归 调用 中 返回 ， 从 而 由 
4 对 7 做 递归 调用 (右边 倒数 第 二 个 图 )， 再 由 7 到 1 做 递归 调用 ( 右 
下 图 )。 
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图 18-6 还 描述 了 对 应 于 递归 调用 所 形成 的 树 ， 与 图 18-5 对 应 。 这 个 递归 调用 树 称 为 
DFS 树 (DFS tree) ， 它 是 对 搜索 过 程 的 一 种 结构 性 的 描述 。 如 我 们 将 在 18.4 节 中 所 看 到 的 ， 
只 要 通 当 地 改进 DFS 树 ， 就 可 以 完全 地 描述 搜索 过 程 


的 动态 行为 ， 而 不 只 是 描述 调用 结构 。 cece 
同样 的 基本 模式 也 对 图 的 邻接 表 表 示 有 效 ， 如 程 。 a 上 ET 
序 18. 2 中 所 述 。 如 常 ， 不 是 通过 扫描 邻接 矩阵 的 一 。 :| 本 -Te 
行 而 是 通过 扫描 该 顶点 的 邻接 表 来 找 出 与 给 定 顶点 邻 《| 十 -eeISE-TeviD 
接 的 顶点 。 和 以 前 一 样 ， 我 们 遍历 〈 经 由 递归 调用 ) “| Te 3] 
连接 到 那些 尚未 访问 的 顶点 的 所 有 边 。 如 果 图 中 出 现 。 “| LEI-EGD 
自 环 和 重复 边 ， 程 序 18. 2 中 的 DFS 会 将 其 忽略 , 因 [LI 
而 不 存在 从 邻接 表 中 去 除 它们 的 麻烦 。 
对 于 邻接 矩阵 表示 法 ， 我 们 按照 编号 次 序 检查 依 0o-0 ee 
附 于 每 个 顶点 的 边 ; 对 于 邻接 表 表 示 法 ， 则 按照 它们 0-7 ne 


出 现在 邻接 表 中 的 次 序 进行 检查 。 这 种 差别 就 导致 了 5 02*wwky*1 

不 同 递归 搜索 算法 的 动态 性 ， 如 图 18-7 所 示 。DFS 发 7-0 

现 图 中 边 和 顶点 的 顺序 完全 取决 于 图 表示 中 邻接 表 中 -0 | 

边 所 出 现 的 次 序 。 我 们 也 可 能 按照 不 同 的 次 序 检查 邻 6-4 

接 矩 阵 每 一 行 中 的 元 素 ， 这 样 就 得 到 另 一 种 搜索 的 动 人 

态 行为 〈 见 练习 18.5) 。 2-6 

尽管 存在 这 些 可 能 性 ， 关 键 的 事实 仍然 成 立 ， 就 4-5 025*3641 

是 DFS 访问 连接 到 起 始 顶点 的 所 有 边 和 所 有 顶点 ， 而 | 

不 论 其 以 何 种 次 序 来 检查 依附 于 每 个 顶点 的 边 。 这 个 5-3 ”02573641 
事实 是 性 质 18. 1 的 直接 结果 ， 因 为 此 性 质 的 证 明 并 

不 取决 于 在 任何 给 定 的 交叉 点 上 打开 门 的 次 序 。 我 们 4-7 

考察 的 所 有 基于 DFS 的 算法 都 具有 这 个 相同 的 基本 性 

质 。 尽 管 这 些 算法 操作 的 动态 行为 可 能 变化 很 大 ， 这 0-2 


取决 于 图 的 表示 和 搜索 的 实现 细节 。 弟 归结 构 给 出 了 


图 18-7 DFS 轨迹 (邻接 表 ) 


一 种 使 我 们 对 图 自身 进行 相关 推理 的 方法 ， 无论 其 如 
何 表示 ， 也 不 管 我 们 选择 何 种 次 序 检查 依附 于 每 个 项 
成 的 边 。 


对 于 图 18-5 所 示 的 同一 个 图 的 邻接 表 
表示 ， 此 轨迹 显示 了 DFS 检查 边 和 顶点 的 
次 序 。 


程序 18.2 深度 优先 搜索 ( 邻接 表 ) 


此 dfsR 的 实现 是 用 邻接 表 表示 图 的 DFS。 该 算法 与 邻接 矩阵 表示 的 相应 算法 (程序 
18. 1) 一 样 : 要 访问 一 个 顶点 ， 先 对 它 进行 标记 ， 然 后 扫描 依附 它 的 边 ， 在 遇 到 通 门 一 个 
未 标记 的 顶点 的 边 时 ， 进 行 递归 调用 。 : 


void dfsR(Graph G, Edge e) 
{ link t; int w= @.W; 
pre[w] = cntt+; 1] 
for (t = G->adj[w]; t != NULL; 七 = t->next) 
if (prelt->v] == -1) 
dfsR(G, EDGE(w, t->v)):; 
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练习 
18.4 按照 图 18-5 的 样式 ,显示 下 图 的 标准 邻接 和 矩阵 DFS 所 做 的 递归 函数 调用 轨迹 。 


0-2 0-5 1-2 3-4 4-5 3-5 


y 


画 出 对 应 的 DFS 递归 调用 树 。 

18.5 按照 图 18-6 的 样式 ， 如 果 修 改 搜索 函数 ， 使 得 按照 逆序 扫 撒 顶点 (从 -1 降 至 0)， 
显示 搜索 的 过 程 。 

18. 6 使 用 独立 于 表示 的 ADT 函数 处 理 练 习 17. 60 中 的 边 表 ， 实 现 DFS。 


18.3 图 搜索 ADT 函数 


DFS 以 及 本 章 稍 后 考虑 的 其 他 图 搜索 方法 都 会 涉及 沿 着 图 中 从 项 点 到 顶点 的 边 的 行进 ， 
目标 是 系统 地 访问 图 中 的 每 个 顶点 和 每 条 边 。 但 是 ， 沿 着 图 中 从 顶点 到 顶点 的 边 可 能 会 使 我 
们 只 能 到 达 该 起 始 顶 点 所 在 的 连通 分 量 的 所 有 顶点 。 当 然 ， 一 般 来 说 ， 图 可 能 不 是 连通 的 ， 
因而 ， 对 于 每 个 连通 分 量 需 要 调用 一 次 搜索 函数 。 我 们 通常 会 使 用 一 个 通用 的 搜索 函数 执行 
以 下 步骤 ， 直 至 图 中 所 有 顶点 都 已 标记 为 访问 过 ; 

。 查找 一 个 未 标记 的 顶点 〈 一 个 起 始 顶点 ) 。 

。 访问 包含 该 起 始 顶 点 的 连通 分 量 中 的 所 有 项 点 〈 且 标记 为 已 访问 ) 。 

在 此 描述 中 并 没有 指定 标记 顶点 的 方法 ,但 是 我 们 最 常 使 用 第 18. 2 节 DFS 实现 中 所 使 
用 的 方法 : 将 一 个 全 局 顶点 索引 数组 中 的 所 有 元 素 初始 化 为 一 个 负 整 数 ， 并 通过 设置 顶点 所 
对 应 的 元 素 为 一 个 正 值 来 标记 该 顶点 。 使 用 这 一 过 程 对 应 着 使 用 一 个 单独 的 位 (符号 位 ) 
来 做 标记 ; 大 多 数 实 现 还 会 关注 将 其 他 与 已 标记 顶点 相关 的 信息 保存 在 数组 中 比如， 在 
18.2 布 的 DFS 实现 中 ， 保 存 标记 顶点 的 次 序 ) 。 还 没有 指定 在 下 一 个 连通 分 量 中 查找 顶点 的 
方法 ， 但 我 们 最 常 按照 索引 递增 的 顺序 扫描 数组 。 


程序 18. 3 图 搜索 


我 们 一 般 使 用 此 代码 来 处 理 那 些 可 能 不 连通 的 图 。 卫 数 CRAPHsearch 假设 在 调用 含有 
指向 v 的 自 环 作为 其 第 二 个 参量 时 ，search 将 pre 中 的 元 素 设 为 非 负 值 ， 它 对 应 于 连接 到 v 
的 每 个 项 点。 在 这 一 假设 之 下 ， 对 于 图 中 的 每 个 连通 分 量 ， 这 种 实现 调用 search 一 次 ， 我 们 
也 可 将 它 用 于 任何 图 的 表示 和 任何 search 函数 。 

结合 程序 18. 1 或 程序 18. 2， 此 代码 计算 pre 中 顶点 被 访问 的 次 序 。 其 他 基于 DFS 的 实 
现 要 进行 其 他 计算 ， 但 使 用 相同 的 模式 ， 将 顶点 索引 数组 中 的 非 负 元 素 解释 为 顶点 标记 。 

static int cnt, pre[maxV]; 

void GRAPHsearch (Graph G) 

{ int v; 
cnt = 0; 
for (V = 0; Vv < G->Vi V++) prelv] = -1; 
for (v = 0; Vv < G->V; v++) 
if (Pre[v] == -1) 
search(G, EDGE(v, vV)); 


V 


OO 


} 





程序 18. 3 中 的 GRAPHsearch ADT 也 数 是 描述 这 些 选择 的 一 种 实现 。 结 合 程序 18. 1 和 程 
序 18.2， 图 18-8 展示 了 此 函数 中 pre 数组 的 作用 (或 者 任何 将 同一 连通 分 量 中 的 所 有 顶点 
标记 为 其 参数 的 图 搜索 函数 ) 。 我 们 考虑 的 图 搜索 函数 还 检查 依附 于 每 个 所 访问 过 顶点 的 所 
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有 边 ， 驶 像 在 Tréemaux 遍历 中 那样 ， 知 道 访问 的 所 有 顶点 也 就 说 明 访 问 了 所 有 的 边 。 

在 一 个 连通 图 中 ，ADT 函数 只 不 过 是 封装 器 ， 对 于 0-0 调用 search 一 次 ， 然 后 发 现 所 有 
其 他 项 点 被 标记 。 在 一 个 有 多 个 连通 分 量 的 图 中 ，ADT 函数 直接 检查 所 有 连通 分 量 。DFS 是 
搜索 一 个 连通 分 量 所 考虑 的 几 种 方法 中 的 首选 方法 。 不 管 采用 何 种 方法 〈 也 不 管 采用 哪 种 


图 的 表示 ) ， 程 序 18. 3 是 一 种 访问 图 中 顶点 的 有 效 方法 。 
性 质 18. 2 图 搜索 函数 检查 图 中 的 每 条 边 和 标记 每 个 顶 
点， 当 且 仅 当 它 使 用 的 搜索 澡 数 对 含有 起 始 顶 点 的 连通 分 量 
中 每 个 顶点 进行 标记 且 检 查 每 条 边 。 
证 明 对 连通 分 量 个 数 运 用 归纳 法 证 明 。 本 
图 搜索 函数 提供 了 处 理 图 中 每 个 顶点 和 每 条 边 的 一 种 系 
统 方法 。 一 般 来 说 ， 通 过 对 每 条 边 做 定量 的 处 理 ， 可 使 实现 


的 运行 时 间 为 线性 或 近似 线性 时 间 。 我 们 证 明 这 个 事实 对 


DFS 成 立 。 要 注意 同样 的 证 明 技 术 对 于 其 他 几 个 搜索 策略 同 
样 适 用 。 ， 

性 质 18. 3 使 用 领 接 给 阵 表 示 的 图 的 DFS 需要 与 克成 
正比 的 时 间 。 

证 明 类似 于 性 质 18. 1 的 证 明 ，dfsR 不 仅 对 连通 到 起 始 
顶点 的 所 有 顶点 进行 标记 ， 而 且 对 于 每 个 顶点 只 会 调用 自身 
一 次 (来 标记 那个 顶点 )。 类 似 性 质 18.2 的 证 程 ， 调 用 
GRAPHsearch 将 会 导致 对 于 图 中 的 每 个 顶点 只 调用 一 次 dfsR。 
在 dfsR 中 ， 我 们 检查 邻接 矩阵 中 顶点 所 在 行 的 每 个 元 素 。 换 
句 话 说， 检查 邻 接 和 矩阵 中 的 每 个 元 素 只 有 一 次 。 国 

性 质 18.4 使 用 邻接 表 表 示 的 图 的 DFS 需要 与 V+ 成 
正比 和 的 时 间 。 

证 明 ”根据 刚才 的 论述 ， 由 此 可 得 我 们 只 调用 递归 函数 
V 次 (因此 有 VV 这 一 项 )， 并且 要 检查 每 个 邻接 表 的 每 个 元 素 
(因此 有 这 一 项 )。 加 

性 质 18.3 和 18.4 中 蕴含 的 主要 结论 是 它们 确立 了 DFS 
的 运行 时 间 与 用 于 表示 图 的 数据 结构 的 规模 呈 线 性。 在 大 多 
数 情 况 下 ， 我 们 还 认为 DFS 的 运行 时 间 与 图 的 规模 呈 线 性 。 
如 果 有 一 个 稠密 图 (图 中 边 数 与 广 成 正比 ) ， 那 么 无 论 哪 种 
表示 都 可 得 到 这 个 结果 ; 如 果 有 一 个 稀 朴 图 ， 则 假设 使 用 邻 
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图 18-8 图 搜索 


下 面 的 表 显 示 了 对 上 图 的 一 
个 典型 搜索 过 程 中 的 顶点 标记 
(pre 数组 中 的 内 容 )。 初始 时 ， 程 
序 18.3 中 的 函数 GRAPHsearch 通 
过 将 所 有 顶点 的 标记 设 为 -1 (用 
* 表示 ) 指定 所 有 顶点 未 标记 。 
然后 ， 对 于 虚拟 边 0-0 调 用 
search ， 将 同一 连通 分 量 中 所 有 项 
点 的 标记 设 为 非 负 《用 0 表示 )， 
使 该 连通 分 量 中 的 所 有 顶点 标记 
为 0 (第 二 行 )。 在 此 例 中 ， 按 照 
顺序 ,分 别 将 顶点 0、1、4 和 9 
标记 为 0、1、2、3。 接 下 来 ， 它 
从 左 到 右 扫 描 来 找 出 未 标记 的 顶 . 
点 2，、， 对 虚拟 边 2-2 调用 search 
《第 三 行 ) ， 并 将 同一 连通 分 量 中 
的 7 个 顶点 标记 为 2 继续 从 左 到 
右 扫 描 ， 对 于 8-8 调用 search 对 8 
和 11 进行 标记 (最 后 一 行 }。 最 
后 ，GRAPHsearch 发 现 顶 点 9 ~ 12 
都 已 被 标记 ， 完 成 这 个 搜索 过 程 。 


接 表 表 示 。 实 际 上 ， 我 们 一 般 认 为 DFS 的 运行 时 间 与 £ 呈 线性 。 如 果 对 于 稀疏 图 或 极其 稀 
疏 且 大 多 数 顶 点 为 扳 立 顶点 的 图 (EE< <V) 使 用 邻接 矩阵 ， 那 么 上 述 结论 不 再 成 立 。 但 我 
们 通常 可 以 避免 前 一 种 情况 ， 而 且 在 后 一 种 情况 下 去 掉 孤 立 顶 点 〈( 见 练习 17. 33)。 

我 们 将 会 看 到 ， 这 些 结论 可 以 应 用 到 有 相同 DFS 基本 特性 的 算法 中 。 如 果 算 法 对 每 个 顶 
点 标记 ， 检 查 后 者 的 所 有 依附 顶点 〈 并 完成 其 他 工作 ， 所 耗 时 间 的 界限 为 常量 ) ， 那 么 这 些 
性 质 就 适用 。 更 一 般 地 ， 如 果 在 每 个 顶点 上 的 时 间 由 某 个 函数 攻 Y, 丈 ) 所 限定 ， 那 么 可 以 保 
证 搜索 的 时 间 与 + 帮 (Y, ) 成 正比 。 在 18. 8 节 中 ， 我 们 会 看 到 DFS 只 是 有 这 些 特 征 的 算 
法 家 族 中 的 一 个 ; 在 第 19 ~22 章 , 会 看 到 来 自 此 家 族 的 算法 可 以 作为 本 书 中 所 考虑 的 大 量 
代码 的 基础 。 


36 务 五 部 分 图 和 党 渤 


我 们 所 考察 的 大 量 图 处 理 代码 是 针对 一 些 特定 任务 的 ADT 实现 代码 ， 在 此 我 们 扩展 了 
一 个 基本 搜索 ， 用 以 计算 在 其 他 顶点 索引 的 数组 中 的 结构 信息 。 从 本 质 上 讲 ， 每 当 我 们 构建 
一 个 围绕 搜索 的 算法 实现 时 ， 就 重新 实现 搜索 。 采 用 这 种 方法 的 原因 是 ,很 多 算法 作为 一 种 
参数 化 的 图 搜索 函数 已 得 到 透彻 理解 。 一 般 地 ， 我 们 通过 搜索 图 来 进行 探测 。 我 们 通常 会 扩 
展 搜索 函数 ， 补 充 在 每 个 顶点 被 标记 的 时 候 才 执行 的 代码 ， 而 不 是 研究 一 种 更 一 般 性 的 搜索 
(例如 ， 每 当 访问 一 个 顶点 就 调用 一 个 特定 函数 的 搜索 ) ， 这 样 才能 使 代码 简洁 且 自 包含 。 
为 客户 提供 一 种 更 一般 的 ADT 机 制 来 处 理 带 有 客户 提供 函数 的 所 有 顶点 是 很 值得 考虑 的 事 
情 ( 见 练习 18.12 和 18. 13 ) 。 

在 18.5 节 和 18.6 节 中 ,我 们 按照 这 种 方法 考察 了 很 多 基于 DFS 的 图 处 理 函 数 。 在 
18.7 节 和 18.8 节 中 ， 我 们 考虑 search 的 其 他 实现 以 及 基于 它们 的 其 他 图 处 理 函 数 。 虽 然 在 
代码 中 并 没有 构建 这 一 层 的 抽象 ， 我 们 还 是 留意 每 个 算法 中 潜在 的 基本 图 搜索 策略 。 例 如 ， 
我 们 使 用 术语 DFS 函数 (DFS function) 来 指示 基于 递归 DFS 模式 的 所 有 实现 。 简 单 路 径 搜 
索 函 数 程 序 17. 11 就 是 DFS 函数 的 一 个 例子 。 

很 多 图 处 理 函 数 是 基于 使 用 顶点 索引 的 数组 。 在 实现 中 我 们 一 般 地 将 这 些 数组 分 为 三 种 
方式 使 用 : 

。 作为 全 局 变量 

。 在 图 的 表示 中 

。 作为 函数 参数 ， 由 客户 提供 

在 收集 关于 搜索 学 习 图 结构 事实 的 信息 时 ， 我 们 使 用 第 一 种 方式 ， 可 以 有 助 于 解决 各 种 
有 趣 的 问题 。 这 种 数组 的 一 个 例子 是 程序 18. 1 ~ 18. 3 中 使 用 的 pre 数组 。 在 实现 计算 关于 
图 信息 的 预 处 理 函 数 时 ， 使 用 第 二 种 方式 ， 这 些 预 处 理 函 数 能 够 高 效 地 实现 所 关联 的 ADT 
函数 。 例 如 ， 我 们 可 能 维护 这 样 一 个 数组 来 支持 返回 任 一 顶点 的 度 的 ADT 函数 。 在 实现 一 
个 计算 顶点 索引 的 数组 的 ADT 函数 时 ， 我 们 可 能 使 用 第 二 种 或 第 三 种 方式 ， 这 取决 于 具体 
上 下 文 环境 。 

在 图 搜索 函数 中 ， 一 个 约定 是 将 项 点 索引 的 数组 中 的 元 素 初始 化 为 - 1， 并 在 搜索 函数 
中 将 每 个 已 访问 过 的 顶点 所 对 应 的 元 素 设置 为 非 负 值 。 任 何 这 样 的 数组 都 可 以 起 到 程序 
18. 1 ~18.3 中 的 pre 数组 的 作用 (将 顶点 标记 为 已 访问 ) 。 当 图 搜索 函数 是 基于 使 用 或 者 计 
算 一 个 顶点 索引 的 数组 时 ， 我们 使 用 那个 数组 来 标记 顶点 ， 而 不 是 维护 pre 数组 。 

图 搜索 的 特定 结果 不 仅 取 决 于 搜索 函数 的 特性 ， 而 且 取 决 于 图 的 表示 ， 甚 至 取决 于 
GRAPHsearch 中 间 检 查 顶 点 的 顺序 。 对 于 本 书 中 的 例子 和 练习 ， 我 们 使 用 术语 标准 邻接 表 
DFS (standard adjacency-lists DFS) 来 表示 将 一 系列 的 边 插入 到 由 邻接 表 表 示 所 实现 的 图 
ADT 中 (程序 17.6) ， 然 后 用 程序 18. 3 和 18. 2 执行 DFS 的 过 程 。 对 于 邻接 矩阵 表示 ， 边 插 
入 的 顺序 不 会 影响 搜索 的 动态 性 ， 但 我 们 使 用 相对 应 的 术语 标准 邻接 托 阵 DFS ( standard ad- 
jacency-matrix DFS) 来 表示 将 一 系列 的 边 插 人 到 由 邻接 和 矩阵 表示 所 实现 的 图 ADT 中 (程序 
17.3) ， 然 后 用 程序 18. 3 执行 DFS 的 过 程 。 


练习 

18.7 按照 图 18-5 的 样式 ， 显 示 下 图 的 标准 邻接 矩阵 DFS 所 做 的 递归 函数 调用 轨迹 。 
3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 409 2-6 6-4 

18.8 按照 图 18-7 的 样式 ,显示 下 图 的 标准 邻接 表 DFS 所 做 的 递归 函数 调用 轨迹 。 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 409 2-6 6-4 
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18.9 修改 程序 17. 3 中 的 标准 邻接 矩阵 图 ADT 实现 ， 使 用 一 个 连接 到 其 他 所 有 顶点 的 虚拟 
顶点 ， 然 后 提供 一 个 可 以 利用 此 改进 的 简化 的 DFS 实现 。 
18. 10 ”对 程序 17.6 中 的 邻接 表 ADT 实现 完成 练习 18. 9 。 
18. 11 在 图 18-8 中 描述 的 图 中 有 131 种 不 同 的 顶点 排列 顺序 。 其 中 有 多 少 种 排列 可 能 指 
定 程 序 18. 3 访问 顶点 时 的 顺序 ? z 
18. 12 定义 一 个 ADT 函数 ， 对 于 图 中 的 每 个 顶点 调用 客户 提供 的 函数 。 提 供 邻 接 矩 阵 和 邻 
接 表 表示 的 实现 
18. 13 定义 一 个 ADT 晒 数 ， 对 于 图 中 的 每 条 边 调 用 客户 提供 的 函数 。 提 供 邻 接 和 矩阵 和 邻接 
表 表 示 的 实现 。( 在 ADT 设计 中 ， 这 样 的 一 个 函数 代替 GRAPHedges 是 合理 的 。) 


18.4 DFS 森林 的 性 质 


18. 2 市 中 已 经 提 到 ， 描 述 DFS 函数 调用 的 递归 结构 是 我 们 理解 DFS 如 何 操 作 的 关键 。 
在 这 一 节 里 ， 我 们 通过 检查 DFS 树 的 性 质 来 分 析 算 法 的 性 质 。 

DFS 实现 中 的 pre 数组 是 对 DFS 树 的 内 部 结 点 的 前 序 编 号 ( preorder numbering) 。 计 算 
一 个 显 式 的 父 链 接 表 示 (parent-link representation) 的 DFS 树 也 很 容易 ， 可 以 将 顶点 索引 
数组 st 中 的 所 有 元 素 初始 化 为 - 1， 并 在 程序 18.1 和 18.2 的 递归 DFS 函数 中 包括 语句 
st[le.w] = eVo 

如 果 向 DFS 树 中 添加 外 部 结 点 ， 来 记录 已 名 么 访问 过 的 顶点 跳 过 递归 调用 的 时 刻 ， 我 们 就 
可 以 得 到 图 18-9 中 描述 的 DFS 动态 性 的 简洁 表示 。 这 种 表示 值得 仔细 研究 。 此 树 是 图 的 一 
种 表示 ， 树 中 顶点 对 应 图 中 的 每 个 顶点 ， 树 中 的 每 条 边 对 应 图 中 的 每 条 边 。 我 们 可 以 选择 显 
示 出 所 处 理 边 的 两 种 表示 (每 个 方向 一 种 表示 ) ， 如 左 图 所 未 ， 或 每 条 边 只 有 一 种 表示 ， 如 
中 图 和 右 图 所 示 。 前 者 的 表示 对 于 理解 算法 处 理 每 一 条 边 很 有 用 ; 后 者 对 于 理解 DFS 树 只 
是 为 一 种 图 的 表示 有 用 。 前 序 遍 历 这 棵 树 的 内 部 结 点 给 出 DFS 访问 结 点 的 顺序 。 而 且 ， 当 
我 们 按照 前 序 遍 历 此 树 时 ， 访 问 树 中 边 的 次 序 与 DFS 检查 图 中 边 的 次 序 一 样 。 

实际 上 ， 图 18-9 中 的 DFS 树 与 图 18-5 中 的 轨迹 包含 相同 的 信息 与 图 18-2 和 图 18-3 进 
行 Tréemaux 遍历 所 作 的 一 步 一 步 的 描述 包含 的 信息 也 相同 。 指 向 内 部 结 点 的 边 表 示 通 向 未 被 
访问 项 点 (交叉 点 ) 的 边 〈 通 道 ) ， 指 向 外 部 结 点 的 边 表 示 如 下 情况 : DFS 检查 的 边 通 向 以 
前 访问 过 的 顶点 〈 交 叉 点 ) ， 阴 影 结 点 表示 的 边 ， 对 于 其 指向 的 顶点 正在 执行 递归 DFS ( 当 
我 们 打开 通 向 通道 的 一 扇 门 时 ， 此 通道 另 一 端的 门 已 经 打开 )。 有 了 这 些 解释 ， 可 得 树 的 前 
序 遍 历 的 过 程 与 复杂 的 遍历 迷宫 的 情景 完全 相同 。 

为 了 研究 更 为 复杂 的 图 的 性 质 ， 我 们 将 图 中 的 边 按照 其 在 搜索 中 所 起 的 作用 进行 分 类 。 
可 得 两 类 不 同 的 边 : 

e。 表示 一 个 递归 调用 的 边 〈 树 边 ，tree edge ) 

。 将 一 个 顶点 与 其 DFS 树 中 的 一 个 祖先 相连 的 边 ， 且 该 祖先 不 是 其 父 结 点 ( 回 边 ， 

back edge ) 。 

在 第 19 章 研 究 有 向 图 的 DFS 树 时 ， 我 们 会 检查 其 他 类 型 的 边 ， 不 只 是 考虑 方向 ， 还 会 
考虑 存在 穿越 树 的 边 ， 它们 将 距 不 是 此 树 中 的 祖先 也 不 是 树 中 的 子孙 结 点 连接 起 来 。 

因为 图 中 的 每 条 边 都 有 两 种 表示 ， 每 种 表示 对 应 DFS 树 中 的 一 个 链接 ， 因 此 可 以 将 树 的 
链接 分 为 4 类 。 对 于 DFS 树 中 从 v 到 w 的 表示 树 边 的 一 个 链接 ， 我 们 称 为 

e 树 链 接 (tree link) ， 如 果 未 被 标记 

e 父 链 接 (parent link) ， 如 果 stL w] 为 ? 
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且 对 于 从 vv 到 ww 的 表示 回 边 的 一 个 链接 ， 我 们 称 为 

e 回 链接 (back link)， 如果 pre [wj] < pre [v|] 

e 下 链接 (down link) ， 如 果 pre [w] > pre [v] 

图 中 的 每 条 树 边 对 应 DFS 树 中 的 一 个 树 链接 和 一 个 父 链接 ， 图 中 的 每 条 回 边 对 应 着 DFS 
树 中 的 一 个 回 链接 和 一 个 下 链接 。 





图 18-9 DFS 树 表 示 

如 果 增 大 DFS 递归 调用 树 来 表示 被 检查 但 未 走 过 的 边 ， 我 们 就 得 到 DFS 过 程 的 一 个 完整 描述 ( 左 图 ) 。 树 中 每 个 
结 点 有 一 个 子 结 点 ， 表 示 与 其 邻接 的 每 个 结 点 ，DFS 按照 此 顺序 检查 它们 。 而且 前 序 遍 历 给 出 如 图 18-5 的 相同 信息 : 
首先 ， 我 们 沿 着 0-0， 接 着 0-2， 然 后 跳 过 2-0， 再 沾 着 2-6， 然 后 跳 过 6-2， 下面 港 着 6-4， 其 后 是 4-3， 如 此 继续 。 数 
组 pre 指定 了 我 们 在 前 序 遍 历 过 程 中 访问 树 中 顶点 的 顺序 ， 这 个 顺序 与 用 DFS 访问 图 中 的 顶点 的 顺序 相同 。 数 组 st 是 
DFS 递归 调用 树 的 一 个 父 链 接 表示 〔( 见 图 18-6)。 

对 于 图 中 的 每 条 边 ， 在 树 中 都 有 两 个 链接 。 每 个 链接 表示 遇 到 该 边 的 两 次 中 的 一 次 。 第 一 次 是 到 一 个 无 阴影 的 结 
点 ， 或 者 对 应 执行 一 次 递归 调用 〔 如 果 它 是 一 个 内 部 结 点 ) ， 或 者 由 于 它 到 达 一 个 祖先 ， 而 对 这 个 祖先 的 递归 调用 正 
在 进行 ， 因 而 跳 过 一 次 递归 调用 (如 果 要 到 一 个 外 部 结 点 )。 第 二 次 是 到 一 个 有 阴影 的 外 部 结 点 ， 由 于 它 要 么 返回 到 
父 结 点 (图形 )， 要么 走 到 一 个 父 结 点 的 子孙 且 对 子孙 的 递归 调用 正在 进行 (方形 )， 因 而 总 是 对 应 跳 过 一 次 递归 调 ， 
用 。 如 果 我 们 消除 阴影 的 结 点 〔〈 中 图 ) ， 那 么 用 边 替 换 掉 外 部 结 点 ， 就 得 到 图 的 另 一 种 绘制 ( 右 图 )。 

在 图 18-9 中 所 示 的 图 形 化 DFS 表示 中 ， 树 链接 指向 未 加 阴影 的 圆 形 顶 点 ， 父 链接 指向 
加 阴影 的 圆 形 顶点 ， 回 链接 指 回 未 加 阴影 的 方形 顶点 ， 下 链接 指 呵 加 阴影 的 圆 形 顶 点 。 图 中 
每 条 边 或 者 用 一 个 树 链接 和 一 个 父 链接 表示 ， 或 者 用 一 个 下 链接 和 一 个 回 链接 表示 。 这 些 分 
类 很 有 技巧 ， 值 得 研究 。 例 如 ， 注 意 到 即使 父 链接 和 回 链接 都 指向 树 中 的 祖先 ， 它 们 也 完全 
不 同 : 父 链 接 只 是 树 链 接 的 另 一 种 表示 ， 而 回 链接 为 我 们 提供 了 有 关 图 结构 的 新 信息 。 

以 上 给 出 的 定义 为 区 分 DFS 实现 中 的 树 链接 、 父 链接 、 回 链接 和 下 链接 提供 了 足够 信 
息 。 注 意 到 父 链 接 和 回 链接 都 有 条 件 pre [w] < pre [vv] ， 因 而 ， 我们 还 必须 知道 st [wj] 
不 是 vs， 从 而 知道 v-w 是 一 条 回 链接 。 对 于 图 中 的 每 条 边 ， 在 示例 的 DFS 中 过 到 该 边 时 ， 图 
18-10 描述 了 其 对 DFS 树 链接 分 类 的 打印 结果 。 这 是 基本 搜索 过 程 的 男 一 种 完整 表示 ， 它 是 
介 于 图 18-5 和 图 18-9 之 间 的 一 个 中 间 步 又 。 

4 种 类 型 的 树 链接 对 应 在 一 个 DFS 中 处 理 边 的 4 种 完全 不 同 的 方法 ， 正如 18.1 市 最 后 
所 描述 的 (迷宫 探索 的 方式 )。 树 链接 对 应 的 DFS 遇 到 了 树 边 两 种 表示 的 第 一 种 表示 ， 这 将 
导致 一 个 递归 调用 (指向 尚未 见 过 的 顶点 ); 父 链接 对 应 的 DFS 过 到 了 树 边 两 种 表示 的 为 一 
种 表示 〈 它 是 在 第 一 次 递归 调用 中 走 过 邻 接 表 示 遇 到 的 ) ， 并 忽略 此 链接 。 回 链接 对 应 的 
DFS 遇 到 了 回 边 两 种 表示 的 第 一 种 表示 ， 指 回 一 个 顶点 ， 对 于 该 顶点 递归 搜索 晒 数 尚未 完 
成 ; 下 链接 对 应 的 DFS 遇 到 了 一 个 顶点 ， 对 于 该 顶点 ， 递 归 搜 索 函 数 遇 到 该 边 时 己 经 完成 。 
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在 图 18-9 中 ， 树 链接 和 回 链接 将 未 加 阴影 的 结 点 连接 起 来 ， 表 示 第 一 次 遇 到 相应 边 ， 并 构 
造 图 的 一 种 表示 ; 父 链接 和 下 链接 走 到 加 阴影 的 结 点 ， 表 示 第 二 次 遇 到 相应 边 。 


我 们 已 经 详细 地 讨论 了 递归 DFS 动态 特性 的 树 表示 ， 
这 不 仅 是 由 于 这 种 表示 为 图 和 算法 的 操作 都 提供 了 一 个 
完整 而 简洁 的 描述 ， 而 且 还 由 于 它 为 理解 无 数 重 要 图 处 
理 算法 的 提供 了 基础 。 在 本 章 其 余部 分 ， 以 及 接 下 来 的 
几 章 里 ， 我 们 将 考虑 大 量 图 处 理 问题 的 例子 ， 并 由 DFS 
树 得 到 图 的 结构 。 

图 的 搜索 是 树 遍 历 的 一 种 推广 。 调 用 一 棵 树 时 ， 
DFS 就 完全 等 价 于 递归 树 遍 历 ; 对 于 图 ， 使 用 DFS 对 应 
于 遍历 生成 此 图 的 一 棵 树 。 随 着 搜索 进行 将 发 现 这 棵 树 。 
如 我 们 将 看 到 的 ， 所 遍历 的 特定 树 取 决 于 图 的 表示 。DFS 
对 应 前 序 树 遍历 。 在 第 18.6 节 ， 我 们 将 考察 类 似 于 树 的 
层次 遍历 的 图 搜索 方法 ， 并 探索 它 与 DFS 的 关系 ; 在 第 
18.7 节 ， 我 们 将 考察 包含 多 种 遍历 方法 的 一 般 模式 。 

在 对 图 进行 遍历 时 ， 我 们 按照 开始 处 理 顶 点 的 顺序 
对 它们 指定 前 序 编号 (preorder number) 〈 仅 在 进入 递归 
搜索 函数 之 后 )。 我 们 还 可 以 按照 完成 (finish) 处 理 顶 
点 的 顺序 给 它们 指定 后 序 编号 (postorder number) 。 在 处 
理 一 个 图 时 ， 我 们 所 做 的 远 不 只 是 遍历 顶点 ， 如 将 看 到 
的 ， 前 序 编号 和 后 序 编 号 提供 了 图 的 全 局 性 质 的 知识 ， 
这 有 助 于 我 们 完成 手边 的 任务 。 前 序 编号 对 于 本 章 所 讨论 
的 算法 已 经 够 用 ， 但 我 们 在 后 续 的 章 中 会 使 用 后 序 编 号 。 


0-0 tree 
0-2 tree 
2-0 parent 
2-6 tree 
6-2 parent 
6-4 tree 
4-3 tree 
3-4 parent 
3-5 tree 
5-0 back 
5-3 parent 
5-4 back 
4-5 down 
4-6 parent 
4-7 tree 
7-0 back 
7-1 tree 
1-7 parent 
了 -4 parent 
0-5 down 
0-7 down 





图 18-10 ”DFS 轨迹 〈 树 链接 分 类 ) 

图 18-5 的 这 个 版 本 显示 了 对 DFS 
树 链 接 的 分 类 ， 对 应 于 过 到 的 图 中 每 条 
边 表 示 。 树 边 〈 对 应 递归 调用 ) 第 一 次 
遇 到 时 被 表示 为 树 链接 ， 第 二 次 遇 到 时 
被 表示 为 父 链接 。 回 边 第 一 次 遇 到 时 为 
加 链接 ， 第 二 次 遇 到 时 则 为 下 链接 。 


我 们 用 DFS 森林 (forest) 来 描述 一 般 无 向 图 的 DFS 的 动态 性 ， 其 中 每 个 连通 分 量 都 有 


一 个 DFS 树 。 图 18-11 显示 了 一 个 DFS 森林 的 例子 。 





18-11 DFS 森林 

上 图 中 的 DFS 琳 林 表示 了 右 下 图 邻接 矩阵 表示 的 DFS。 此 图 有 三 个 连通 分 量 ， 因 而 该 森林 有 三 棵 树 。pre 数组 是 
树 中 结 点 的 前 序 编号 (DFS 检查 它们 的 顺序 ) ，st 数组 是 该 森林 的 父 链 接 表示 。ec 数组 将 每 个 顶点 与 一 个 连通 分 量 索 
引 关 联 ( 见 程序 18.4) 。 如 在 图 18-9 中 那样 ， 指 向 图形 结 点 的 边 是 树 边 ; 指向 方形 结 点 的 边 是 回 边 ; 有 阴影 的 结 点 
表明 所 依附 的 边 在 搜索 中 较 早 被 遇 到 过 (但 在 另 一 个 方向 )。 
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使 用 邻接 表 表 示 ， 我 们 访问 连接 到 每 个 顶点 的 边 ， 访 问 顺序 不 同 于 邻接 矩阵 表示 ， 因 
而 会 得 到 一 个 不 同 的 DFS 森林 ， 如 图 18-12 所 示 。DFS 树 和 和 森林 是 图 的 表示 ， 不仅 描述 了 
DFS 的 动态 性 ， 而 且 描 述 了 图 的 内 部 表示 。 例 如 ， 从 左 到 右 读 取 图 18-12 中 的 任何 结 点 的 
了 于 结 点 ， 我 们 将 看 到 它们 出 现在 对 应 那个 结 点 的 顶点 的 邻接 表 中 的 顺序 。 对 于 同一 个 图 ， 
我 们 可 有 多 个 不 同 的 DFS 森林 ， 邻 接 表 中 结 点 的 每 种 顺序 都 导致 一 个 不 同 的 森林 。 

特定 和 森林 结构 的 细节 有 益 于 我 们 理解 特定 图 的 DFS 操作 是 如 何 进行 的 ， 但 我 们 考虑 
的 大 多 数 重要 的 DFS 性 质 取决 于 图 的 性 质 ， 这 些 性 质 独 立 于 森林 的 结构 。 例 如 ， 图 18-11 
和 图 18-12 中 的 森林 都 有 三 棵 树 (同一 个 图 的 其 他 所 有 DFS 森林 也 是 如 此 ) ， 因 为 它们 只 
是 同一 个 图 的 不 同 表示 ， 而 此 图 有 三 个 连通 分 量 。 实 际 上 ，DFS 可 访问 一 个 图 中 的 所 有 结 
点 和 所 有 边 〈 见 性 质 18.2 ~ 18.4) ， 这 个 基本 证 据 的 一 个 直接 结果 就 是 图 中 的 连通 分 量 
个 数 等 于 DFS 森林 中 的 树 的 个 数 。 这 个 例子 展示 了 贯穿 本 书 所 使 用 的 图 搜索 的 基础 : 大 
量 图 ADT 郴 数 实现 都 以 通过 处 理 一 个 特定 图 表示 〈 对 应 于 搜索 的 森林 ) 来 学 习 图 的 性 质 
为 基础 。 





18-12 “ 另 一 个 DFS 森林 

此 森林 描述 了 对 于 图 18-9 所 示 的 同一 个 图 的 深度 优先 搜索 ， 但 使 用 程序 18,2， 因 而 搜索 顺序 不 同 ， 这 是 由 于 此 
顺序 是 由 结 点 出 现在 邻 狠 表 中 的 顺序 来 确定 的 。 实 际 上 ， 该 森林 自身 就 告诉 了 我 们 这 个 顺序 ， 这 个 顺序 就 是 树 中 每 个 
结 点 的 子 结 点 排列 的 顺序 。 例 如 ，0 的 邻接 表 中 的 结 点 被 查找 的 顺序 为 S216; 4 的 邻接 表 中 结 点 的 顺序 为 6，5，3， 
等 等 。 如 前 ， 在 搜索 中 检查 图 中 的 所 有 顶点 和 所 有 边 ， 方 法 与 前 序 遍 历 树 中 描述 的 完全 一 样 。pre 和 st 数组 取决 于 图 
的 表示 和 搜索 的 动态 行为 ， 有 别 于 图 18-9。 但 是 cc 数组 取决 于 图 的 性 质 ， 因 而 相同 。 

也许， 我 们 还 可 以 分 析 DFS 树 结构 来 改进 算法 性 能 。 例 如 ， 在 开始 搜索 之 前 ， 通 过 重 排 
邻接 表 是 否 可 以 提高 算法 的 速度 呢 ? 对 于 很 多 基于 DFS 的 重要 而 经 和 典 的 算法 来 说 ， 对 这 个 
问题 的 管 案 是 否定 的 ， 因 为 这 些 算法 都 是 最 优 的 ， 其 最 坏 情 况 下 运行 时 间 既 不 取决 于 图 结 
构 ， 也 不 取决 于 边 出 现在 邻接 表 中 的 顺序 (它们 基本 上 只 处 理 每 条 边 一 次 )。 然 而 ，DFS 森 
林 有 一 个 有 特点 的 结构 ， 有 必要 理解 ， 因 为 这 个 特点 可 以 将 它 与 其 他 基本 搜索 模式 区 分 开 ， 
我 们 将 在 本 章 稍 后 讨论 。 

图 18-13 显示 了 一 个 较 大 图 的 DFS 树 ， 该 树 描述 了 DFS 搜索 动态 性 的 基本 特性 。 树 融 且 
组 ， 它 展示 了 所 搜索 的 图 以 及 DFS 过 程 的 许多 特性 。 

e 至 少 存在 一 条 将 大 部 分 结 点 连接 起 来 的 长 路 径 。 

。 在 搜索 过 程 中 ， 大 多数 顶点 至 少 有 一 个 邻接 顶点 尚未 被 看 到 。 

e 对 于 任何 顶点 ， 我 们 很 少 进行 一 次 以 上 的 递归 调用 。 

。 递归 深度 与 图 中 的 顶点 数 成 正比 。 

尽管 不 能 保证 所 有 图 都 有 这 些 特性 ， 但 这 一 行为 对 于 DFS 而 言 是 很 典型 的 。 验 证 图 模型 
的 这 些 事实 以 及 实际 中 出 现 的 各 种 类 型 的 图 需要 详尽 的 研究 。 然 而 ， 对 于 实际 中 得 到 的 基于 
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_DFS 的 算法 ， 这 个 例子 还 是 给 出 了 一 种 直观 认识 。 图 18-13 和 其 他 类 似 图 搜索 算法 的 图 ( 见 
图 18-24 和 图 18-29) 能 够 帮助 我 们 理解 其 行为 上 的 差异 。 





图 18-13 深度 优先 搜索 

此 图 描述 了 在 一 个 随机 欧 几 里 得 近邻 图 中 DFS 的 过 程 ( 左 图 )。 这 些 图 (从 上 到 下 ) 显示 了 搜索 到 图 的 1/4、 
1/2、3/4 和 全 部 顶点 时 DFS 树 的 顶点 和 边 。DFS ( 仅 有 树 边 ) 显示 在 右边 。 在 此 例 中 很 明显 ， 对 于 这 种 类 型 的 图 ， 
DFS 的 搜索 树 往往 是 很 高 且 细 (对 于 在 实际 中 常常 遇 到 的 许多 其 他 类 型 的 图 也 同样 如 此 )。 我 们 通常 会 在 附近 找到 
一 个 以 前 未 见 过 的 顶点 。 


OO 


OO 
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练习 
18. 14 甬 出 下 图 的 标准 邻接 矩阵 DFS 所 得 的 DFS 森林 。 

3-7 1-4 7-8 0-5 3-8 2-9 0-6 4-9 2 8 6-4 
18. 15 画 出 下 图 的 标准 邻接 表 DFS 所 得 的 DFS 森林 。 

3-7 1-4 7-8 0-5 3-8 2-9 0-6 4-9 2 6 6-4 


18. 16 编写 一 个 邻接 表 表 示 的 DFS 跟踪 程序 ， 产 生 的 输出 将 图 中 的 每 条 边 的 两 种 表示 中 的 
每 一 种 进行 分 类 ， 对 应 到 该 DFS 树 中 的 树 链接 、 父 链接 、 回 链接 或 下 链接 ， 显示 风格 同 图 
18-10。 z 

18. 17 编写 一 个 程序 ， 计 算出 完整 DFS 树 的 父 链接 表示 (包括 外 部 结 点 )， 使 用 含有 EE 个 
整数 的 一 个 数组 ， 元 素 取 值 为 0 ~ 了 - 1。 提示 : 数组 中 的 前 V 个 元 素 应 该 与 正文 中 描述 的 st 
数组 中 的 对 应 元 素 相 同 。 

18. 18 ”对 于 邻接 表 表 示 (程序 18.2) ， 给 出 DFS 的 一 种 实现 ， 打 印 出 DFS 树 的 高 度 和 回 边 
个 数 ， 以 及 检查 每 个 顶点 所 处 理 的 边 的 百分比 。 

18. 19 ”对 于 由 各 种 图 模型 所 得 的 各 种 规模 的 图 ( 见 练习 17. 63 ~76)， 进 行 实验 研究 ， 遂 
过 实验 确定 练习 18. 18 中 描述 的 各 个 量 的 平均 值 。 

18. 20 ”编写 一 个 通过 将 一 个 给 定数 组 中 的 边 以 随机 顺序 插 和 人 到 初始 为 空 的 图 来 构建 图 的 函 
数 。 基 于 图 ADT 的 邻接 表 实 现 使 用 该 图 数 ， 对 于 大 样本 的 图 以 及 从 各 种 图 模型 所 得 的 邻接 
表 表 示 〈 见 练习 17. 63 ~76) ;进行 实验 来 确定 练习 18. 18 中 描述 的 各 个 量 的 分 布 特性 。 


18.5 DFS 算法 


无 论 是 图 结构 还 是 表示 ， 任 何 DFS 森林 都 允许 将 边 识别 为 树 边 或 回 边 ， 为 我 们 提供 图 结 
构 的 一 些 可 靠 信 息 ， 并 在 求解 大 量 图 处 理 问题 中 将 DFS 作为 基础 使 用 。 在 第 17.7 节 中 我 们 
已 经 看 到 有 关 查 找 路 径 的 基本 例子 。 在 这 一 节 里 ， 对 于 这 些 问题 以 及 其 他 一 些 典型 问题 ， 我 
们 考虑 一 些 基 于 DFS 的 ADT 也 数 实现 ; 在 本 章 的 其 余部 分 以 及 后 面 的 几 章 中 ， 还 将 看 到 很 
多 更 为 困难 的 问题 的 解决 方案 。 . 

环 检测 ”给 定 的 图 中 存在 环 吗 ? (此 图 是 一 个 森林 吗 ?) 使 用 DFS 很 容易 解决 这 个 问题 。 
因为 DFS 树 中 的 任何 回 边 都 属于 由 这 条 回 边 以 及 连接 这 两 个 结 点 的 树 路 径 组 成 的 环 ( 见 图 
18-9)。 因 此 ,我 们 可 以 直接 使 用 DFS 来 对 环 进 行 检测 : 图 是 无 环 的 ， 当 且 仅 当 在 一 次 DFS 
中 ， 如 果 我 们 没有 遇 到 回 边 〈 或 向 下 边 ) 。 例 如 ， 为 了 测试 程序 18. 1 中 的 这 个 条 件 ， 我 们 
只 需 在 站 语句 中 增加 一 个 else 子 句 来 测试 t+ 是 否 等 于 v。 如 果 相 等 ， 则 只 是 遇 到 了 父 链接 
w-v ( 通 向 w 的 边 v-w 的 第 二 种 表示 ) 。 如 果 不 等 , w-t 就 与 DFS 树 中 从 t 向 下 到 w 的 边 形成 
一 个 环 。 而 且 ， 不 需要 检查 所 有 的 边 : 我 们 知道 要 么 必定 会 找到 一 个 环 ， 要 么 在 检查 V 条 边 
之 前 且 没 有 找到 环 就 完成 了 搜索 过 程 。 因 为 任何 有 VV 条 边 或 更 多 条 边 的 图 必定 存在 一 个 环 。 
因此 ， 当 使 用 邻接 表 表 示 时 ， 我 们 可 以 在 与 V 成 正比 的 时 间 内 检查 出 一 个 图 是 否 是 无 环 的 ， 
但 使 用 邻接 矩阵 表示 时 ， 则 需要 与 六 成 正比 的 时 间 (来 找 出 边 )。 

简单 路 径 ”给 定 两 个 顶点 ， 图 中 存在 包含 这 两 个 顶点 的 一 条 路 径 吗 ?由 第 17.7 节 可 知 ， 
设计 一 个 在 线性 时 间 求 解 此 问题 的 DFS 函数 是 简单 的 。 

简单 连通 性 ”如 在 第 18. 3 中 所 讨论 过 的 ， 无 论 何 时 使 用 DFS， 我 们 都 可 以 在 线性 时 间 
内 确定 一 个 图 是 否 是 连通 的 。 实 际 上 ， 我 们 基本 图 搜索 问题 策略 是 基于 对 于 每 个 连通 分 量 都 
调用 一 个 搜索 函数 。 在 一 个 DFS 中 ， 图 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 图 搜索 函数 调用 递归 DFS 肯 数 
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只 一 次 ( 见 程序 18.3) 。 图 中 的 连通 分 量 个 数 就 是 GRAPHsearch 调用 递归 函数 的 次 数 ， 因 此 
我 们 只 需要 记录 这 些 调用 的 个 数 ， 就 能 找到 连通 分 量 的 个 数 。 

更 一 般 地 ， 程 序 18. 4 描述 了 邻接 表 表 示 的 基于 DFS 的 ADT 实现 ， 在 经 过 线性 时 间 预 处 
理 之 后 ， 可 支持 常量 时 间 的 连通 性 查询 。DFS 森林 中 的 每 棵 树 都 标示 出 一 个 连通 分 量 ， 因 
而 ， 我 们 可 以 在 图 的 表示 中 包含 顶点 索引 的 数组 ， 通 过 DFS 填充 并 由 连通 性 访问 ， 很 快 就 
可 以 断定 两 个 顶点 是 否 在 同一 个 分 量 中 。 在 递归 DFS 范 数 中 ， 我 们 将 分 量 计 数 器 的 当前 值 
设置 为 每 个 已 访问 过 的 顶点 所 对 应 的 元 素 。 然 后 ， 我 们 知道 两 个 顶点 在 同一 分 量 中 ， 当 且 仅 
当 它 们 在 数组 中 的 相应 元 素 是 相同 的 。 同 样 ， 注 意 到 这 个 数组 反映 了 图 的 结构 性 质 ， 而 不 是 
图 表示 或 搜索 动态 性 的 产物 。 


程序 18.4 图 的 连通 性 ( 邻接 表 ) 
DFS 函数 GRAPHcc 在 线性 时 间 内 计算 一 个 图 中 的 连通 分 量 的 个 数 ， 并 将 关联 到 每 个 顶 
点 的 连通 分 量 索 引 存 储 到 图 表示 的 顶点 索引 的 数组 G -> ce 中 。( 因为 它 并 不 需要 结构 信息 ， 
在 程序 18.2 中 ， 递 归 函 数 使 用 项 点 而 不 是 边 作 为 它 的 第 二 个 参数 ) 。 调 用 GRAPHcc 之 后 ， 
客户 程序 可 以 在 常量 的 时 间 内 测试 任何 一 对 顶点 是 否 是 连通 的 (GRAPHconnect)。 


void dfsRcc(Graph G, int v, int id) 
{ link t; 
G->cc[v] = id; 
for (t = G->adj[v]j; t != NULL; 七 = t->next) 
if (G->cc[t->v] == -1) dfsRec(G, t->v, id); 
} 
int GRAPHcc (Graph G) 
{ int v, id = 0; 
G->cc = malloc(G->V * sizeof (int)); 
for (v = 0; Vv < G->V; v++) 
G->cc[v] = -1; 
for (Vv = 0; Vv < G->Vi V++) 


if (G->cc[v] == -1) dfsRec(G, Vv, id++); 
return id | 
} 
int GRAPHconnect (Graph G, int s, int t) 
{ return G->cc[s] == G->cc[t],; } 


程序 18. 4 代表 了 我 们 在 求解 各 种 图 处 理 问 题 中 将 要 使 用 的 基本 方法 。 我 们 花费 一 些 预 
处 理 时 间 并 扩展 图 ADT 来 计算 图 的 结构 性 质 ， 以 帮助 我 们 为 重要 的 ADT 项 数 提 供 高 效 实 
现 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 使 用 (线性 时 间 ) DFS 进行 预 处 理 ， 并 保存 一 个 数组 cc， 这 可 使 
我 们 在 常量 时 间 内 回答 连通 性 问题 。 对 于 其 他 图 处 理 问 题 ， 我 们 可 能 使 用 更 多 空间 、 预 处 理 
时 间或 查询 时 间 。 通 常 ， 我 们 的 目标 是 最 小 化 这 个 开销 ， 虽 然 这 样 做 常常 极 富 挑 战 性 。 例 
如 ， 第 19 章 的 大 部 分 主要 是 解决 有 向 图 的 连通 性 问题 ， 其 中 要 达到 像 程序 18. 4 那样 的 性 能 
特性 是 一 个 困难 的 目标 。 

给 定 一 个 边 表 ， 与 我 们 在 第 1 章 所 考虑 的 用 于 确定 一 个 图 是 否 是 连通 的 合并 - 查找 方法 
比较 ， 程 序 18. 4 中 基于 DFS 的 图 的 连通 性 的 解决 方案 如 何 呢 ? 理论 上 ，DFS 要 比 合并 - 碍 
找 快 ， 因 为 它 提 供 了 常量 时 间 的 保证 ， 而 合并 - 查找 不 能 ; 实际 上 ， 这 种 差别 是 可 以 忽略 
的 ， 合 并 -查找 更 快 是 因为 它 不 必 构 建 图 的 一 个 完整 表示 。 更 重要 的 ， 合 并 -查找 是 一 个 在 
线 算法 (我 们 可 以 随时 在 近似 常量 的 时 间 内 检查 两 个 顶点 是 否 是 连通 的 ) ， 而 DFS 的 解决 方 
案由 于 对 图 进行 了 预 处 理 ， 可 在 常量 时 间 回 答 连 通 性 查询 。 因 此 ， 比 如 说 ， 确 定 连 通 性 是 唯 
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一 的 任务 时 ， 或 者 在 有 大 量 查询 混合 着 边 揪 入 时 ， 更 倾向 使 用 合并 - 查找 算法 ， 但 是 在 图 的 
ADT 中 使 用 时 ， 我 们 会 发 现 DFS 更 合适 ， 因 为 它 有 效 地 利用 了 现 有 的 基础 结构 。 如 果 混 合 
大 量 的 边 插 人 、 边 删除 和 连通 性 查询 ， 这 两 种 方法 都 不 能 有 效 地 处 理 ; 二 者 都 要 求 单独 的 
DFS 来 计算 路 径 。 这 些 考虑 说 明了 我 们 在 分 析 图 算法 时 所 面临 的 复杂 性 。 我 们 在 第 18. 9 节 
详细 地 研究 这 些 问题 。 

双向 欧 拉 回 路 ”程序 18. 5 使 用 DFS 来 解决 查找 路 径 问 题 ， 其 中 将 图 中 的 所 有 边 均 使 用 
了 两 次 ， 每 个 方向 一 次 〈 第 17.7 节 )。 这 条 路 径 对 应 着 一 条 Tréemaux 探索 ， 其 中 走 到 哪里 都 
带 着 线 绳 ， 并 且 检 查 线 强 而 不 是 使 用 灯 《这样 ， 对 于 已 经 访问 过 的 交叉 点 ,我 们 必须 沿 着 
指 回 该 交叉 点 的 通道 向 下 走 ) 。 首 先 考虑 在 每 条 回 链接 上 来 回 走 过 (第 一 次 遇 到 每 条 回 边 
时 ) ， 然 后 忽略 下 链接 (第 二 次 遇 到 每 条 回 边 时 ) 。 我 们 还 可 以 忽略 回 链接 〈 第 一 次 遇 到 ) ， 
在 下 链接 来 回 走 过 (第 二 次 遇 到 ) ( 见 练习 18. 23 ) 。 


程序 18. 5 ”双向 欧 拉 回路 


此 邻接 矩阵 表示 法 的 DFS 函数 按照 双向 欧 拉 路 径 的 顺序 将 每 条 边 打 印 两 次 ， 每 个 方向 
一 次 。 我 们 在 在 回 边 上 来 回 走 过 ， 并 和 忽略 掉 向 下 边 ( 见 正文 )。 


void dfsReuler (Graph G, Edge e) 
{ link t; 
printf("-hd", e.w); 
prele.w] = cnt++; 
for (t = G->adj[e.wj; t != NULL; t = t->next) 
if (pre[t->v] == -1) 
dfsReuler(G, EDGE(e.w, t->v)); 
else if (Pre[t->v] < Pre[e.v]) 
printf("-%d-%d", t->v, e.w); 
if (e.v 1= @.W) 
printf("-%d", e@.v); 
else printf("\n'"),; 








QE 0 


~ 本 了 及 “有 时 三 玫 ， 玫 三 扫 


图 18-14 双向 欧 拉 回路 

深度 优先 搜索 给 出 了 一 种 探索 迷宫 的 方法 ,遍历 每 个 方向 的 两 个 通道 ， 我 们 修改 Tremaux 探索 ， 不 论 走 到 哪里 都 带 
着 线 绳 ， 而 且 对 于 通 向 已 经 访问 过 的 交叉 点 的 通道 ， 在 该 通道 上 来 回 走 过 无 需 留 下 任何 线 绳 。 此 图 显示 的 顺序 与 图 18-2 
和 图 18-3 不 同 ， 这 样 做 的 主要 原因 是 我 们 画 出 周游 路 径 而 不 会 自我 交叉 。 这 个 顺序 可 能 导致 一 些 结果 ， 例 如 ， 在 构建 图 
的 邻接 表 表 示 时 ， 按 照 某 个 不 同 的 顺序 来 处 理 边 ， 或 者 我 们 可 能 显 式 地 修改 DFS， 将 结 点 的 几何 位 置 考虑 在 内 〈 见 练习 
18. 24)。 深 着 直通 0 的 较 低 轨迹 ， 我 们 从 0 到 2、 再 到 6、 再 到 4， 然 后 到 7， 之 后 从 7 到 0， 并 且 由 于 pre [0] 小 于 pre 
[7] ， 将 返回 。 然 后 走 到 1、 句 到 7、 回 到 4、 到 3、 再 到 5， 从 5 到 0 并 返回 ， 从 5 到 4 并 返回 ， 返回 到 3， 返回 到 4， 返 
回 到 6， 返 回 到 2， 再 返回 到 0。 这 条 路 径 可 以 通过 一 个 递归 前 序 或 后 序 遍 历 DFS 树 来 得 到 〔 和 忽略 那些 有 阴影 的 顶点 ， 表 
示 我 们 第 二 次 遇 到 这 些 边 ) ， 在 打印 顶点 名 时 ， 递 归 访 问 这 些 子 树 ， 然 后 再 次 打印 顶点 名 。 
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生成 树 ”给 定 一 个 了 个 顶点 的 连通 图 ， 找 出 将 了 个 顶点 连接 起 来 的 了 -1 条 边 的 一 个 集 
合 。DFS 解决 了 这 个 问题 ， 因 为 任何 一 个 DFS 树 都 是 棵 生成 树 。 对 于 一 个 连通 图 ， 我 们 的 
DFS 实现 恰好 执行 Y-1 次 递归 调用 ， 生 成 树 上 的 每 条 边 执行 一 次 ,而且 可 以 简单 地 使 它 产 
生 该 树 的 一 个 父 链接 表示 ， 如 在 18. 4 节 中 开始 所 讨论 的 那样 。 如 果 此 图 有 C 个 连通 分 量 ， 
我 们 可 以 找 出 及 C 条 边 的 生成 森林 。 在 一 个 ADT 函数 的 实现 中 ， 可 能 选择 向 图 表示 中 添 
加 父 链接 数组 ， 形 式 如 同 程序 18. 4， 或 者 用 客户 提供 的 数组 将 它 计 算出 来 。 
顶点 搜索 ”在 给 定 顶 点 所 在 的 连通 图 中 有 多 少 个 顶点 呢 ? 
我 们 可 以 从 该 顶点 开始 DFS， 并 对 标记 的 顶点 计数 ， 就 可 以 
解决 这 个 问题 。 在 一 个 稠密 图 中 ,我 们 在 标记 出 了 个 顶点 之 
后 使 DFS 终止 ， 可 以 大 大 提高 处 理 的 速度 。 此 后 ， 我 们 知道 
不 再 会 有 边 将 把 我 们 带 到 一 个 尚未 见 过 的 顶点 ， 因 此 将 忽略 
掉 其 余 所 有 边 。 这 一 改进 很 可 能 使 我 们 在 与 log V 而 非 记 成 本 7) 
正比 的 时 间 内 访问 所 有 顶点 ( 见 第 18. 8 节 ) 。 由 
2- 可 着 色 性 ， 二 分 图 性 ， 奇 环 ”是 否 存 在 一 种 方式 对 图 
中 的 每 个 顶点 指定 两 种 颜色 之 一 ,满足 不 存在 连接 两 个 着 相 ee 
同 颜色 的 顶点 的 边 。 给 定 的 图 是 二 分 图 吗 ( 见 17.1 节 )? 给 
定 的 图 含有 长 度 为 奇数 的 环 吗 ? 这 三 个 问题 都 是 等 价 的 : 前 
两 个 问题 是 同一 问题 的 不 同 说 法 ; 任何 具有 奇 环 的 图 显然 不 
是 2- 可 着 色 的 ， 程 序 18.6 表明 不 含 奇 环 的 任何 图 都 是 2- 可 
着 色 的 。 该 程序 是 个 基于 DFS 的 ADT 函数 实现 ， 测 试 _ 个 
图 是 否 是 二 分 的 、2- 可 着 色 的 以 及 是 否 无 奇 环 。 该 递归 函数 
是 用 归纳 法 进行 证 明 的 一 个 框架 ， 程 序 对 任何 不 含 奇 环 的 图 
进行 2- 着 色 〈 或 者 找 出 一 个 奇 环 来 说 明 一 个 含有 奇 环 的 图 不 
是 2 可 着 色 的 ) 。 为 了 对 一 个 图 进行 2- 可 着 色 ， 先 对 一 个 顶点 
v 指定 一 种 颜色 ， 然 后 对 余 图 进行 2 着 色 ， 将 与 v 邻接 的 顶点 
指定 另 一 种 颜色 。 这 个 过 程 随 着 DFS 树 的 向 下 执行 ， 等 价 于 \ 
按照 层次 交替 指定 颜色 ， 并 在 着 色 过 程 中 检查 回 边 是 否 存在 图 18-15 对 DFS 进行 2 着 色 


(oe) 





一 致 ， : 示 i 个 顶点 为 了 对 一 个 图 进行 2- 着 色 ， 
不 至 性 ， 如 图 18-15 所 示 。 任 何 连 接 同一 颜色 的 两 个 项 点 我 们 洛 着 DFS 怪 交 普 善 色 ， 然 后 
的 回 边 表明 存在 奇 环 。 检查 回 边 的 不 一 致 性 。 在 上 图 的 


这 些 基 本 的 例子 展示 了 DFS 可 以 通过 多 种 方式 使 我 们 深 。 树 中 (图 18-9 中 描述 的 示例 图 的 
刻 理解 图 的 结构 。 它 们 还 表明 我 们 可 以 在 单个 线性 时 间 内 扫 。 了 节 风 轴 二 是 人 全国 丽 轴 
描 图 来 了 解 图 的 各 种 重要 性 质 ， 其 中 检查 每 条 边 两 次 ， 在 每 分 别 存在 奇数 长 度 的 环 4-3.5-4 和 
个 方向 上 检查 一 次 。 接 下 来 ,我 们 考虑 展示 DFS 用 途 的 一 个 ”0-2-6-4-7-0。 在 下 图 的 树 中 (图 

zz 人 bb 心 疆 术 -她 线 ， 17-5 中 二 分 图 的 一 棵 DFS 树 )， 

例 了 二 记 他 加 现 天 下 国生 构 的 于 加 时 宁 四 机 介 全 古代 全 es 
时 间 内 完成 。 所 示 的 阴影 就 是 图 的 一 种 2- 着色 
练习 方案 。 
18.21 给 出 图 的 邻接 表 表 示 的 一 个 ADT 函数 实现 ， 要 求 时 间 与 VY 成 正比 ， 找 出 一 个 环 并 打 
印 出 来 ， 或 者 报告 环 不 存在 。 
18. 22 ”描述 了 个 顶点 的 一 系列 图 ， 对 于 这 些 图 ， 标 准 邻 接 和 矩阵 DFS 进行 环 检测 所 需 的 时 间 
与 六 成 正比 。 
> 18. 23 ”修改 程序 18. 5， 产 生 一 个 双向 欧 拉 路 径 ， 使 其 在 下 边 而 不 是 回 边 上 做 来 回 遍 历 。 


O 
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e 18. 24 修改 程序 18. 5， 使 其 总 是 产生 一 个 类 似 图 18-14 中 的 双 回 欧 拉 回路 ， 且 该 回路 可 画 
出 而 且 在 任何 项 点 上 都 不 交叉。 例如 ， 如 果 图 18-14 中 的 搜索 在 取 边 4-7 之 前 先 取 边 4-3， 
那么 ， 该 回路 将 会 产生 交叉 ; 你 的 任务 是 保证 算法 避免 这 些 情况 。 

18. 25 A on de 
向 欧 拉 回 路 的 顺序 排列 。 你 的 程序 应 该 返回 指向 结 点 的 循环 链表 的 一 个 链接 ， 该 链表 对 应 一 
个 双向 欧 拉 回路 。 

18. 26 ”修改 练习 18. 25 的 解决 方案 ,使 其 可 用 于 大 型 图 ， 你 可 能 没有 空间 来 对 每 条 边 对 应 
的 表 结 点 进行 复制 。 也 就 是 说 ， 使 用 所 分 配 的 表 结 点 来 构建 图 ， 并 销毁 最 初 图 的 邻接 表 
表示 。 


程序 18. 6 2- 可 着 色 性 


该 DFS 函数 对 顶点 索引 的 数组 G6 -> color 指定 值 0 或 1。 同 时 在 返回 值 中 表明 是 否 能 够 进 
行 指 派 ， 满 足 对 于 图 的 每 条 边 v-w，G ->color Lv] 和 G->color [w] 是 不 同 的 。 
int dfsRcolor(Graph G, int v, int cy) 
{ link 七 ; 
G->color[lv] = i-c; 
for (t = G->adi[v]j; t != NULL; t = t->next) 


if {G->color[t->v] == -1) 
{ if (ldfsRcolor(G, t->v, 1-c)) return 0; } 
else if (G->color[t->v] != ¢) return 0; 
return 1; 


} 
int GRAPHtwocolor (Graph G) 
{ int v, id = 0; 
G->color = malloc(G->V * sizeof (int)); 
for (Vv = 0; Vv < G->V; Vv++) 
G->color[v] = -1; 
for {(v = 0; Vv < G->Vi v++) 


if (G~->color[v] == -1) 
if (!dfsReolor(G, v, 0)) return 0; 
return 1; 


} 





18. 27 证明 一 个 图 是 2- 可 着 色 的 ， 当 且 仅 当 它 不 含 奇 环 。 提 示 : 用 归纳 法 证 明 程 序 18. 6 
确定 一 个 给 定 的 图 是 否 是 2- 可 着 色 的 。 

o 18. 28 解释 为 什么 不 能 将 程序 18. 6 中 使 用 的 方法 进行 推广 ， 用 来 给 出 确定 一 个 图 是 否 是 
3- 可 着 色 的 高 效 方法 ? 

18. 29 大 多 数 的 图 都 不 是 2- 可 着 色 的 ，DFS 很 快 就 能 发 现 这 一 点 。 对 于 由 各 种 图 模型 所 得 
的 各 种 规模 的 图 ， 进 行 实验 测试 来 研究 程序 18. 6 所 检查 的 边 数 。 

o 18. 30 ”证明 每 个 连通 图 中 存在 顶点 ， 将 其 删除 之 后 使 图 不 连通 。 并 编写 一 个 DFS 函数 找 出 
这 样 一 个 顶点 。 提 示 : 考虑 DFS 树 的 叶 结 点 。 

18. 31 证 明 包 含 多 于 一 个 顶点 的 图 中 至 少 含有 这 样 两 个 顶点 ， 将 它们 删除 之 后 不 会 增加 连 
通 分 量 的 个 数 。 


18.6 可 分 离 性 和 双 连 通 性 
为 了 说 明 DFS 作为 图 处 理 算法 基础 的 强大 能 力 ， 下 面 转 向 图 中 连通 性 的 一 般 概念 。 我 们 
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研究 的 问题 如 下 : 给 定 两 个 顶点 ， 是 否 存 在 连接 它们 的 两 条 不 同 路 径 ? 

”如 果 图 在 某 种 情况 下 是 连通 的 很 重要 ， 那 么 当 一 条 边 或 一 个 顶点 被 删除 后 保持 连通 性 也 
很 重要 。 也 就 是 说 ， 在 图 中 的 每 对 顶点 之 间 ， 我 们 可 能 希望 它们 之 间 有 不 止 一 条 路 径 ， 这 样 
就 可 以 处 理 可 能 的 失败 情况 。 例 如 ， 即 使 芝加哥 下 雪 ， 我 们 也 可 以 取道 丹佛 从 纽约 飞 往 旧 人 金 
山 。 或 者 想象 战 时 的 情景 ， 我 们 希望 安排 铁路 网 ， 使 敌 方 至 少 破坏 两 个 车 站 才能 切断 我 们 铁 
路 线 。 类 似 地 ， 我 们 可 能 期 望 一 个 集成 电路 活 通信 网 中 的 主要 通信 线路 是 连通 的 ， 即 使 某 条 
线 断 了 或 某 个 链接 中 断 ， 其 余 电路 也 能 起 作用 。 

这 些 例子 说 明了 两 个 不 同 的 概念 : 在 电路 和 通信 和 网 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 删除 一 条 边 仍 能 
保持 连通 ; 在 航空 路 线 或 铁路 线 中 ， 感 兴趣 的 是 删除 一 个 顶点 仍 能 保持 连通 。 以 下 开始 对 前 
者 进行 详细 讨论 。 

定义 18. 1 图 中 的 桥 (bridge) 是 一 条 边 ， 如 果 删 除 这 条 边 ， 会 将 一 个 连通 图 分 成 两 个 
不 相交 的 子 图 。 不 含 桥 的 图 被 称 为 是 边 连通 的 〈edge-connected ) 。 

当 我 们 谈 到 删除 一 条 边 时 ， 意 思 是 从 定义 图 的 边 集 中 删除 一 条 边 ， 即 使 这 个 行为 可 能 会 
使 边 的 一 个 顶点 或 两 个 顶点 变 成 孤立 的 。 当 我 们 删除 任何 单独 边 时 ， 边 连通 图 仍然 是 连通 
的 。 在 某 些 情况 下 ， 强 调 使 图 不 连通 的 能 力 ， 而 非 保持 图 的 连通 性 的 能 力 更 为 自然 ， 因 此 我 
们 交替 使 用 有 所 强调 的 术语 : 我 们 将 不 是 边 连通 的 图 称 为 边 可 分 离 的 图 (edge-separable 
graph) ， 称 桥 为 可 分 离 的 边 〈separable edge) 。 如 果 我 们 删除 一 个 边 可 分 离 图 中 的 所 有 桥 ， 
那么 就 将 它 分 成 边 连 通 分 量 (edge-connected component) 或 桥 连 通 分 量 (bridge-connected 
component) : 即 不 含 桥 的 最 大 子 图 。 图 18-16 是 说 明 这 些 概念 的 一 个 小 例子 。 

乍 一 看 ， 查 找 图 中 的 桥 似 乎 不 是 图 处 理 中 的 一 个 简单 问 
题 ， 但 这 实际 上 是 DFS 的 一 个 应 用 ,在 这 里 我 们 可 以 利用 已 
经 解释 过 的 DFS 树 基 本 人 性质 。 具 体 地 说 ， 回 边 不 能 是 桥 ， 因 - 
为 我 们 知道 它们 连接 的 两 个 结 点 还 通过 DFS 树 中 的 一 条 路 径 
连通 。 而 且 ， 我 们 可 以 在 递归 DFS 函数 中 添加 一 个 简单 测 
试 ， 来 测试 树 边 是 否 是 桥 。 以 下 对 它 的 基本 思想 做 了 形式 化 
阐述 ， 如 图 18-17 所 示 。 

性 质 18.5 在 任何 DFS 树 中 ， 一 个 树 边 v-w 是 一 个 桥 ， 图 18-16 边 可 分 离 图 
当 且 仅 当 不 存在 回 边 将 w 的 子孙 结 点 与 w 的 祖先 连接 起 来 。 和 人 

证 明 如 果 存 在 这 样 的 一 条 边 ，v-w 就 不 可 能 是 桥 。 反 边 ( 桥 )。 此 图 有 4 个 连通 分 量 ， 
之 ,如 果 v-w 不 是 桥 ， 那 么 图 中 除了 w-v 自身 外 ， 必 定 存在 ee 
从 w 到 ， 的 某 条 路 径 。 每 条 这 样 的 路 径 必 定 存 在 这 样 的 1 让 一个 包 仿 顶点 7 8 条 
回 边 。 类 10; 最 后 一 个 只 含 一 个 顶点 12。 

确定 这 个 性 质 等 价 于 说 以 w 为 根 的 子 树 中 ， 指 向 不 在 该 
子 树 中 的 一 个 结 点 的 唯一 链接 就 是 从 w 返回 到 v 的 父 链接 。 这 个 条 件 成 立 ， 当 且 仅 当 连 接 w 
的 子 树 中 的 任 一 结 点 与 不 在 w 的 子 树 中 的 任 一 结 点 的 路 径 上 包含 v-w。 换 句 话 说， 删除 v-w 
将 会 使 其 余 图 与 对 应 w 的 子 树 的 子 图 不 再 连通 。 

程序 18.7 显示 了 使 用 性 质 18. 5 ， 可 以 增强 DFS 来 识别 图 中 的 桥 。 对 于 每 个 顶点 v， 我 
们 使 用 递归 函数 来 计算 一 系列 0 或 多 条 树 边 后 跟 一 个 回 边 所 达到 的 最 小 前 序 编号 ， 该 回 边 来 
自 以 v 为 根 的 子 树 中 的 任何 结 点 。 如 果 所 计算 的 编号 等 于 v 的 前 序 编号 ， 那 么 不 存在 将 一 个 
子孙 结 点 与 一 个 祖先 连接 起 来 的 边 ， 我 们 就 识别 出 一 个 桥 。 对 每 个 顶点 的 计算 是 直接 的 ; 我 
们 使 用 邻接 表 进 行 处 理 ， 并 记录 沿 着 每 条 边 所 达到 的 最 小 顶点 数 。 对 于 树 边 ， 进 行 递归 计 
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算 ， 对 于 回 边 ， 我 们 使 用 邻接 顶点 的 前 序 编号 。 如 果 对 某 条 边 w-v 调用 递归 函数 没有 发 现 指 
向 某 个 结 点 且 其 前 序 编号 小 于 v 的 前 序 编号 的 路 径 ， 那 么 w-v 是 一 个 桥 。 
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全 (1) 国 
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图 18-17 查找 桥 的 DFS 树 
对 于 图 18-16 中 的 图 ， 其 DFS 树 中 的 结 点 5、7 和 12 都 具有 性 质 : 不 存在 将 子孙 结 点 与 祖先 连接 起 来 的 回 边 ， 而 
且 不 存在 具有 这 个 性 质 的 其 他 结 点 。 因 此 ， 如 图 所 示 ， 断 开 这 些 结 点 中 的 某 个 结 点 与 其 父 结 点 之 间 的 边 ， 将 会 使 以 该 
站 点 为 根 的 子 树 与 其 余 的 图 不 再 连通 。 也 就 是 说 ， 边 0-5、11-12 和 6-7 是 桥 。 我 们 使 用 顶点 索引 数组 low 来 保存 以 该 
顶点 为 根 的 子 树 中 任何 回 边 所 引用 的 最 小 前 序 编 号 。 例如，low [9] 的 值 汶 2， 因 为 以 9 为 根 的 子 树 中 ， 其 中 一 条 回 
边 指 向 4 (该 顶点 的 前 序 编号 为 2) ,而且 不 存在 其 他 回 边 指 向 此 树 中 的 更 高 编号 。 结 点 5、7 和 12 是 那些 其 low 值 等 
于 其 pre 值 的 结 点 。 


性 质 18.6 可 以 在 线性 时 间 内 找 出 图 的 一 个 桥 。 

证 明 程序 18.7 是 对 DFS 稍 做 了 修改 ， 添 加 了 几 个 常量 时 间 的 测试 ， 因 此 可 由 性 质 
18. 3 和 18.4 直接 而 得 ， 对 于 邻接 表 表 示 找 出 图 中 的 桥 所 需 的 时 间 与 V? 成 正比 ， 对 于 邻接 
矩阵 表示 找 出 图 中 的 桥 所 需 的 时 间 与 V+E 成 正比 。 加 


程序 18. 7 边 连通 性 (邻接 表 ) 


此 递归 函数 打印 并 统计 图 中 桥 的 个 数 。 假 设 增强 了 程序 18. 3 使 其 包含 一 个 计数 颖 bnet 
和 一 个 顶点 索引 的 数组 low， 它 们 的 初始 化 分 别 与 ent 和 pre 的 初始 化 过 程 相同 。low 数组 记 
录 从 每 个 顶点 通过 一 系列 树 边 后 跟 一 条 回 边 可 达到 的 最 小 前 序 编号 。 


void bridgeR(Graph G, Edge 8) 
{ link t; int v, w= e.Ww; 
Pre[wj = cnt++; low[w)] = Pre[vw] ; 
for (t = G->adj[w]j; t != NULL; t = t->next) 
if (Pre[v = t->v)] == -1) 
{ 
bridgeR(G, EDGE(w, v)); 
if (low[w] > Low[v]) low[w)] = low[v]; 
if (low[v] == pre[v]) 
bcnt++; printf("%d-%d\n", WwW, Vv); 
} 
else if (v != e.V) 
if (Lovw[w] > pre[v]) low[w] = Pre[v] ; 
} 





在 程序 18.7 中 ， 我 们 使 用 DFS 来 找 出 图 的 性 质 。 图 表示 肯定 影响 到 搜索 的 顺序 ,但 它 
并 不 影响 搜索 的 结果 。 因 为 桥 是 图 的 一 个 特征 ， 而 不 是 我 们 选择 表示 或 搜索 图 的 特征 。 如 
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常 ， 任 何 DFS 树 只 是 图 的 男 一 种 表示 ， 因 此 所 有 DFS 树 具 有 相同 的 连通 性 质 。 该 算法 的 正 
确 性 取决 于 这 个 基本 的 事实 。 例 如 ， 图 18-18 描述 了 图 的 不 同 搜索 (从 不 同 顶 点 开始 ) 当然 
会 找 出 相同 的 桥 。 尽 管 有 性 质 18. 6 ， 当 检查 同一 图 的 不 同 DFS 树 时 ， 我 们 看 到 某 些 搜索 开 
销 可 能 不 仅 依 赖 于 图 的 性 质 ， 而 且 依 赖 于 DFS 树 的 性 质 。 例 如 ， 对 于 图 18-18 中 的 示例 ， 支 
持 递 归 调 用 的 栈 所 需 的 空间 量 大 于 图 18-17 中 的 示例 。 


7 8 9 10 11i12 


z 图 18-18 查找 桥 的 另 一 种 DFS 树 

对 于 图 18-16 中 的 图 ， 此 图 显示 了 一 个 与 图 18-17 中 的 图 不 同 的 DFS 树 ， 其 中 从 一 个 不 同 结 点 开始 搜索 。 尽 管 对 

结 点 和 边 的 访问 按照 完全 不 同 的 顺序 ， 我 们 仍然 能 够 找 出 相同 的 桥 。 在 这 棵 树 中 ，0、7 和 11 就 是 那些 low 值 等 于 pre 
值 的 结 点 。 因 此 将 它们 之 中 任何 一 个 与 其 父 结 点 连接 起 来 的 边 是 桥 (分 别 为 12-11、5-0 和 6-7) 。 

'” 如同 在 程序 18. 4 中 对 于 正则 连通 性 所 做 的 那样 ， 我 们 可 能 希望 使 用 程序 18.7 来 构建 一 
个 ADT 函数 ， 用 以 测试 一 个 图 是 否 是 边 连通 的 ， 或 用 它 来 计算 边 连通 分 量 的 个 数 。 如 果 需 
要 ， 我 们 可 以 像 在 程序 18. 4 中 那样 进行 处 理 ， 来 创建 ADT 函数 ， 使 得 客户 端 有 能 力 在 线性 
时 间 内 调用 预 处 理 函 数 ， 然 后 在 常量 时 间 内 响应 询问 两 个 顶点 是 否 在 同一 个 边 连通 分 量 中 的 
查询 ( 见 练习 18. 35 ) 。 pep 

本 节 的 最 后 将 讨论 连通 性 的 其 他 一 般 情况 ， 其 中 包括 不 妆 请 1 让 
确定 哪些 顶点 是 保持 一 个 图 的 连通 性 的 关键 。 这 里 包含 这 
些 内 容 ， 目 的 是 对 于 在 第 22 章 所 考虑 的 更 复杂 的 算法 给 出 
一 个 基本 背景 。 如 果 你 是 初次 接触 连通 性 问题 ， 可 能 希望 
跌 过 18.7 节 ， 并 在 学 习 第 22 章 时 再 回 到 这 里 。 边 连通 分 量 一 = 
在 谈 到 删除 一 个 顶点 时 ， 还 说 明 要 删除 它 的 所 有 依附 
边 。 如 图 18-19 所 示 。 删 除 桥 上 的 任何 一 个 顶点 将 会 使 图 
不 连通 (除非 此 桥 是 依附 该 项 点 或 这 两 个 顶点 的 唯一 边 )， 
但 还 有 一 些 其 他 顶点 与 桥 没 有 关系 ， 也 具有 这 个 性 质 。 






定义 18.2 图 中 的 一 个 关 结 点 (articulation point) 是 图 18-19 图 可 分 性 术 堵 
一 个 顶点 ， 如 果 人 删除 此 顶点 将 把 一 个 连通 图 至 少 分 成 两 个 此 图 中 有 两 个 边 连通 的 分 量 和 一 
人 CR 个 桥 。 桥 上 的 边 连通 分 量 也 是 连通 
不 相交 的 子 图 。 的 ; 桥 下 的 边 连通 分 量 由 两 个 双 连 通 


我 们 也 称 关 结 点 为 分 离 顶 点 (separation vertex) 或 切 分 量 组 成 ,它们 由 关 结 点 连接 。 
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市 点 (cut vertex)。 我 们 可 以 使 用 术语 “顶点 连通 的 ”来 描述 一 个 不 含 分 离 顶 点 的 图 ， 但 使 
”用 基于 相关 特性 的 另 一 个 术语 ， 它 们 是 等 价 的 。 

定义 18.3 如 果 图 中 每 一 对 顶点 都 由 两 条 不 相交 的 路 径 相 连 ， 则 称 该 图 是 双 连 通 的 
(biconnected ) 。 

对 路 径 做 不 相交 的 〈disjoint) 要 求 是 用 来 区 分 双 连 通 性 与 边 的 连通 性 。 边 连通 度 的 兄 一 
定义 是 ， 每 一 对 顶点 是 由 两 条 边 不 相交 的 (edge-disjoint) 路 径 连 接 的 。 这 些 路 径 可 有 公共 
顶点 (但 没有 公共 边 ) 。 双 连通 性 是 一 个 更 强 的 条 件 : 对 于 一 个 边 连通 的 图 ， 如 果 我 们 删除 
它 的 一 条 边 ， 它 仍然 是 连通 的 。 对 于 一 个 双 连 通 的 图 ， 如 果 我 们 删除 它 的 一 个 项 点 (以 及 
该 项 点 的 依附 边 ) ， 它 仍然 是 连通 的 。 每 个 双 连 通 图 都 是 边 连 通 的 ， 但 边 连 通 图 不 一 定 是 双 
连通 的 。 我 们 还 使 用 术语 可 分 离 的 (separable) 来 指 一 个 图 不 是 双 连 通 的 ， 因 为 只 需 去 掉 一 
个 顶点， 它们 就 被 分 离 为 两 部 分 。 分 离 顶 点 是 连通 性 的 关键 。 

性 质 18.7 一 个 图 是 双 连 通 的 ， 当 且 仅 当 图 中 不 存在 分 离 顶 点 ( 关 结 点 )。 

证 明 假设 图 有 一 个 分 离 顶 点 。 如 果 去 掉 分 离 硕 点 之 后 ， 将 图 分 为 两 部 分 。 令 s 和 1t 是 
在 这 两 部 分 中 的 顶点 。s 和 t 之 间 的 所 有 路 径 都 必定 包含 该 分 离 顶点 ， 因 此 此 图 不 是 双 连 通 
的 。 另 一 方向 的 证 明 则 更 为 困难 ， 对 于 从 事 数 学 研究 的 读者 ， 这 是 一 个 很 有 意义 的 练习 
( 见 练习 18. 39 ) 。 | 

我 们 已 经 看 到 ， 可 以 将 图 中 不 连通 的 边 划 分 为 连通 子 图 的 集合 ， 而 且 可 将 图 中 不 是 边 连 
通 的 边 划分 为 桥 和 边 连通 子 图 〈 通 过 桥 连接 ) 的 集合 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 将 不 是 双 连 通 的 
， 每 个 分 量 都 是 一 个 双 连 通 子 图 。 双 连通 分 量 和 桥 不 是 图 的 

合适 划分 ， 因 为 关 结 点 可 能 出 现在 多 个 连通 分 量 中 〈 例 如 ， 见 图 18-20)。 双 连通 分 量 

图 的 连通 分 量具 有 以 下 性 质 ， 图 中 的 任何 两 个 顶点 之 间 
存在 一 条 路 径 。 类 似 地 ， 双 连通 分 量具 有 这 样 的 性 质 ， 任何 
一 对 顶点 之 间 存 在 两 条 不 相交 的 路 径 。 

我 们 可 以 使 用 程序 18.7 中 所 用 同样 的 基于 DFS 的 方法 
来 确定 是 否 一 个 图 是 双 连 通 的 ， 并 识别 关 结 点 。 我 们 省 略 了 
此 代码 ， 因 为 它 与 程序 18.7 非常 类 似 ， 只 是 加 上 了 一 个 额 
外 测试 来 检查 DFS 树 根 是 否 是 一 个 关 结 点 〈 见 练习 18.42)。 图 18-20 关 结 点 (分 离 顶 点 ) 
开发 代码 打印 出 这 个 双 连 通 分 量 也 是 很 有 意义 的 练习 ， 这 只 此 图 不 是 双 连 通 的 。 顶 点 0、 
比 边 连通 性 所 对 应 的 代码 稍微 困难 一 些 〈 见 练习 18. 43) 。 。 4 5、6. 7 和 (加 明 影 ) 是 类 

性 质 18. 8 我 们 可 以 在 线性 时 间 内 找 出 图 的 关 结 点 和 个 包含 边 4.9 9_11 和 4-11， 另 一 
双 连 通 分 量 。 个 包含 边 7-8、8-10 和 7-10; 下 一 

秋明“ 如 性 质 18.7 中 ， 册 观察 红 习 18. 42 和 8 要 的。 个 人 人 人 人 人 2 
解决 方案 ， 对 DFS 进行 少量 修改 ， 在 每 条 边 上 增加 一 个 常 后 一 个 包含 单独 顶点 12。 增 加 一 条 
量 时 间 的 测试 就 可 得 出 此 结论 。 于 边 将 12 与 7、8 或 10 相连 就 可 以 使 

双 连 通 性 对 简单 连通 性 进行 了 推广 。 进 一 步 推广 一 直 是 。 “四 碟 为 叉 连 通 图 。 
经 典 图 论 和 图 算法 设计 中 广泛 人 研究 的 主题 。 这 些 推 1 表明 我 们 可 能 面临 的 图 处 理 问题 的 范 
围 ， 其 中 很 多 是 容易 提出 但 难于 求解 的 问题 。 

定义 18.4 如 果 至 少 有 下 条 不 相交 的 路 径 连接 图 中 每 对 顶点 ， 则 称 此 图 是 天 连通 的 
(k-connected ) 。 图 的 项 点 连通 度 (vertex connectivity) 是 将 图 分 为 两 部 分 所 需 删 除 的 最 小 顶 
点 数 。 
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在 此 术语 中 ,“1 连通 ”等 价 于 “连通 ”， 而 “2 连通 ”等 价 于 “ 双 连 通 ”。 对 于 有 关 结 
点 的 图 ， 其 顶点 的 连通 性 为 1 (或 0) ， 因 此 性 质 18.7 指出 ， 一 个 图 是 2 连通 的 ， 当 且 仅 当 
其 顶点 连通 度 不 小 于 2。 这 是 图 论 中 经 典 结果 ( 称 之 为 Whitney 定理 ) 的 一 个 特例 。 该 定理 
指出 一 个 图 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 其 顶点 连通 度 不 小 于 k。 由 Menger 定理 ( 见 22.7 节 ) 下 
接 可 得 Whitney 定理 ，Menger 定理 是 指 ， 将 图 中 的 两 个 顶点 变 为 不 连通 所 需 删 除 的 最 小 顶点 
数 等 于 这 两 个 顶点 之 间 顶 点 不 相交 的 路 径 的 最 大 个 数 〈( 要 证 明 Whitney 定理 ， 可 以 将 Menger 
定理 应 用 到 每 对 顶点 上 )。 

定义 18.5 如 果 至 少 有 上 天 条 边 不 相交 的 路 径 连 接 图 中 每 对 顶点 ， 则 称 此 图 是 大 边 连通 
的 (k-edge-connected)。 图 的 边 连 通 度 (edge connectivity) 是 将 图 分 为 两 部 分 所 需 删 除 的 最 
小 边 数 。 

在 此 术语 中 ,“2 边 连通 ”等 价 于 “ 边 连通 ” (也 就 是 说 ， 一 个 边 连 通 图 其 边 的 连通 性 
大 于 1)。 至 少 含 一 个 桥 的 图 其 边 连通 性 为 1。Menger 定理 的 另 一 个 版 本 指出 ,将 图 中 的 两 
个 顶点 变 为 不 连通 所 需 删 除 的 最 小 顶点 数 等 于 这 两 个 顶点 之 间 顶 点 不 相交 的 路 径 的 最 大 个 
数 ， 这 区 含 着 : 一 个 图 是 上边 连 通 的 ， 当 且 仅 当 其 边 连 通 度 为 大 

有 了 这 些 定义 ,我们 可 以 对 本 节 开 始 时 所 考虑 的 连通 性 问题 进行 推广 。 

st 连通 性 ”在 一 个 给 定 图 中 ,使 两 个 给 定 顶点 s 和 :分 离 所 需 删 除 的 最 小 边 数 是 多 少 ? 
如 果 使 给 定 图 中 的 两 个 给 定 顶 点 * 和 + 分 离 所 需 删除 的 最 小 顶点 数 是 多 少 ? 

一 般 连 通 性 ”给 定 的 一 个 图 是 下 连通 图 吗 ? 给 定 的 一 个 图 是 大 边 连 通 图 吗 ? 给 定 图 的 边 
连通 度 和 顶点 连通 度 是 多 大 ? 

比 起 本 节 讨 论 的 简单 连通 性 问题 ， 这 些 问 题 的 求解 难度 更 大 ， 但 它们 仍然 是 一 大 类 图 处 
理 问题 的 成 员 ， 我 们 可 以 使 用 第 22 章 (其 中 DFS 起 着 重要 的 作用 ) 讨论 的 通用 算法 学 工具 
来 求解 ; 我 们 在 22. 7 节 讨 论 特 殊 解 决 方案 。 
练习 

> 18. 32 ”如 果 图 是 一 个 森林 ， 它 的 所 有 边 是 分 离 边 ; 但 它 的 哪些 顶点 是 分 离 顶点 ? 
> 18. 33 ”考虑 下 图 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


画 出 标准 邻接 表 DFS 树 。 使 用 它 找 出 桥 和 边 连通 分 量 。 
18. 34 ”证 明 任何 图 中 的 每 个 项 点 只 属于 一 个 边 连通 分 量 。 : : 
c 18. 35 风格 同 程序 18.4， 扩展 程序 18.7 来 支持 ADT 函数 ， 用 来 测试 是 否 两 个 顶点 在 同一 
个 边 连通 分 量 中 。 
> 18. 36 考虑 下 图 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


画 出 标准 邻接 表 DFS 树 。 使 用 它 找 出 关 结 点 和 双 连 通 分 量 。 

18. 37 ”使 用 标准 邻接 矩阵 DFS 树 完成 前 一 练习 。 

18. 38 ”证明 图 中 的 每 一 条 边 ， 要 么 是 一 个 桥 ， 要 么 只 属于 一 个 双 连 通 分 量 。 

。 18. 39 证 明 没有 关 结 点 的 任何 图 都 是 双 连 通 的 。 提 示 : 给 定 一 对 顶点 * 和 t+， 以 及 连接 它们 
的 一 条 路 径 ， 使 用 事实 : 此 路 径 上 不 存在 顶点 是 构造 连接 s 和 4 的 两 条 不 相交 路 径 的 关节 点 。 
18. 40 ”修改 程序 18. 3 得 到 一 个 程序 ， 用 来 确定 是 否 一 个 图 是 双 连 通 的 ， 使 用 运行 时 间 与 
V(V+E) 成 正比 的 襄 力 算法 。 提 示 : 如 果 你 在 开始 搜索 之 前 ， 将 一 个 顶点 标记 为 已 经 看 见 
过 ， 则 可 从 图 中 有 效 地 删除 它 。 
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co 18. 41 扩展 练习 18. 40 中 的 解决 方案 得 到 一 个 程序 ， 用 来 确定 是 否 一 个 图 是 3 连通 的 。 给 
出 一 个 公式 ， 用 于 描述 你 的 程序 检查 图 中 边 的 近似 次 数 ， 该 公式 是 VV 和 EF 的 一 个 函数 。 

18. 42 证 明 : DFS 树 根 是 关 结 点 ， 当 且 仅 当 它 有 两 个 或 多 个 (内部) 子 结 点 。 

se 18. 43 ”编写 一 个 邻接 表 表 示 的 ADT 函数 ， 打 印 图 的 双 连 通 分 量 。 

18. 44 在 一 个 有 了 个 顶点 的 双 连 通 图 中 ， 必 定 出 现 的 最 小 边 的 个 数 是 多 少 ? 

18. 45 ”修改 程序 18.3 和 18.7 来 实现 一 个 ADT 函数 ， 用 来 确定 是 否 图 是 边 连 通 的 〈 如 果 图 
不 是 连通 的 ， 当 它 识别 出 桥 时 立即 返回 ) 。 对 于 由 各 种 图 模型 所 得 的 各 种 规模 的 图 ( 见 练习 
17. 63 ~76) ， 进 行 实验 研究 测试 你 的 函数 所 检查 的 边 数 。 
0 18. 46 改进 程序 18.3 和 18.7， 打 印 出 关 结 点 数 、 桥 数 和 双 连 通 分 量 数 。 
e 18. 47 对 于 由 各 种 图 模型 所 得 的 各 种 规模 的 图 ( 见 练习 17. 63 ~76) ， 进 行 实验 研究 来 确 
定 练习 18. 46 中 所 描述 的 各 个 量 的 平均 值 。 

18. 48 给 出 下 图 的 边 连 通 度 和 顶点 连通 度 


0-1 0-2 0-8 2-1 2-8 8-1 3-8 3-7 3-6 3-5 3-4 4-6 4-5 5-6 6-7 7-8 


18.7 广度 优先 搜索 


假设 我 们 希望 找 出 图 中 两 个 特定 顶点 之 间 的 最 短路 径 (shortest path) ， 这 是 一 条 连接 这 
两 个 顶点 且 具 有 以 下 性 质 : 不 存在 包含 这 两 个 顶点 的 且 有 更 少 边 的 其 他 路 径 。 完 成 这 项 任务 
的 经 典 方 法 称 为 广度 优先 搜索 (BFS，breadth-first search) ， 它 也 是 很 多 图 处 理 算法 的 基础 ， 
因此 我 们 在 本 节 详 细 讨论 这 个 算法 。DFS 对 于 解决 这 个 问题 提供 的 帮助 有 限 ， 因 为 DFS 遍历 
图 的 顺序 与 查找 最 短路 径 的 目标 没有 关系 。 与 此 相反 ，BFS 则 是 基于 这 个 目标 。 为 了 找 出 从 
v 到 w 的 一 条 路 径 ， 我 们 从 ” 开始， 并 对 于 通过 一 条 边 所 达到 的 所 有 顶点 ,检查 其 中 的 w， 
然后 对 沿 着 两 条 边 所 达到 的 所 有 顶点 进行 检查 ， 如 此 等 等 。 

在 进行 图 搜索 时 ， 如 果 碰 到 一 个 点 有 多 于 一 条 以 上 边 可 遍历 ， 就 选择 其 中 一 条 ， 并 将 其 
他 边 保存 起 来 以 待 以 后 探索 。 在 DFS 中 ， 我 们 使 用 下 推 栈 (可 由 支持 递归 搜索 函数 的 系统 
来 管理 ) 可 达 此 目的 。 使 用 作为 下 推 栈 特 征 的 后 进 先 出 〈LIFO) 规则 对 应 于 在 一 个 迷宫 中 
探索 就 近 的 通道 ， 在 已 探索 的 通道 中 ， 我 们 选择 最 近 遇 到 的 通道 。 在 BFS 中 ， 我 们 希望 按照 
与 起 始点 的 远近 顺序 来 探索 顶点 。 对 于 -一 个 迷宫 ， 用 这 个 顺序 进行 探索 可 能 需要 一 个 搜索 小 
组 ; 但 在 计算 机 程序 中 易于 处 理 : 只 需 使 用 (先进 先 出 FIFO〉 队列 代替 栈 就 可 以 了 。 

对 于 邻接 和 抢 阵 表示 的 图 ， 程 序 18. 8 是 BFS 的 一 种 简单 实现 。 它 是 基于 维护 所 有 边 的 一 
个 队列 ， 其 中 的 边 将 访问 过 的 顶点 与 一 个 未 访问 的 顶点 连接 。 我 们 在 队列 的 起 始 顶 点 上 设置 
一 个 虚拟 自 环 ， 然 后 执行 如 下 步骤 直到 队列 为 空 : 

。 从 队列 中 取 边 ， 直 到 找到 一 条 边 ， 它 指向 一 个 未 被 访问 的 顶点 。 

。 访问 该 顶点 ; 将 从 此 顶点 到 未 被 访问 顶点 所 有 边 放 人 队列 中 。 

图 18-21 显示 了 BFS 在 示例 上 一 步 一 步 进行 的 过 程 。 

如 我 们 在 18. 4 节 中 所 见 的 ，DFS 类 似 一 个 人 探索 迷宫 的 过 程 。BFS 则 类 似 一 组 人 在 所 
有 方向 散 开 探索 的 过 程 。 尽 管 DFS 和 BFS 在 很 多 方面 都 不 同 ， 但 在 这 两 种 方法 之 间 有 种 基 
本 的 潜在 关系 。 这 个 关系 在 第 5 章 简要 介绍 这 些 方法 时 已 经 提 到 。 在 第 18. 8 节 中 将 考虑 一 
种 推广 的 图 搜索 方法 ， 我 们 会 专门 讨论 这 两 个 算法 以 及 大 量 其 他 算法 。 每 个 算法 都 有 用 于 求 
解 相关 图 处 理 问题 的 特殊 的 动态 特征 。 对 于 BFS， 从 每 个 顶点 到 起 始 顶 点 的 距离 (连接 这 两 
个 顶点 的 最 短路 径 的 长 度 ) 是 我 们 感 兴趣 的 关键 性 质 。 





2-6 5-3 5- 人 7- 工 ?4 


图 18-21 广度 优先 搜索 

此 图 跟踪 了 BFS 在 示例 图 上 的 操作 过 程 。 我 们 从 队列 中 与 起 始 顶点 邻接 的 所 有 边 开 始 (左上 图 )。 接 下 来 ， 将 边 
0-2 从 队列 移 到 树 中 ， 并 处 理 它 的 依附 边 2-0 和 2-6 (左边 上 数 第 二 个 图 )， 我 们 并 不 将 2-0 放 入 队列 ， 因 为 0 已 经 在 
树 中 。 然 后 ， 将 边 0-5 从 队列 移 到 树 中 ; 同样 的 5 的 依附 边 (5 到 0) 未 依附 任何 新 结 点 ， 但 将 5-3 和 5-4 添加 到 队列 
中 ( 左 图 从 上 图 数 第 三 个 图 )。 接 下 来 ， 我们 将 0-7 添加 到 树 中 ， 并 将 7-1 放 入 队列 中 《左下 图 )。 

边 7-4 打印 成 灰色 ， 因 为 我 们 同样 未 将 它 放 入 队列 中 ， 由 于 还 存在 另 一 条 边 将 我 们 带 到 已 在 队列 中 的 结 点 4。 为 
了 完成 搜索 ， 我 们 将 余下 的 边 从 队列 中 取出 ， 对 于 那些 出 现在 队列 前 面 的 灰色 边 则 完全 忽略 【 右 图 )。 边 是 按照 它们 
与 0 的 距离 的 大 小 进入 和 离开 队列 的 。 


性 质 18.9 在 BFS 中 ,顶点 按照 它们 与 起 始 顶 点 的 距离 大 小 进入 或 离开 FIFO 队列 。 
证 明 有 一 个 更 强 的 性 质 也 成 立 : 队列 总 是 包 售 0 个 或 与 起 始 顶 点 距离 为 上 的 更 多 顶 


点 ， 其 后 跟着 与 起 始 顶 点 距离 为 k+1 的 更 多 顶点 ,& 是 某 个 整数 。 这 个 更 强 的 性 质 很 容易 
由 归纳 法 证 明 。 z 图 
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程序 18. 8 ”广度 优先 搜索 ( 邻接 矩阵) 


邻接 矩阵 表示 的 search 函数 实现 是 广度 优先 搜索 (BFS) 。 为 了 访问 一 个 顶点 ， 我 们 扫 
描 其 依附 边 ， 将 指向 未 访问 过 的 顶点 的 所 有 边 放 人 已 访问 过 的 顶点 队列 中 。 

我 们 按照 顶点 在 项 点 索引 的 数组 pre 中 被 访问 的 顺序 对 它们 进行 标记 ， 并 在 另 一 个 顶点 
索引 的 数组 st 中 ， 构 建 一 棵 显 式 的 BFS 树 的 父 链接 表示 (第 一 次 到 达 各 个 顶点 的 那些 边 )。 
此 代码 假设 在 程序 18. 3 的 GRAPHsearch 中 添加 了 对 QUEUEinit 的 一 个 调用 (以 及 声明 和 初 


始 化 st 的 代码 ) 。 


#define bfs search 
void bfs(Graph G, Edge e) 
{ int v, w: 


QUEUEput (e) ; 
While (!QUEUEempty()) 
if (pre[l(e = QUEUEget()).w] == -1) 
f 


prele.w] = cnt++; st[e.w] = e.vi 
for (v = 0; Vv < G->V; v++) 
if {G6->adj[e.w][v)] == 1) 
if (pref[fv]j == -1) 
QUEUEput (EDGE (e .w, v)); 
} , 
} 


对 于 DFS， 我 们 借用 描述 算法 递归 结构 的 DFS 搜 
索 森 林 来 理解 算法 的 动态 性 质 。 此 森林 的 一 个 基本 性 
质 是 : 森林 表示 了 从 各 个 顶点 回 到 搜索 其 连通 分 量 的 
开始 位 置 的 路 径 。 如 在 实现 和 图 18-22 中 所 示 ， 这 样 
的 生成 树 也 帮助 我 们 理解 BFS。 像 在 DFS 中 那样 ， 我 
们 有 一 个 森林， 用 以 刻画 搜索 的 动态 行为 ， 每 棵 树 对 
应 一 个 连通 分 量 ， 树 中 结 点 对 应 图 中 的 每 个 顶点 ， 每 
条 树 边 对 应 图 中 的 每 条 边 。BFS 对 应 在 此 森林 中 按照 
屋 序 遍 历 每 棵 树 。 类 似 于 DFS 中 ， 我 们 使 用 顶点 索引 
的 数组 来 显 式 表示 这 个 带 有 父 链接 的 和 森林。 对 于 
BFS， 此 森林 携带 了 关于 图 结构 的 基本 信息 。 

性 质 18. 10 对 于 以 "为 根 的 BFS 树 中 的 任何 结 
点 包 ， 从 Vv 到 ww 的 树 路 径 对 应 着 在 相应 图 中 从 vv 到 ww 
的 一 条 最 短路 径 。 

证 阴 从 队列 中 取出 的 结 点 到 根 的 树 路 径 长 度 是 
非 递 减 的 ， 而 且 比 w 更 靠近 根 的 所 有 结 点 都 在 这 条 路 
径 上 ; 因此 在 将 w 从 队列 中 取出 之 前 ， 不 会 发 现 到 zw 
的 更 短路 径 ， 也 不 会 在 将 w 从 队列 取出 之 后 ， 所 发 现 
的 到 w 的 路 径 要 比 w 的 树 路 径 长 度 更 短 。 一 

如 在 图 18-21 所 指示 和 第 5 章 所 提 到 的 ， 如 果 有 
相同 目的 顶点 的 一 条 边 已 在 队列 中 ， 则 不 需要 将 有 该 
目的 顶点 的 任何 边 放 入 队列 中 ， 因 为 FIFO 策略 保证 





图 18-22 -BFS 树 

此 树 提供 了 BFS 动态 性 质 的 一 个 简洁 描 
述 ， 方式 类 似 于 图 18-9 中 所 示 的 树 。 按 照 层 
序 遍历 这 棵 料 可 知 搜索 过 程 是 如 何 一 步 一 步 
进行 的 : 首先 访问 0， 然后 访问 2、5 和 7; 
再 由 2 检查 得 知 0 已 被 访问 过 ， 则 访问 6; 如 
此 继续 。 树 中 每 个 结 点 都 有 一 个 表示 与 它 相 
邻 的 每 个 结 点 的 子 结 点 ， 其 顺序 即 为 BFS 处 
理 时 的 顺序 。 像 在 图 18-9 中 一 样 ，BFS 树 中 
的 链接 对 应 着 图 中 的 边 如 果 我 们 用 指向 指 
示 结 点 的 线 替 换 掉 指向 外 部 结 点 的 边 ， 就 可 
以 绘制 出 此 图 。 指 向 外 部 结 点 的 链接 表示 不 
放 入 队列 中 的 边 ， 因 为 它们 会 通 向 已 标记 过 
的 结 点 :; 它们 可 能 是 父 链 接 ， 也 可 能 是 指向 
同 层 或 与 根 更 近 一 层 的 某 个 结 点 的 交叉 链接 。 

st 数组 是 树 的 一 种 父 链 接 表 示 ， 我 们 可 
以 使 用 它 来 找 出 从 任何 结 点 到 根 的 一 条 最 短 
路 径 。 例 如 ，3-5-0 是 此 图 中 从 3 到 0 的 一 条 
最 短路 径 ， 因 为 st[3] 为 5，st[5] 为 0。 不 
存在 从 3 到 0 的 其 他 更 短 的 路 径 。 
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了 我 们 在 得 到 新 边 之 前 先 处 理 队 列 中 的 旧 边 〈 并 访问 该 顶点 ) 。 实 现 此 策略 的 一 种 方法 是 使 
用 一 个 队列 ADT 实现 ,通过 “忽略 新 项 ”策略 ( 见 4.7 节 ) 来 禁止 这 样 的 重复 。 另 一 种 选 
择 是 使 用 全 局 顶点 标记 的 数组 完成 此 目的 : 不 是 在 从 队列 中 取出 顶点 ， 将 它 标 记 为 已 经 被 访 
问 过 ， 而 是 在 将 它 放 和 人 队列 时 就 做 标记 。 测 试 是 否 一 个 顶点 已 被 标记 过 (是 否 它 的 元 素 值 
已 不 同 于 其 初始 标记 值 有 所 改变 ) ， 然 后 对 于 任何 指向 队列 中 的 同一 顶点 的 其 他 边 则 不 放 人 
队列 中 。 程 序 18. 9 中 所 显示 的 这 种 变化 给 出 了 BFS 的 一 种 实现 ， 其 中 队列 中 的 边 数 不 会 超 
过 V 条 (每 条 边 至 多 指向 一 个 顶点 )。 

程序 18. 9 所 对 应 的 关于 图 的 BFS 的 这 段 代 码 用 邻接 表 表 示 ， 简 洁 直 接 ， 并 可 由 我 们 在 
18. 8 节 中 所 考虑 的 一 般 图 搜索 方法 得 出 ， 因 此 我 们 这 里 不 再 重复 。 与 DFS 一 样 ， 我 们 将 
BFS 考虑 为 一 个 线性 时 间 的 算法 。 


程序 18.9 改进 BFS 


为 了 保证 在 BFS 过 程 中 我 们 使 用 的 队列 至 多 有 了 个 元 素 ， 当 将 顶点 放 人 队列 中 时 ， 对 项 
点 进行 标记 。 


void bfs(Graph G, Edge e) 
{ int v, vw; 
QUEUEput (e); pre[e.w] = cnt++; 
while (IQUEUEempty()) 
{ 
6 = QUEUEget() ; 
ws=e.wWi St[w] = e.v; 
for (v = 0; Vv < G->YV; vt++) 
if ((G->adj[w][v] == 1) && (pre[v] == -1)) 
{ QUEUEput (EDGE (Ww, v)); pre[v] = cnt++; } 
} 
} 


性 质 18. 11 对 于 邻接 矩阵 表示 ，BFS 访问 图 中 的 所 有 顶点 和 边 ， 所 需 时 间 与 V' 成正 
比 ， 对 于 邻接 表 表 示 ， 则 与 V+ 成 正比 。 

证 明 如同 在 证 明 关 于 DFS 性 质 一 样 ， 通 过 检查 代码 注意 到 ， 对 于 访问 的 每 个 顶点 ， 都 
只 检查 其 邻接 抢 阵 行 或 邻接 表 中 的 每 个 元 素 一 次 ， 因 此 这 足以 表明 我 们 访问 了 每 个 顶点 。 现 
在 ， 对 于 每 个 连通 分 量 ， 算 法 保持 以 下 不 变 式 : 由 起 始 顶点 可 达 的 所 有 顶点 ( i ) 都 在 BFS 
树 上 , (站) 都 在 队列 中 ,或 《证 ) 可 由 队列 中 的 某 个 顶点 达到 。 每 个 顶点 可 从 ( 考 ) 移 到 
(站 ) 再 到 (i ), 而 且 ( i ) 中 的 顶点 个 数 在 循环 的 每 次 迭代 中 增加 ， 因 此 BFS 树 最 终 包 
含 由 起 始 顶 点 可 达 的 所 有 顶点 。 图 

有 了 BFS， 我 们 可 以 解决 生成 树 、 连 通 分 量 、 顶 点 搜索 以 及 在 18.4 节 中 描述 的 其 他 基 
本 连通 性 问题 ， 这 是 因为 对 于 我 们 所 考虑 的 解决 方案 ， 只 依赖 于 检查 连接 到 起 始 项 点 的 每 个 
顶点 和 边 的 搜索 能 力 。 更 重要 的 是 ， 就 像 在 本 节 开 始 提 到 的 ， 如 果 我 们 希望 了 解 两 个 特定 项 
点 之 间 的 最 短路 径 ，BFS 是 自然 的 图 搜索 算法 。 接 下 来 ,我 们 考虑 此 问题 的 一 种 特定 解决 方 
案 ， 以 及 用 于 解决 男 外 两 个 相关 问题 的 扩展 算法 。 

最 短路 径 ” 找 出 图 中 从 ”到 w 的 一 条 最 短路 径 。 我 们 可 以 开始 BFS 完成 这 项 任务 ， 维 护 
在 ”的 搜索 树 的 父 链 接 表 示 st， 然 后 在 到 达 w 时 停止 。 从 到 4b 的 树 中 向 上 的 路 径 是 一 条 最 
短路 径 。 例 如 ， 以 下 代码 将 w 与 v 连接 的 路 径 打 印 出 来 : 
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for (t = Ww; t l=v; t = st[t]) printf("%d-", 七 ) ， 
printf("%a\n", t); 
如 果 我 们 希望 得 到 从 v 到 w 的 路 径 ， 可 以 用 栈 压 人 操作 代替 这 段 代 码 中 的 printf 操作 ， 然 后 
进入 循环 ， 一旦 从 栈 中 弹出 顶点 索引 ， 则 打印 出 其 索引 。 或 者 在 w 开始 搜索 ， 并 到 开始 的 ， 
停止 。 

单 源 点 最 短路 径 找 出 图 中 连接 给 定 顶 点 v 与 每 个 其 他 顶点 的 最 短路 径 。 以 5 为 根 的 完 
全 BFS 树 提供 了 完成 这 项 任务 的 一 种 方法 : 从 每 个 顶点 到 根 的 路 径 是 到 根 的 最 短路 径 。 因 
此 ， 为 了 解决 这 个 问题 ， 可 以 从 v 开始 运行 BFS 来 完成 。 由 此 计算 得 到 的 数组 st 是 此 BFS 的 
一 个 父 链 接 表 示 。 上 面 的 代码 可 以 提供 到 任何 其 他 顶点 w 的 最 短路 径 。 

所 有 对 之 间 的 最 短路 径 找 出 连接 图 中 每 对 顶点 之 间 的 最 短路 径 。 完 成 此 项 任务 的 方法 
是 运行 BFS 来 求解 图 中 每 个 顶点 的 单 源 点 最 短路 径 问 题 ， 并 且 支 持 ADT 函数 ， 它 们 能 够 处 
理 大 量 最 短路 径 有 效 查 询 ， 并 将 每 个 顶点 的 路 径 长 度 和 父 链 接 树 表示 保存 起 来 ( 见 图 
18-23 ) 。 这 个 预 处 理 过 程 所 需 时 间 与 VE 成 正比 ， 所 需 空 间 与 太 成 正比 。 对 于 大 型 稀 朴 图 开 
销 巨 大 。 然 而 ， 它 使 我 们 可 以 构建 一 个 具有 最 优 性 能 的 ADT: 做 了 预 处 理 (并 预 留 保存 结 
果 的 空间 ) 之 后 ， 我 们 可 以 在 常量 时 间 内 返回 最 短路 径 长 度 ， 而 且 可 在 与 其 长 度 成 正比 的 
时 间 内 返回 路 径 自 身 ( 见 练习 18. 53 ) 。 

这 些 基 于 BFS 树 的 解决 方案 是 有 效 的 ， 但 我 们 这 里 并 未 考虑 进一步 的 实现 细节 ， 因 为 它 
们 是 第 21 章 详 细 考 虑 的 算法 的 特例 。 在 图 中 术语 最 短路 径 一 般 会 被 认为 可 用 来 描述 有 向 图 
和 网 中 的 相应 问题 。 第 21 章 主 要 研究 这 个 专题 。 在 那里 我 们 考察 的 解决 方法 是 对 这 里 描述 
的 基于 BFS 的 方法 的 严格 推广 。 

BFS 搜索 动态 性 的 基本 特征 与 DES 搜索 动态 性 的 那些 特征 形成 了 鲜明 的 对 比 。 如 在 图 
18-24 中 对 于 大 型 图 所 显示 的 那样 ， 你 应 该 将 它 与 图 18-13 进行 比较 。 这 棵 树 矮 且 宽 ， 这 表 
明了 两 种 搜索 过 程 有 着 的 不 同 。 例 如 ， 

。 存在 一 条 相对 短 的 路 径 将 图 中 的 每 对 顶点 连接 起 来 。 

。 在 搜索 过 程 中 ， 大 多 数 顶 点 与 很 多 未 被 访问 的 顶点 相 邻 。 

同样 ， 这 个 例子 也 代表 了 我 们 期 望 BFS 的 一 种 行为 ,但 验证 这 类 图 模型 的 结果 是 有 
趣 的 ， 且 对 于 实际 中 出 现 的 图 还 需 做 详细 分 析 。 

DFS 纵向 下 历 图 ， 将 有 其 他 分 支 路 径 的 顶点 保存 在 栈 中 ; BFS 横向 遍历 图 ， 使 用 队列 来 
记 住 已 访问 过 的 区 域 。DFS 通过 查找 远离 起 始点 的 新 的 顶点 来 探索 图 ， 只 有 当 遇 到 走 不 通 的 
路 时 才 取 较 近 的 顶点 ; BFS 则 完全 覆盖 与 起 始点 相近 的 区 域 ， 只 有 检查 了 每 一 个 相近 的 顶点 
后 才 向 更 远 的 位 置 移 涉 。 访 问 项 点 的 顺序 取决 于 图 的 结构 和 表示 方法 ， 但 搜索 树 的 这 些 全 局 
性 质 更 多 的 是 由 算法 体现 出 来 ， 而 非 图 或 其 表示 体现 。 

理解 图 处 理 算法 的 关键 是 要 认识 到 ， 不 仅 各 种 不 同 的 搜索 策略 是 了 解 各 种 图 的 不 同性 质 
的 有 效 途径 ， 而 且 还 可 以 一 致 地 实现 这 些 策略 。 例 如 ， 图 18-13 中 所 描述 的 DFS 告诉 我 们 图 
中 有 一 条 较 长 的 路 径 ， 而 图 18-24 中 描述 的 BFS 指出 有 多 条 较 短 的 路 径 。 尽 管 存在 这 些 显 著 
的 动态 差异 ，DFS 和 BFS 还 是 很 相似 的 ， 基 本 上 只 在 用 于 保存 尚未 探索 的 边 的 数据 结构 上 有 
所 不 同 〈 另 外 实现 递归 DFS 时 ， 系 统 维护 一 个 隐 式 栈 所 用 的 环境 不 同 ) 。 实 际 二 和 
会 转 到 涵盖 DFS、 BFS 以 及 很 多 其 他 有 用 策略 的 广义 的 图 搜索 算法 。 这 将 会 成 为 重 
处 理 问 题 的 解决 方案 的 基础 。 
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图 18-23 所 有 对 顶点 之 间 的 最 短路 径 示 例 
这 些 图 显示 了 从 每 个 顶点 执行 BFS 的 结果 ， 因 此 计算 出 连接 每 对 顶点 之 间 的 最 短路 径 。 每 次 搜索 给 出 一 哥 BFS 
树 ， 它 定义 了 连接 图 中 所 有 顶点 与 根 顶 点 之 间 的 最 短路 径 。 所 有 搜索 结果 都 保存 在 下 图 的 商 个 给 阵 中 。 在 左边 的 矩阵 
中 ， 第 y 行 与 第 九 列 中 的 元 素 给 出 了 从 ?到 妈 的 最 短路 径 长 度 (vo 在 ww 所 在 树 中 的 深度 ) 。 右 边 矩阵 的 每 一 行 包含 表示 
对 应 搜索 的 st 数组 。 例 如 ， 从 3 到 2 的 最 短路 径 有 3 条 边 ， 如 走边 矩阵 行 3 和 列 2 中 的 元 素 所 表明 的 。 由 左边 从 上 数 
第 3 个 BFS 得 知 ， 路 径 为 3-4-6-2， 这 个 信息 编码 在 右边 矩阵 的 行 2 中 。 在 有 一 条 以 上 的 最 短路 径 时 ， 该 和 矩 阵 未 必 是 对 
称 秆 阵 ， 因 为 所 找到 的 路 径 依赖 于 BFS 搜索 顺序 。 例 如 ， 由 左边 下 图 的 BFS 树 和 右边 矩阵 的 行 3 可 知 ， 从 2 到 3 的 最 
短路 径 是 2-0-5-3。 2 
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图 18-24 广度 优先 搜索 
此 图 描述 了 在 一 个 随机 欧 几 里 得 近邻 图 中 完成 BFS 的 过 程 ( 左 图 )。 风 格 如 图 18-13。 由 此 例 可 见 ， 对 于 这 种 类 型 
的 图 (实际 中 还 会 遇 到 其 他 很 多 类 型 的 图 ) ， 其 BFS 的 搜索 衬 相 当 矮 而 寅 。 也 就 是 说 ， 顶 点 通常 由 相当 短 的 路 径 连 接 
到 另 一 个 顶点 。DFS 树 和 BFS 树 在 形状 上 的 鲜明 差异 表明 了 这 两 个 算法 不 同 的 动态 性 质 。 
练习 z 
18. 49” 画 出 下 图 的 由 标准 邻接 表 BFS 所 得 的 BFS 森林 。 
3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 
18. 50” 通 出 下 图 的 由 标准 邻接 和 矩阵 BFS 所 得 的 BFS 森林 。 
3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 | 
18. 51 给 出 下 图 的 所 有 顶点 之 间 的 最 短路 径 和 矩阵 (风格 如 图 18-23) 


3-7 1-4 7-8 0-5 .9r2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


假设 使 用 邻接 矩阵 表示 。 

o 18. 52 给 出 BFS 的 一 种 实现 (程序 18.9 的 一 个 版 本 ) ， 使 用 顶点 的 标准 FIFO 队列 。 在 
BFS 的 搜索 代码 中 包含 一 个 对 队列 中 不 含 重复 元 素 的 测试 。 

18. 53 开发 一 个 图 ADT (程序 17.6) 的 邻接 表 实 现 的 ADT 函数 ， 用 来 支持 在 计算 出 每 对 
顶点 之 间 最 短路 径 的 预 处 理 之 后 ， 对 最 短路 径 的 查询 。 县 体 地 说 ， 添 加 两 个 指向 图 表示 的 数 
组 指针 ， 编 写 一 个 预 处 理 函 数 GRAPHshortpaths， 并 如 图 18-23 中 描述 的 那样 ， 为 其 所 有 元 
素 指 定 值 。 然 后 ， 增 加 两 个 查询 函数 GRAPHshort (v, w) (返回 » 秋 之 间 的 最 短路 径 长 
度 ) 和 GRAPHpath (v, w) (返回 v 和 w 的 一 条 最 短路 径 上 与 " 邻接 的 顶点 ) 。 

> 18. 54 当 "” 和 都 不 是 BFS 树 中 的 根 结 点 时 ， 它 们 之 间 的 距离 表示 什么 ? 

18. 55 ”开发 一 个 图 ADT 函数 ， 用 来 返回 足以 将 每 对 顶点 连接 起 来 的 路 径 长 度 。( 这 个 量 称 
为 图 的 直径 ) 。 注 意 : 对 于 不 连通 的 图 ， 你 和 需要 为 返回 值 定义 一 个 约定 。 

18. 56 ”给 出 一 种 简单 最 优 递 归 算 法 ， 找 出 树 的 一 个 直径 〈 见 练习 18. 55 ) 。 

o 18. 57 I 打印 出 BFS 树 的 高 度 和 要 看 到 的 每 个 顶点 所 必需 
处 理 的 边 的 百分比 。 呈 
e 18. 58 对 于 不 同 规模 和 来 自 不 同 图 模型 ( 见 练习 17. 63 ~76) 的 图 ， 进 行 实验 来 确定 练习 
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18. 57 中 所 描述 的 各 种 量 的 平均 值 。 
18.8 广义 图 搜索 


DFS 和 BFS 是 基础 和 基本 的 图 遍历 方法 ， 它 们 是 许多 图 处 理 算法 的 核心 。 了 解 它们 的 基 
本 性 质 后 ， 我 们 现在 转 到 更 高 一 级 的 抽象 ， 我 们 将 会 看 到 ， 这 两 种 方法 都 是 遍历 图 的 一 个 广 
义 策略 的 特例 。 这 在 BFS 实现 中 提 到 过 ( 见 练习 17.63 ~76)。 

基本 思想 很 简单 : 回顾 在 18. 6 节 中 对 于 BFS 的 描述 ， 但 这 里 我 们 使 用 通用 的 术语 边缘 
集 (fringe) ， 而 不 是 队列 (gqueue) 来 描述 下 一 次 向 树 中 添加 的 可 能 候选 边 的 集合 。 我 们 可 
以 直接 得 到 搜索 图 的 连通 分 量 的 一 个 通用 策略 。 从 指向 边缘 集中 一 一 个 起 始 项 点 的 自 环 和 一 个 

空 树 开 始 ， 执 行 以 下 操作 直到 边缘 集 为 空 : 


将 一 条 边 从 边缘 集中 移 到 树 中 。 如 果 它 所 到 的 顶点 未 被 访问 过 ， 就 访问 该 顶 
， 并 将 由 此 顶点 所 能 到 达 未 访问 顶点 的 所 有 边 放 入 边缘 集中 。 


此 策略 描述 了 访问 图 中 所 有 项 顶点 和 边 的 一 类 搜索 算法 ， 它 与 使 用 哪 种 广义 队列 来 保存 边 
缘 集中 的 边 无 关 。 

当 我 们 使 用 队列 来 实现 边缘 集 时 ， 就 得 到 BFS。 这 是 18. 6 节 中 所 讨论 的 专题 。 当 我 们 
使 用 栈 来 实现 边缘 集 时 ， 就 得 到 DFS。 与 图 18-6 和 图 18-21 比较 ， 图 18-25 详细 说 明了 这 一 
现象 。 证 明 递 归 DFS 和 基于 栈 的 DFS 的 等 价 性 是 消除 递归 的 一 个 有 趣 的 练习 。 实 质 上 是 将 
递归 程序 底层 的 栈 转 换 为 实现 边缘 集 的 栈 ( 见 练习 18. 61) 。 图 18-25 中 所 描述 的 DFS 的 搜 
索 顺 序 与 图 18-6 中 所 描述 的 DFS 的 搜索 顺序 不 同 的 原因 在 于 ， 栈 规则 表明 ， 我 们 检查 依附 
每 个 顶点 的 边 的 顺序 与 在 邻接 矩阵 (或 者 邻接 表 ) 中 遇 到 它们 的 顺序 正好 相反 。 如 果 我 们 
用 栈 代 替 队 列 〈 这 样 做 很 简单 ， 因 为 这 两 个 数据 结构 的 ADT 接口 仅 函数 名 有 所 不 同 ) ， 改 变 
程序 18. 8 中 使 用 的 数据 结构 ， 就 将 BFS 的 程序 变 成 了 DFS 程序 ,基本 事实 仍然 成 立 。 

如 在 18. 7 节 中 所 讨论 的 ， 现 在 这 个 通用 的 方法 不 如 我 们 希望 的 那么 高 效 ， 因 为 边缘 集 
中 散乱 着 放 着 指向 顶点 的 边 ， 当 边 在 边缘 集中 时 ， 其 顶点 已 被 移 到 树 中 。 对 于 地 FO 队列 ， 
我 们 可 以 在 将 边 放 入 队列 时 标记 目的 顶点 来 避免 这 种 情况 。 我 们 忽略 掉 指向 边缘 顶点 的 那些 
边 ， 因 为 我 们 知道 这 些 边 从 不 会 被 使 用 : 旧 边 (及 所 访问 的 项 点 ) 将 在 新 边 之 前 出 队列 
( 见 程 序 18. 9) 。 对 于 栈 实现 ， 我 们 希望 正 相 反 : 当 一 条 边 被 添加 到 边缘 集中 时 ， 如 果 其 中 
已 有 相同 目的 顶点 的 边 存在 ,那么 旧 边 永远 不 会 用 到 ， 因 为 新 边 〈 及 所 访问 的 顶点 ) 将 在 
旧 边 之 前 出 栈 。 为 了 将 这 两 种 极端 情况 包括 在 内 ， 并 人 允许 边缘 集 实现 可 以 使 用 一 些 其 他 策 
咯 ， 从 而 禁止 边缘 集中 的 边 指向 同一 顶点 ， 我 们 将 通用 方案 修改 如 下 : 


将 边缘 集中 的 一 条 边 移 到 树 中 。 访 问 它 指向 的 顶点 ， 并 将 由 该 顶点 指向 的 未 访 
问 顶 点 的 所 有 边 放 入 边缘 集中 ， 在 边缘 集中 使 用 一 一 种 替换 策略 以 保证 其 中 任意 两 条 
边 都 不 指向 同一 顶点 。 


这 种 边缘 集 的 “无 重复 目的 顶点 ”策略 可 以 保证 ， 对 于 离开 边缘 集 的 边 ， 无 需 检查 其 
目的 顶点 是 否 已 经 访问 过 。 对 于 BFS， 我 们 使 用 了 一 个 带 有 “忽略 新 元 素 ”策略 的 队列 实 
现 ; 对 于 DFS， 则 需要 一 个 带 有 “忘记 旧 元 素 ” 策 略 的 栈 ; 然而 ,由 任何 广义 队列 和 任何 替 
换 策 略 都 可 以 得 到 一 种 有 效 的 方法 ， 使 得 可 在 线性 时 间 内 访问 图 的 所 有 顶点 和 边 ， 而 且 额 外 
的 空间 需求 与 了 成 正比 。 图 18-27 是 对 这 些 差 别 的 图 示 说 明 。 我 们 有 一 系列 的 图 搜索 策略 ， 
其 中 包括 DFS 和 BFS， 还 有 其 他 一 些 策 略 ， 这 些 策略 只 是 所 用 的 广义 队列 实现 有 所 不 同 。 我 
们 将 看 到 ， 这 个 图 搜索 策略 系列 还 涵盖 了 许多 其 他 的 经 典 图 处 理 算法 。 
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图 18-25 ”基于 栈 的 DFS 
结合 图 18-21 ， 此 图 说 明了 BFS 和 DFS 只 在 基本 数据 结构 上 不 同 。 对 于 BFS， 我们 使 用 队列 ; 对 于 DFS， 则 使 用 
栈 。 我 们 从 与 栈 中 的 起 始 顶 点 邻接 的 所 有 边 开始 (左上 图 )。 第 二 ， 从 栈 中 将 边 0-7 移 到 树 中 ， 并 将 其 指向 的 尚未 在 
树 中 的 项 点 的 依附 边 7-1 和 7-4 压 入 栈 中 (左边 从 上 数 第 二 个 图 )。LIFO 栈 规则 表明 ， 当 我 们 向 栈 中 放 入 一 条 边 时 ， 
指向 同一 顶点 的 任何 边 都 将 过 时 ， 且 当 它 们 到 达 栈 顶 时 将 被 忽略 。 这 种 边 用 灰色 打印 出 。 第 三 ， 我 们 将 栈 中 的 边 7-4 
移 到 树 中 ， 并 将 其 依附 边 压 入 栈 中 (左边 从 上 数 第 三 个 图 ) 。 接 下 来 ， 弹 出 4-6， 并 将 其 依附 边 压 入 栈 中 ， 其 中 有 两 条 
边 指向 新 的 顶点 〈 左 下 图 )。 为 了 完 虑 搜索 ,我 们 从 槛 中 取出 其 余 边 ， 完 全 忽略 掉 到 达 栈 顶 的 那些 灰色 的 边 〔 右 图 ) 。 
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对 于 采用 邻接 表 表 示 的 图 ,程序 18. 10 是 基于 以 上 这 些 思路 的 一 种 实现 。 它 将 边缘 边 放 
人 一 个 广义 队列 中 ， 并 使 用 通常 的 顶点 索引 数组 来 识别 边缘 顶点 ， 从 而 在 遇 到 指向 一 个 边缘 
顶点 的 另 一 条 边 时 ， 可 以 使 用 一 种 显 式 的 更 新 ADT 操作 。 此 ADT 实现 可 以 选择 忽略 新 边 或 
替换 旧 边 。 
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图 18-26 ”图 搜索 术语 图 18-27 图 搜索 策略 
在 图 搜索 过 程 中 ， 我 们 维持 一 棵 搜索 对 于 图 18-26 中 描述 的 搜索 过 程 ， 此 图 描述 了 当 我 们 进行 下 
树 (黑色 ) 和 一 个 这 绿 集 (灰色)， 它 们 一 步 时 的 几 种 可 能 性 。 我 们 将 边缘 集中 的 一 个 顶点 移 到 树 中 ( 右 


是 下 一 次 将 要 添加 到 树 中 的 候选 边 。 每 个 上 图 所 示 的 转 轮 中 心 点 )， 并 检查 它 的 所 有 边 ， 将 指向 未 见 过 顶 
顶点 要 么 在 树 中 (黑色 )， 要 么 在 边缘 集中 点 的 那些 边 放 入 边缘 集中 ， 并 使 用 特定 算法 的 替换 规则 来 决定 是 
(灰色 )， 要 么 尚未 被 看 见 〈 和 白色 )。 树 顶 和 否 要 中 过 指向 边缘 顶点 的 那些 边 ， 或 者 应 该 替换 掉 指 向 同一 顶点 
点 由 树 边 连接 起 来 ， 每 个 边缘 顶点 由 边缘 的 边缘 边 。 在 DFS 中 ， 我 们 总 是 替换 掉 新 边 ， 而 且 一 般 而 言 ， 我 
边 与 树 顶 点 连接 。 们 可 能 替换 一 些 边 并 且 跳 过 另 一 些 边 。 


程序 18. 10 ”广义 图 搜索 


程序 18. 3 的 search 实现 推广 了 BFS 和 DFS， 并 支持 许多 其 他 图 外 理 算 法 ( 见 21.2 节 对 
于 这 些 算法 的 讨论 以 及 其 他 实现 ) 。 它 维持 了 称 为 边缘 集 的 一 个 边 的 广义 队列 。 我 们 使 用 一 
个 指向 起 始 顶 点 的 自 环 来 初始 化 该 边缘 集 ; 然后 在 边缘 集 不 为 空 时 ， 将 边缘 集中 的 边 e 移 到 
树 中 (依附 于 Ple. v1)， 并 扫描 e. w 的 邻接 表 ， 并 将 未 见 过 的 顶点 移 到 边缘 集中 ， 同 时 对 于 
指向 边缘 顶点 的 新 边 调 用 GQupdate。 

这 段 代 码 巧 妙 地 使 用 了 pre 和 st， 以 保证 边缘 集中 不 存在 两 条 边 指 向 同一 顶点 。 顶 点 v 是 
边缘 边 的 目的 顶点 ， 当 且 仅 当 它 已 做 标记 (pre[v] 非 钠 ) 但 尚未 出 现在 树 中 (st[ vj 为 -1)。 


#define pfs saearch 
void pfs(Graph G, Edge e) 
{ link t; Int v, Ww; 
GQput (e); pre[le.w] = cnt++; 
while (!GQempty ()) 
{ 
e = Gaget(); yw = e.w; st[w) = e.v; 
for (t = G->adj[w]; t != NULL; t = t->next) 
if (pre[v = t->v] == -1) 
{ GQput (EDGE(w, v)); pre[v] = cnt+t+; } 
else if (st[v] == -1) 
GQupdate (EDGE (Ww, Vv)); 
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性 质 18. 12 在 一 个 规模 为 了 的 广义 队列 中 ， 对 于 邻接 矩阵 表示 ， 广 义 图 搜索 访问 图 中 
的 所 有 顶点 和 边 所 需 时 间 与 V 成 正比 ， 对 于 邻接 表 表 示 ， 所 需 时 间 与 V+ 忆 成 正比 ， 加 上 在 
最 坏 情 况 下 , V 次 插入 、V 次 删除 和 巨 次 更 新 操作 所 需 的 时 间 。 

证 明 ”性质 18. 11 的 证 明 并 不 依赖 于 队列 实现 ， 因 此 可 以 适用 于 此 。 这 里 所 阐述 的 广义 
队列 操作 所 需 的 额外 时 间 可 由 实现 直接 而 得 。 六 
还 有 其 他 很 多 可 以 考虑 的 用 于 边缘 集 的 有 效 的 ADT 设计 。 例 如 ， 就 像 在 我 们 的 第 一 
BFS 实现 中 ， 可 以 坚持 第 一 种 通用 模式 ， 并 简单 地 将 所 有 边 放 人 边缘 集中 ， 然 后 在 取出 它们 
时 忽略 掉 那 些 指向 树 顶点 的 边 。 这 种 方法 的 缺点 是 ， 像 在 BFS 一 样 ， 队 列 最 大 规模 必定 为 
E， 而 不 是 V。 或 者 ,我 们 可 以 在 ADT 实现 中 隐 式 地 处 理 更 新 ， 只 通过 指定 队列 中 不 能 存在 
有 相同 目的 项 点 的 边 来 完成 。 不 过 这 样 做 最 简单 的 ADT 实现 方法 就 等 价 于 使 用 一 个 顶点 索 

引 的 数组 ( 见 练习 4.51 和 4.54)， 因 此 这 项 测试 更 适合 于 客户 端 图 搜索 程序 。 


程序 18. 11 随机 队列 实现 


当 我 们 从 此 数据 结构 中 删除 一 个 元 素 时 ， 它 很 可 能 是 当前 数据 结构 中 的 任 一 元 素 。 我 们 
可 以 使 用 这 段 代 码 实现 图 搜索 的 广义 队列 ADT 以 “随机 ”方式 搜索 一 个 图 〈 见 正文 ) 。 
#include <stdlib.h> 
#include "GY.h" 
Static Item *s; 
static int N; 
void RQinit(int maxN) 
{ s = malloc(maxN*sizeof(Item)); N = 0; } 
int RQempty() 
{ return N == 0; } 
void RQput (Item x) 
{ s[N++] = x; } 
void RQAupdate (Item x) 
{+} 
Item RQget() 
{ Item t; 
int i = N*(rand()/(RAND_MAX + 1.0)); 
t = s[i]; s[i] = gs[N-1]; s[N-1] = t; 
return s[--N]; 


} 


结合 程序 18. 10 和 广义 队列 抽象 ， 可 以 得 到 一 种 通用 且 灵 活 的 图 搜索 机 制 。 为 了 说 明 这 
一 点 ， 下 面 简 要 考虑 两 种 可 以 替换 BFS 和 DEFS 的 很 有 意思 且 很 有 用 的 策略 。 

第 一 种 候选 策略 所 基于 的 是 随机 队列 (randomized queue) ( 见 4.6 节 )。 在 随机 队列 中 ， 
我 们 随机 地 删除 元 素 : 数据 结构 中 的 每 个 元 素 被 删除 的 几率 都 相同 。 程 序 18. 11 时 提供 此 功 
能 的 一 个 实现 。 如 果 我 们 使 用 此 代码 为 程序 18. 10 实现 广义 队列 ADT， 则 得 到 一 个 随机 化 的 
图 搜索 算法 ， 其 中 边缘 集中 的 每 个 顶点 都 有 相同 的 几率 作为 下 一 个 顶点 被 添加 到 树 中 。 将 要 
添加 到 树 中 (指向 该 顶点 ) 的 边 则 取决 于 更 新 (update) 操作 的 实现 。 程 序 18. 11 中 的 实现 
并 没有 更 新 ， 因 此 每 个 边缘 顶点 被 添加 到 树 中 时 ， 同 时 会 造成 此 移动 的 边 移 至 边缘 集中 。 另 
一 种 做 法 ， 可 以 选择 总 是 完成 更 新 〈 这 将 导致 最 近 遇 到 的 指向 每 个 边缘 顶点 的 边 会 被 添加 
到 树 中 ) ， 或 者 做 随机 选择 。 

还 有 一 种 策略 对 于 研究 图 处 理 算法 至 关 重 要 ， 因 为 它 是 我 们 将 在 第 20 ~ 22 章 中 讨论 的 
许多 经 典 算法 的 基础 ， 这 种 策略 就 是 为 边缘 集 使 用 一 个 优先 队列 (priority-queue) ADT ( 见 


OO 
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第 9 章 ) : 我 们 为 边缘 集中 的 每 条 边 指定 一 个 优先 级 ， 并 在 合适 的 情况 下 对 它们 进行 更 新 ， 
而 且 选 择优 先 级 最 高 的 边 作为 下 一 条 要 被 添加 到 树 中 的 边 。 在 第 20 章 ， 我 们 将 详细 地 讨论 
这 种 方法 。 与 栈 和 队列 相 比 ， 优 先 队 列 的 队列 维护 操作 开销 更 大 ， 因 为 它们 涉及 队列 中 元 素 
间 的 隐 式 比较 ， 但 是 它们 可 以 支持 更 广泛 的 图 搜索 算法 。 我 们 将 会 看 到 ， 对 于 许多 关键 的 图 


处 理 问题 ， 只 需要 在 基于 优先 队列 的 广 
义 图 中 通过 巧妙 地 选择 优先 级 就 可 得 到 
解决 。 

所 有 广义 图 搜索 算法 都 只 检查 每 条 
边 一 次 ， 而 且 在 最 坏 情 况 下 所 需 的 额外 
空间 与 了 成 正比 ; 然而 它们 在 某 些 性 能 
度量 上 的 确 存在 差异 。 例 如 ， 对 于 
DFS、BFS 和 随机 搜索 ,图 18-28 显示 
了 随 着 搜索 的 进行 相应 边缘 集 的 规模 ; 
对 于 图 18-13 和 图 18-24 所 示 的 同一 个 
示例 ， 图 18-29 显示 了 由 随机 搜索 计算 
得 到 的 树 。 随 机 搜索 既 没 有 DFS 的 长 路 
径 ， 也 没有 BFS 的 度 很 大 的 结 点 。 这 些 
树 的 形状 和 边缘 集 图 依赖 于 所 搜索 的 特 
定 图 的 结构 ， 但 它们 也 刻画 了 不 同 算法 
的 特征 。 

通过 在 搜索 中 处 理 一 个 森林 (不 必 
是 一 棵 树 ) ， 我 们 还 可 以 对 图 搜索 进 一 
步 推 广 。 然 而 ， 这 里 不 再 做 这 一 层次 推 


图 18-28 DFS、 随 机 化 的 图 搜索 和 BFS 的 边缘 集 大 小 
对 于 图 18-13、 图 18-24 和 图 18-29 中 所 描述 的 搜索 过 程 


”中 边缘 集 规模 的 变化 ， 这 些 图 表明 了 为 边缘 集 选 择 数 据 结 构 


对 于 图 搜索 具有 很 大 的 影响 。 对 上 图 的 DFS 中 使 用 栈 时 ， 随 
着 每 一 步 发 现 新 结 点 ， 在 搜索 的 早期 就 填 满 边缘 集 ， 然 后 通 
过 删除 所 有 内 容 来 结束 搜索 过 程 。 当 使 用 随机 队列 时 〈 中 
图 )， 最 大 队列 规模 要 低 得 多 。 当 在 BFS 中 使 用 FIFO 队列 时 


， 从 页 然 很 小 ， 而 且 我 们 结 点 会 出 
广 ， 第 20 章 会 讨论 几 个 此 类 算法 。 (下 图 )， 最 大 队列 规模 仍然 很 1 且 我 们 发 现 新 


现在 整个 搜索 过 程 中 。 
练习 
18. 59 ”讨论 基于 以 下 策略 的 广义 图 搜索 实现 的 优点 和 缺点 : “将 边 从 边缘 集中 移 到 树 中 。 
如 果 它 指向 的 顶点 未 访问 过 ， 则 访问 该 项 点， 并 将 它 的 所 有 依附 边 放 入 边缘 集中 。” 


18. 60 ”修改 邻接 表 ADT， 将 边 〈 不 仅 是 目标 顶点 ) 保存 在 链表 中 ， 然 后 基于 练习 18. 59 中 
描述 的 策略 实现 图 搜索 ， 访 问 每 条 边 ， 但 要 销毁 图 ， 为 此 要 利用 通过 一 个 链接 调整 ， 就 可 将 
一 个 顶点 的 所 有 边 移 到 边缘 集中 的 事实 。 

18. 61 证 明 递 归 DFS (程序 18. 3 和 程序 18. 2) 等 价 于 使 用 术 (程序 18.10) 的 广义 图 搜 
索 ， 因 为 对 于 任何 图 这 两 个 程序 访问 项 点 的 顺序 完全 相间 ， 当 且 仅 当 程 序 扫描 邻接 表 的 顺序 
正 相反 。 - 

18. 62 ”对 于 下 图 的 随机 搜索 ， 给 出 三 种 可 能 不 同 的 遍历 顺序 


3-7 1-4 7-8 0-5 5- 2 3-8 2- 9 0-6 4-9 2-6 6-4 


18. 63 ”随机 搜索 访问 下 图 中 的 顶点 ， 能 够 按照 项 点 这 引 指 示 的 数字 厂 序 


访问 吗 ? 证 明 你 的 
结论 。 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


18. 64 对 于 图 中 的 边 ， 提 供 广义 队列 的 一 禁止 队列 中 含有 重复 顶点 的 边 ， 使 用 
“忽略 新 元 素 ” 策 略 。 


个 实现 
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图 18-29 随机 化 的 图 搜索 
此 图 描述 了 随机 化 图 搜索 的 过 程 ( 左 图 )， 风 格 如 图 18-3 和 图 18-24。 搜 索 树 的 形状 介 于 BFS 树 和 DFS 树 之 间 。 
这 三 个 算法 的 动态 行为 对 于 要 完成 的 工作 只 在 数据 结构 上 有 所 不 同 ， 除 此 之 外 再 无 不 同 。 
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9 18. 65 开发 一 种 随机 化 的 图 搜索 ， 以 等 概率 选择 边缘 集中 的 每 条 边 。 提 示 : 见 程序 18. 8 。 

5 18. 66 ”描述 一 种 遍历 迷宫 的 策略 ， 该 策略 对 应 使 用 标准 下 推 栈 的 广义 图 搜索 ( 见 18. 1 节 ) 。 

2 18. 67 对 广义 图 搜索 进行 实验 ( 见 程序 18. 10)， 打 印 出 树 的 高 度 和 要 看 到 的 每 个 顶点 所 
处 理 边 的 百分比 。 

e 18. 68 对 于 不 同 规模 和 来 自 不 同 图 模型 ( 见 练习 17. 63 ~76) 的 图 ， 进行 实 验 来 确定 练习 
18. 67 中 对 于 带 有 随机 队列 的 广义 图 搜索 所 描述 的 各 种 量 的 平均 值 。 

e 18. 69 ”如果 图 中 每 个 顶点 都 有 一 个 与 之 关联 的 (x, y) 坐标 ， 试 编写 一 个 客户 程序 ， 以 动 
态 图 像 动 画 方式 展示 广义 图 搜索 的 过 程 〈 见 练习 17. 55 ~17.59)。 在 随机 欧 几 里 得 近 领 图 上 
测试 你 的 程序 ， 在 合理 的 时 间 内 使 用 能 处 理 的 尽 可 能 多 的 点 。 你 的 程序 应 该 产生 类 似 图 18- 
13、18-24 和 18-29 中 快照 那样 的 图 形 ， 但 是 你 可 以 使 用 任意 颜色 而 不 是 灰色 阴影 来 表述 树 、 
边缘 集 及 未 见 过 的 顶点 和 边 。 


18. 9 图 算法 分 析 


我 们 已 经 讨论 了 大 量 的 图 处 理 问题 以 及 解决 它们 的 方法 。 因 此 并 不 像 在 其 他 领域 中 那样 
总 是 比较 求解 同一 问题 的 大 量 不 同 算法 。 然 而 用 实际 数据 或 者 模拟 数据 测试 这 些 算法 所 得 的 
经 验 总 是 有 价值 的 。 我 们 理解 这 些 数据 ， 且 它们 有 着 实际 应 用 中 我 们 可 能 期 望 的 相关 特征 。 

如 在 第 2 章 简略 介绍 的 那样 ， 我 们 寻求 理想 、 自 然 的 输入 模型 ， 具 有 以 下 三 个 关键 性 质 : 

。 它们 充分 地 反映 实际 ， 使 得 我 们 可 以 使 用 它们 来 预测 性 能 。 

。 它们 足够 简单 ， 经 得 起 数学 分 析 的 检验 。 

。 我 们 可 以 编写 生成 器 ， 提 供 问题 实例 用 于 对 算法 进行 测试 。 

有 了 这 三 部 分 ， 就 可 以 进入 设计 -分 析 -实现 - 测试 的 各 个 环节 ， 从 而 得 到 为 解决 
实际 问题 的 有 效 算 法 。 

对 于 诸如 排序 和 查找 等 领域 ， 我 们 已 经 在 第 3 部 分 和 第 4 部 分 看 到 了 沿 着 这 种 思路 所 取 
得 的 巨大 成 功 。 我 们 可 以 分 析 算法 ， 产 生 随 机 问题 的 实例 ， 再 改进 实现 为 在 大 量 实际 情况 中 
使 用 提供 非常 高 效 的 程序 。 对 于 我 们 研究 的 其 他 领域 ， 可 能 出 现 各 种 困难 。 例 如 ， 对 于 很 多 
几何 问题 的 数学 分 析 已 经 超出 了 我 们 的 能 力 所 及 范围 ， 而 且 开发 输入 的 一 个 精确 模型 对 于 很 
多 串 处 理 算法 极 具 挑 战 性 〈 实 际 上 ， 这 样 做 是 计算 的 一 个 基本 部 分 ) 。 类 似 地 ， 图 算法 将 我 
们 带 到 了 另 一 种 境地 : 对 于 很 多 应 用 问题 ， 关 于 上 段 列 出 的 三 个 性 质 我 们 都 如 履 薄 冰 。 

。 数学 分 析 有 难度 ， 很 多 基本 的 分 析 问 题 尚 未 定论 。 

。 有 大 量 不 同类 型 的 图 ， 我 们 不 能 在 所 有 这 些 图 上 合理 地 测试 算法 。 

。 要 刻画 在 实际 问题 中 出 现 的 各 种 类 型 的 图 的 特征 ， 从 很 大 程度 上 将 ， 还 是 一 个 知之 

甚 少 的 问题 。 

图 相当 复杂 ， 我 们 常常 不 能 完全 理解 在 实际 中 所 见 的 图 或 是 可 能 生成 和 分 析 的 人 工 图 的 
基本 性 质 。 

情况 也 许 并 不 像 刚才 所 描述 的 那样 糟糕 ， 一 个 主要 原因 是 ， 我 们 考虑 的 很 多 图 算法 是 最 
坏 情况 下 的 最 优 算法 ， 因 此 预测 性 能 也 是 一 个 简单 的 练习 。 例 如 ， 程 序 18.7 在 检查 每 条 边 
和 每 个 顶点 一 次 后 找 出 桥 。 这 个 开销 与 构建 图 的 数据 结构 的 开销 一 样 ， 这 样 我 们 就 能 很 自信 
地 做 出 预测 ， 无 论处 理 何 种 类 型 的 图 ， 如 果 边 数 加 倍 ， 那 么 运行 时 间 也 加 售 。 

当 一 个 算法 的 运行 时 间 依 赖 于 输入 图 的 数据 结构 时 ， 得 出 预测 就 要 困难 得 多 。 然 而 ， 如 
果 需 要 处 理 大量 的 大 型 图 ， 那 么 如 同 任何 其 他 问题 领域 ， 出 于 同样 的 原因 ， 我 们 也 希望 得 到 
高 效 的 算法 ， 而 且 对 于 理解 算法 和 应 用 的 基本 性 质 这 一 目标 ， 我 们 将 会 矢志 不 渝 ， 并 且 对 于 
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实际 中 可 能 出 现 的 图 ， 力 争 找 出 最 适合 于 这 些 图 的 方法 。 

为 了 说 明 一 些 这 样 的 问题 ， 我 们 回顾 图 的 连通 性 问题 ， 这 是 我 们 在 第 1 章 所 讨论 
问题 (!) 。 随 机 图 的 连通 性 数 年 来 一 直 令 数学 家 着 迷 不 已 ， 市 利己 经 成 为 大量 广 献 所 讨论 
的 主题 。 这 些 文献 超出 了 本 书 的 范围 ， 但 它 为 我 们 验证 问题 作为 茶 些 实验 研究 的 基础 提供 了 
背景 ， 有 助 于 我 们 理解 所 使 用 的 基本 算法 以 及 所 考虑 的 图 的 类 型 。 

例如 ， 通 过 向 一 个 初始 孤立 的 顶点 集中 添加 随机 边 来 扩展 图 (实际 上 ， 这 是 程序 17.7 
所 完成 的 过 程 ) 是 一 个 得 到 深入 研究 的 过 程 ， 已 经 作为 经 典 图 论 的 基础 。 众 所 周知 ， 随 着 
边 数 的 增长 ， 图 将 结合 成 为 一 个 巨大 的 分 量 。 有 关 随 机 图 的 文献 给 出 了 关于 此 过 程 特征 的 大 
量 信 息 。 例 如 : 


性 质 18. 13 ”如果 忆 > 了 VIn V+jV (je 为 正 数 )，V 个 顶点 和 条 边 的 随机 图 包含 单个 


连通 分 量 ， 而 且 孤 立 顶 点 的 平均 数 小 于 e 4 ， 当 了 趋 于 无 穷 大 时 ， 概 率 趋 近 于 1。 
证 明 这 一 事实 由 Erdis 和 Renyi 在 1960 年 的 开创 性 工作 确立 。 其 证 明 超 出 了 本 书 的 范 
围 〈 见 参考 文献 ) 。 图 
这 个 性 质 说 明 ， 大 型 的 非 稀 朴 随 机 图 很 可 能 是 连通 的 。 例 如 ， 如 果 了 >1000 且 巨 > 107 


则 六 >10 - 方 Im 1 000 > 6.5， 而 且 不 在 此 大 分 量 中 的 平均 顶点 数 〈 几 乎 肯定 ) 小 于 e- < 


. 000 003 。 如 果 产 生 1 百 万 个 有 1 000 个 顶点 的 随机 图 ， 其 密度 大 于 10 ， 就 有 可 能 会 得 到 一 
些 仅 有 单个 孤立 顶点 的 图 ， 其 余 图 都 是 连通 的 。 

图 18-30 对 随机 图 与 随机 近邻 图 进行 了 比较 ， 其 中 只 允许 索引 相差 一 个 小 的 常数 范围 以 - 
内 的 顶点 之 间 有 边 相连 。 近 邻 图 模型 产生 的 图 显然 与 随机 图 的 特征 存在 很 大 的 差异 。 然 而 ， 
当 两 个 大 的 分 量 归 并 时 ， 最 后 也 会 得 到 一 个 巨大 的 分 量 。 


表 18-1 两 种 随机 图 模型 的 连通 牲 


对 于 由 两 个 不 同 分 布 所 得 的 100 000 个 顶点 的 图 。 此 表 显 示 了 它们 的 连通 分 量 个 数 和 最 大 连通 分 量 的 规模 。 对 于 
随机 图 模型 ， 这 些 实验 证 实 了 一 个 众所周知 的 事实 ， 即 如 果 平 均 的 顶点 度 大 于 一 个 较 小 的 常量 ,那么 图 极 有 可 能 主要 
包含 一 个 巨大 的 分 量 。 当 我 们 将 边 的 选择 限制 为 只 能 是 将 每 个 顶点 连接 到 其 10 个 特定 近邻 之 一 的 边 时 ， 则 得 到 右边 两 
列 所 示 的 实验 结果 。 


随机 边 随机 10 个 近邻 
E . C L C 
1 000 99 000 5 99 003 3 
2 000 98 000 4 98 010 4 
5 000 95 000 6 95 075 5 
10 000 90 000 8 90 300 7 
20 000 80 002 16 81 381 9 
50 000 50 003 1 701 57 986 27 
100 000 16 236 79 633 2 8721 151 
200 000 1 887 98 049 3 818 6 797 


500 000 


1 000 000 


说 明 : C 连通 分 量 个 数 
L 最 大 连通 分 量规 模 


99 997 
100 000 


99 979 
100 000 
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图 18-30 ”随机 图 的 连通 性 
此 图 描述 了 向 初始 为 空 的 两 类 随机 图 中 添加 总 数 为 2E 条 边 的 过 程 ， 每 次 增加 均等 的 10 条 边 。 每 幅 图 都 是 规模 为 
从 1 到 VV-1 的 分 量 中 顶点 数 的 直方 图 (从 堪 到 右 )。 开 始 是 所 有 顶点 都 在 规模 为 1 的 分 量 中 ， 结 束 时 几乎 所 有 顶点 都 
在 一 个 巨大 的 分 量 中 。 左 图 对 应 于 一 个 标准 随机 图 ; 巨大 分 量 很 快 形成 ， 其 他 所 有 分 量 很 小 。 右 图 对 应 随机 近邻 图 : 
在 一 段 较 长 时 间 内 一 直 保 持 着 各 种 规模 的 分 量 。 





表 18-2 显示 了 随机 图 和 近邻 图 (包括 了 个 顶点 和 无 条 边 ) 之 间 的 结构 差异 ， 其 中 了 和 
下 均 为 在 实际 情况 下 有 意义 的 范围 内 。 这 种 结构 差异 自然 可 能 会 在 算法 的 性 能 上 有 所 反映 。 

表 18-2 给 出 了 在 一 个 随机 图 中 使 用 各 种 算法 查找 连通 分 量 数 所 需 开 销 的 实验 结果 。 尽 
管 算法 不 能 直接 用 于 特定 任务 的 直接 比较 ， 因 为 它们 是 设计 用 来 处 理 不 同 的 任务 的 ， 但 这 些 
实验 验证 了 我 们 已 得 出 的 一 部 分 一 般 结论 。 


表 18-2 图 搜索 算法 的 实验 研究 


对 于 具有 不 加 项 点数 和 边 数 的 图 ， 此 表 显示 了 确定 连通 分 量 数 (以 及 最 大 连通 分 量规 模 ) 的 各 种 算法 的 相对 时 间 
性 能 。 正 如 所 期 望 的 ， 对 于 稀 疏 图 使 用 邻接 ~ 抢 阵 表示 的 算法 较 慢 。 但 对 于 稠密 图 这 种 表示 则 有 竞争 力 。 对 于 这 项 特 
殊 的 任务 ， 我 们 在 第 1 章 讨论 过 的 合并 - 查找 算法 是 最 快 的 ， 因 为 它们 构建 的 数据 结构 非常 适合 于 求解 这 个 问题 ， 而 
且 不 需要 其 他 数据 结构 来 表示 图 。 然 而 ， 一 旦 表示 图 的 数据 结构 构造 出 来 ，DFS 和 BFS 就 会 更 快 、 更 灵活 。 对 于 稠密 
图 ， 增 加 一 个 测试 ， 使 得 当 图 中 包含 单个 连通 分 量 时 算法 就 停止 ， 这 样 做 可 以 显著 加 速 DFS 和 合并 - 查找 算法 。 





邻接 矩阵 邻接 表 
五 U” I D D“ I D D” B B 
5 000 个 顶点 
S00 1 0 235 312 356 1 0 0 0 1 
1 000 0 ] 255 311 354 1 0 0 0 ] 
5 000 1 2 258 312 333 2 2 1 2 ] 
10 000 3 3 238 314 358 3 2 1 2 1 
50 000 12 6 270 315 202 25 6 4 5 6 
100 000 23 7 286 314 181 52 9 2 10 11 
500 000 117 5 478 248 111 267 54 16 56 47 
100 000 个 顶点 
5 000 5 3 3 8 7 24 24 
10 000 4 5 6 7 7 24 24 
50 000 18 18 26 12 12 28 28 
100 000 34 35 51 28 24 34 34 
500 000 133 137 259 88 89 


说 明 : U 带 有 折 半 的 加 权 快 速 合 并 (程序 1. 4) 
I 图 表示 的 初始 构造 
D 递归 DFS (程序 18. 1 和 和 程序 18. 2) 
B BFS (程序 18.9 和 程序 18. 10) 
* 当 发 现 图 是 完全 连通 时 退出 


首先 ， 从 此 表 中 可 以 明显 看 出 ， 对 于 大 型 稀 玖 图 不 应 使 用 邻接 矩阵 表示 (对 于 超大 型 的 
图 也 不 能 用 这 种 表示 ) ， 这 不 仅仅 是 因为 初始 化 数组 的 开销 太 过 昂贵 ， 还 因为 算法 将 检查 数 
组 中 的 每 一 个 元 素 ， 因 此 其 运行 时 间 是 与 数组 的 规模 (V*) 成 正比 ， 而 不 是 与 数组 中 1 的 个 
数 《E) 成 正比 。 例 如 ， 这 个 表 显 示 出 如 果 使 用 一 个 邻接 和 矩阵， 那么 处 理 一 个 包含 1 000 条 
边 的 图 所 需 时 间 与 处 理 一 个 包含 100 000 条 边 的 图 大 致 相同 。 

其 次 ， 由 表 18-2 还 可 清楚 地 看 出 ， 为 大 型 稀 朴 图 构建 邻接 表 时 ， 为 链表 结 点 分 配 内 存 
的 开销 相当 大 ， 构 建 邻接 表 的 开销 是 对 其 遍历 的 开销 的 5 倍 还 多 。 在 典型 情况 下 ， 我 们 会 在 
构建 图 之 后 完成 各 种 类 型 的 搜索 ， 这 个 开销 是 可 以 接受 的 。 否 则 ， 就 应 像 在 第 2 章 中 那样 ， 
考虑 预先 分 配 数组 来 降低 内 存 分 配 的 开销 。 


O 


OO 


OO 
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第 三 ， 对 于 大 型 稀 琉 图 ，DEFS 对 应 的 几 列 中 没有 给 出 数字 ， 这 一 点 很 重要 。 这 些 图 将 使 
得 递归 深度 过 大 ， 而 这 (最终) 会 导致 程序 崩溃 。 如 果 希 望 对 这 些 图 采用 DFS， 则 需要 使 用 
18.7 节 中 所 讨论 的 非 递 归 版 本 。 

第 四 ， 此 表 显 示 出 基于 合并 - 查找 的 方法 要 快 于 DFS 或 BFS， 主 要 原因 是 它 不 必 表 示 整 
个 图 。 然 而 ， 如 果 没 有 这 种 表示 ， 我 们 就 无 法 回答 诸如 “是 否 存 在 连接 v 到 w 的 一 条 边 ?” 
等 简 音 问题， 因此， 如果 我 们 希望 做 更 多 的 工作 ( 想 要 回答 “vw 和 w 之 间 是 否 存 在 一 条 路 
径 ” 的 查询 ， 再 混杂 着 填 加 边 的 任务 ) ， 那 么 基于 合并 - 查找 的 方法 就 不 适用 了 。 一 旦 构建 
了 图 的 内 部 表示 ， 只 为 确定 图 是 否 连通 而 实现 一 个 合并 - 查找 算法 就 不 值得 了 ， 因 为 DFS 
或 BFS 可 以 很 快 地 做 出 回答 。 

在 进行 实验 测试 来 得 到 诸如 此 类 的 表 时 ， 可 能 需要 对 各 种 特殊 情况 作 进 一 步 的 解释 。 例 
如 ， 在 很 多 计算 机 上 ， 缓 存 体 系 和 内 存 系 统 的 其 他 性 能 可 能 对 大 型 图 的 处 理性 能 产生 极 大 的 
影响 。 改 善 关键 应 用 中 的 性 能 可 能 需要 详细 了 解 机 器 的 体系 结构 以 及 我 们 考虑 的 所 有 因素 。 

对 这 些 表 进行 仔细 的 研究 ， 还 将 揭示 出 这 些 算 法 的 更 多 性 质 。 我 们 的 目标 不 是 一 个 详尽 
的 比较 ， 而 是 要 说 明 尽 管 在 比较 图 算法 时 面临 一 些 挑 战 ， 但 是 我 们 能 够 而 且 应 该 进行 实验 研 
究 并 利用 任何 可 用 的 分 析 结 果 ， 以 认识 算法 的 重要 特性 ， 并 预测 其 性 能 。 
练习 
18. 70 ”进行 像 表 18-2 那样 的 实验 研究 ， 来 确定 一 个 图 是 否 是 二 分 的 〈2- 可 着 色 的 ) 。 

18. 71 进行 像 表 18-2 那样 的 实验 研究 ， 来 确定 一 个 图 是 否 是 双 连 通 的 。 

18. 72 ”对 于 由 各 种 图 模型 所 得 的 各 种 规模 的 稀疏 图 进行 实验 研究 ， 找 出 图 中 第 二 大 连通 分 
量 的 期 望 大 小 。 

18. 73 ”编写 一 个 程序 产生 像 图 18-30 中 的 图 表 ， 并 用 由 各 种 图 模型 所 得 的 不 同 规模 的 图 
(网 练习 17. 63 ~76) 对 它 进 行 测试 。 

18. 74 ”修改 练习 18. 73 中 的 程序 ， 产 生 类 似 的 边 连 通 分 量规 模 的 直方 图 。 

18. 75 ”本 市 的 表 中 的 数字 均 来 自 于 一 个 样本 。 我 们 可 能 希望 准备 一 个 类 似 的 表 ， 对 每 个 元 
素 进 行 1000 次 实验 ， 给 出 样本 的 均值 和 标准 方差 。 但 可 能 不 会 包含 太 多 的 元 素 。 这 种 方法 
是 否 更 好 地 利用 了 计算 机 时 间 ? 论证 你 的 答案 。 
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对 于 图 中 的 每 条 边 ， 如 果 我 们 强调 一 个 图 中 每 条 边 的 两 个 顶点 所 指定 顺序 的 重要 性 ， 就 
得 到 了 一 个 完全 不 同 的 组 合 对 象 ， 称 之 为 有 向 图 (digraph 或 directed graph) 。 图 19-1 显示 了 
有 回 图 的 一 个 例子 。 在 一 个 有 向 图 中 ， 记 号 s-t 描述 了 从 :到 i 的 一 条 边 ， 但 是 没有 给 出 是 否 
从 :到 存在 边 的 任何 信息 。 在 一 个 有 向 图 中 ， 两 个 顶点 可 以 通过 4 种 不 同 的 方式 相关 联 ， 
两 个 项 点 之 间 不 存在 边 ; 存在 从 * 到 :的 一 条 边 -1; 存在 从 i 到; 的 一 条 边 :i-s; 或 存在 两 条 
边 s-t 和 t-s， 这 表明 在 两 个 方向 都 有 连接 。 在 很 多 应 用 问题 中 , 单 向 限制 是 很 自然 的 ， 在 实 
现 中 容易 实行 ， 而且 看 上 去 似乎 无 关 紧 要 ; 但 它 蕴 含 着 额外 的 组 合 结构 ， 这 对 于 算法 具有 深 
远 意义 ， 并 使 得 对 有 向 图 的 处 理 与 对 无 向 图 的 处 理 截 然 不 同 。 处 理 有 向 图 类 似 于 在 一 个 城市 
中 到 处 游览 ， 基 中 城市 中 所 有 街道 都 是 单 向 的 ， 而 且 方 向 不 一 定 是 按照 某 种 统一 的 模式 来 指 
定 的 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 想象 从 一 点 到 达 另 一 点 可 能 会 是 一 个 挑战 。 

可 以 有 很 多 种 方式 来 解释 有 向 图 中 边 的 方向 。 例 如 ， 在 一 个 
电话 -呼叫 图 中 ,我们 可 能 考虑 一 条 边 是 有 向 的 ， 表 示 从 了 呼叫 方 
到 接收 方 。 在 一 个 事务 图 中 ,也 有 类 似 关系 ， 可 以 将 边 解 释 为 代 
表 从 一 个 实体 到 另 一 个 实体 的 现金 流 、 货 物流 或 信息 流 。 我 们 发 
现 目 前 的 因特网 也 非常 适合 于 这 个 经 典 模 型 ， 其 中 顶点 表示 Web 
页 面 ， 边 表示 页 面 之 间 的 链接 。 在 19. 4 节 中 ,我 们 考察 其 他 一 
些 例 子 ， 其 中 很 多 模型 将 更 为 抽象 。 

一 种 常见 的 情况 就 是 使 用 边 方 向 来 反映 一 种 优先 关系 。 例 
如 ， 可 以 用 向 图 对 生产 线 建 模 : 顶点 对 应 所 要 做 的 工作 ， 如 果 对 
应 项 点 s 的 工作 必须 在 对 应 顶点 1 的 工作 之 前 完成 ， 则 从 顶点 ， 
到 顶点 1 存在 一 条 边 。 对 同 种 情况 建 模 的 另 一 种 方法 是 使 用 一 个 
PERT 图 (PERT chart) : 边 表示 工作 ,顶点 蕴含 着 指定 的 优先 关 图 19-1 有 向 图 
系 (对 于 每 个 顶点 ， 所 有 进入 该 顶点 的 工作 必须 在 任何 出 顶点 的 有 向 围 定义 为 结 点 和 边 
工作 开始 之 前 完成 )。 我 们 如 何 确 定 何 时 执行 每 个 工作 ， 从 而 保 的 一 个 列 到 (下 图 )。 耕 并 
证 不 违反 优先 关系 ? 这 个 问题 称 为 调度 问题 (scheduling prob- 。 序 就 蓝 仿 着 边 是 从 第 一 个 站 
lem) 。 如 果 有 加 图 中 存在 环 ， 则 此 问题 毫 无 意义 。 因 而 在 这 种 情 点 指向 第 二 个 结 点 的 ， 在 画 
况 下 ,我 们 只 处 理 有 向 无 环 图 (directed acyclic graph，DAG ) 。 出 有 向 图 时 ， 我 们 使 用 蔡 头 
我 们 在 第 19. 5 节 和 第 19.7 节 考 虑 DAG 图 的 基本 性 质 以 及 这 个 描绘 出 有 向 边 〈《 上 图 ) 。 
简单 问题 的 算法 ， 即 拓扑 排序 。 在 实际 应 用 中 ， 调 度 问 题 通常 涉及 对 顶点 或 边 上 加 权 ， 是 对 
各 个 作业 的 时 间或 代价 建立 模型 。 我 们 将 在 第 21 章 和 第 22 章 讨 论 此 类 问题 。 

可 能 的 有 向 图 的 数目 极其 庞大 。 在 六 条 可 能 的 有 向 边 中 ， 每 条 边 ( 包 括 自 环 ) 可 能 出 
现 也 可 能 不 出 现 ， 因 此 不 同 的 有 向 图 的 总 数 则 为 2”。 如 图 19-2 中 所 描述 的 ， 这 个 数 增长 很 
快 ， 即 使 与 不 同 有 向 图 的 数目 比较 而 且 当 了 很 小 也 是 如 此 。 与 无 向 图 一 样 ， 彼 此 同 构 (这 类 
图 可 以 对 顶点 重新 标号 就 与 男 一 个 图 相同 ) 的 有 向 图 这 一 类 要 少 得 多 ， 但 我 们 不 能 利用 这 
种 归 约 ， 因 为 我 们 尚 不 知道 有 向 图 同 构 的 一 种 有 效 算法 。 

当然 ， 任 何 程序 都 必定 只 能 处 理 可 能 有 向 图 中 的 一 小 部 分 ; 实际 上 ， 这 些 数 是 如 此 大 以 
至 于 我 们 可 以 确信 ， 任 何 一 个 给 定 的 程序 都 不 可 能 对 全 部 有 向 图 加 以 处 理 。 通 常情 况 下 ， 对 
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于 在 实际 中 可 能 遇 到 的 有 向 图 ， 往 往 很 难 刻画 其 特征 ， 因 此 我 们 设计 算法 ,使 其 可 以 处 理 作 
为 输入 的 任何 有 向 图 。 一 方面 ， 这 种 情况 对 于 我 们 也 不 新 鲜 (例如 ， 对 于 1 000 个 元 素 的 
1 0001 排列 ， 任 何 一 个 排序 程序 都 不 会 对 其 中 任何 一 种 进行 处 理 )。 另 一 方面 ， 有 些 情况 可 
能 会 使 我 们 不 安 ， 例 如 ， 即 使 宇宙 中 所 有 电子 都 可 以 运行 超级 计算 机 ， 而 这 些 超 级 计算 机 每 
秒 能 够 处 理 10 个 图 ,那么 在 估计 的 宇宙 存在 期 间 之 内 ， 这 些 超 级 计算 机 所 能 处 理 的 图 也 不 
到 10 个 顶点 的 有 向 图 的 10-”( 见 练习 19.9)。 

以 上 有 关 图 枚 举 的 讨论 有 些 离 题 , 但 是 每 当 我 们 在 考虑 


: V 无 向 图 有 问 图 
算法 分 析 时 就 会 发 现 一 些 问题 ， 而 以 上 讨论 则 强调 了 这 些 问 一 , 让 
题 。 以 上 的 这 些 讨论 还 表明 图 枚 举 与 有 向 图 的 研究 有 特定 的 8 64 512 
相关 性 。 设 计 一 个 在 最 坏 情况 下 也 能 执行 很 好 的 算法 ， 这 一 “4 1024 65536 
点 非常 重要 吗 ? 尤其 是 我 们 不 太 可 能 看 到 任何 特定 最 坏 情况 6 2097188 733554432 
下 的 有 向 图 。 基 于 平均 情况 分 析 来 选择 一 个 算法 是 否 有 用 ， 7 268435456 562949953421312 
这 是 否 是 一 个 数学 猜想 呢 ? 如 果 我 们 的 目的 是 要 得 到 在 实际 图 19-2 图 枚 举 


中 看 到 的 有 向 图 上 的 高 效 执行 的 实 更， 我 们 直接 就 会 面临 刻 7 个 顶点 的 不 同 无 向 图 的 个 数 
画 这 些 有 向 图 特征 的 问题 。 对 于 在 应 用 中 可 能 遇 到 的 有 向 人 
的 闪现 开心 宙 和 并 证 和， 比 描述 无 向 图 对 于 无 向 图 ， 个 数 由 人 AR 2 
一 ” 确定 ; 对 于 有 向 图 ， 为 2”。 
在 这 一 章 里 ， 我 们 重新 回顾 一 些 在 第 17 章 中 已 经 讨论 

过 的 有 向 图 意义 上 的 基本 图 处 理 问 题 ， 而 且 考 察 几 个 有 向 图 上 的 特定 问题 。 特 别 是 要 讨论 
DFS 及 其 几 个 应 用 ， 包括 环 检测 (cycle detection ) 〈 确 定 一 个 图 是 和 否 是 有 向 无 环 图 ) ;， 拓扑 
排序 (topological sort) (例如 ,确定 刚才 描述 的 DAG 上 调度 问题 ) ; 以 及 传递 闭 包 和 强 连通 
分 量 的 计算 (transitive closure and strong component) (此 问题 的 基础 是 确定 两 个 给 定 的 顶点 
之 间 是 否 存 在 一 条 有 向 路 径 ) 。 对 于 其 他 的 图 处 理 领域 ,这 些 算法 从 简单 到 复杂 都 有 涵盖 ; 
它们 都 可 由 有 向 图 的 复杂 组 合 结 构 所 获悉 ， 而 且 使 我 们 对 此 结构 有 深入 的 理解 。 
练习 
19. 1 在 线 找 出 一 个 大 型 有 向 图 ， 可 以 是 某 个 在 线 系统 的 事务 图 ， 也 可 以 是 由 Web 页 面 上 
的 链接 所 定义 的 有 向 图 。 z 
19.2 在 线 找 出 一 个 大 型 DAG 图 ， 可 以 是 一 个 大 型 软件 系统 中 函数 定义 依赖 关系 所 定义 的 
DAG 图 ， 也 可 以 一 个 大 型 文件 系统 的 目录 连接 所 定义 的 DAG 图 。 
19. 3 制作 一 个 像 图 19-2 那样 的 表 ， 但 不 考虑 带 有 子 环 的 图 和 有 向 图 的 数目 。 
19.4 试问 包含 V 个 顶点 和 EE 条 边 的 有 向 图 有 和 多少 个 ? 

o 19.5 试问 对 于 包含 了 个 顶点 和 五 条 边 的 每 个 无 向 图 ， 有 多 少 个 与 之 对 应 的 有 向 图 ? 

> 19.6 试问 需要 多 少 位 十 进 制 数 来 表示 出 7 个 顶点 的 有 向 图 的 个 数 。 

o19.7 画册 有 3 个 顶点 的 非 同 构 的 有 向 图 。 
eee 19.8 如 果 仅 当 两 个 图 不 同 构 才 认为 是 不 同 的 ， 那 么 有 7 个 顶 氮 、 条 边 的 不 同 有 向 图 有 多 
外 个 ? 
19.9 试 计算 一 台 计 算 机 能 够 处 理 的 10 个 顶点 有 向 图 占 全 部 10 个 顶点 有 回 图 的 百分比 的 上 
界 ， 在 此 仍然 沿用 正文 中 所 描述 的 假设 ， 另 外 假设 宇宙 中 的 电子 数 不 超过 10 个， 宇宙 的 寿 
命 不 超过 10 年 。 


19. 1 术语 和 游戏 规则 : z 
我 们 对 于 有 向 图 的 定义 与 第 17 章 中 有 关 无 向 图 的 定义 几乎 完全 相同 (我 们 所 用 的 一 些 


OO 
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算法 和 程序 也 同样 如 此 ) ， 然 而 在 此 这 些 定义 仍然 值得 重新 闻 述 。 这 里 解释 边 方向 的 用 词 上 
芒 含 的 结构 化 性 质 将 是 本 章 关注 的 重点 。 

定义 19. 1 有 向 图 (digraph，directed graph) 由 顶点 集 和 连接 有 序 顶点 对 的 有 向 边 集 
《不 含 重 复 边 ) 组 成 ， 我 们 说 一 条 边 从 其 第 一 个 顶点 指向 第 二 个 顶点 。 

与 无 向 图 的 定义 类 似 ， 在 此 定义 中 不 允许 重复 边 ， 但 对 于 各 种 应 用 和 实现 ， 保 留 了 在 方 
便 时 也 可 人 允许 有 重复 边 这 一 选择 。 我 们 显 式 地 人 允许 在 有 向 图 中 可 以 有 自 环 〈 而 且 通 常 采用 
一 个 约定 : 每 个 顶点 都 有 一 个 自 环 ) ， 这 是 因为 它们 在 基本 算法 中 起 着 重要 的 作用 。 

定义 19.2 在 一 个 有 向 图 中 的 有 向 路 径 (directed path) 是 顶点 的 一 个 序列 ， 其 中 有 一 
条 有 向 图 边 将 序列 中 的 每 个 顶点 与 序列 中 该 顶点 的 后 继 连 接 起 来 。 如 果 存 在 从 s 到 1 的 一 条 
路 径 ， 则 称 顶 点 1 从 顶点 s 是 可 达 的 (reachable)。 

我 们 采用 了 约定 ， 每 个 顶点 可 由 其 自身 可 达 。 通 常 只 要 保证 自 环 出 现在 有 向 图 的 表示 
中 ， 就 能 实现 这 个 假设 。 

理解 本 章 的 很 多 算法 要 求 理 解 有 向 图 的 连通 性 质 ， 以 及 这 些 性 质 对 于 沿 着 有 向 图 中 的 边 
从 一 个 顶点 移 到 另 一 个 顶点 的 基本 过 程 的 影响 。 较 之 于 无 向 图 ， 对 于 有 向 图 建立 这 种 理解 更 
为 复杂 。 例如， 我 们 看 一 眼 就 能 说 出 一 个 较 小 的 无 向 图 是 否 是 连通 的 ， 或 是 否 包 含 环 ， 这 些 
性 质 在 有 向 图 中 并 不 容易 看 出 ， 如 同 在 图 19-3 中 所 描述 的 典型 例子 中 所 表明 的 那样 。 

而 像 这 样 的 例子 强调 了 差异 ， 需 要 说 明 的 重要 一 点 是 ， 
人 们 认为 困难 或 不 困难 的 事情 ， 程 序 是 否 也 这 样 认 为 呢 ? 倒 
如 ， 编 写 一 个 DFS 函数 来 找 出 有 向 图 中 的 环 并 不 比 在 在 无 向 
图 中 的 处 理 更 困难 。 更 重要 的 是 ， 有 向 图 中 和 无 向 图 有 着 本 
质 上 的 结构 差异 。 例 如 ， 在 一 个 有 向 图 中 ,i 是 由 s 可 达 的 事 
实 并 未 对 由 上 是否 可 达 s 提供 任何 信息 。 这 个 差异 是 明显 的 ， 
但 相当 关键 ， 我 们 将 会 看 到 。 

如 在 17. 3 节 中 所 提 到 的 ， 我们 用 于 有 向 图 的 表示 基本 上 
与 用 于 无 问 图 的 表示 一 样 。 实 际 上 ， 它 们 更 直接 ， 因 为 每 条 
边 只 表示 一 次 ， 如 图 19-4 中 所 示 。 在 邻接 表 表 示 中 ， 边 s-t 被 
表示 为 对 应 s 的 单 链表 中 的 一 个 包含 + 的 表 结 点 。 在 邻接 矩阵 图 19-3 网 格 有 向 图 
表示 中 ， 我 们 需要 维护 一 个 完全 的 Vx V 矩阵 ， 并 将 边 -t 表 。 吕 生 证 因 亿 了 让 人 
示 为 行 s 和 列 + 上 的 一 个 1。 只 有 在 存在 边 t-s 示 ， 我 们 才 在 行 。” 格 , 除了 此 图 在 每 个 网 格 线 上 者 
t、 列 s 放置 一 个 1。 一 般 而 言 ， 有 向 图 的 邻接 矩阵 并 不 关于 对 和 
角 线 对 称 。 在 这 两 种 表示 中 ， 我们 一 般 包 括 自 环 (对 于 每 个 ” 避 w 连 训 信 抽 记 于 扩 呈 
顶点 s， 表 未 为 s-s)。 从 左上 角 到 右 下 角 是 否 存 在 一 条 

如 果 在 无 向 图 中 连接 每 个 顶点 的 边 都 有 两 条 边 《每 个 方向 。 有 向 路 径 呢 ? 
一 条 边 ) ， 那 么 这 些 表 示 在 无 向 图 和 带 有 自 环 的 有 向 图 中 的 每 个 顶点 上 的 表示 并 无 差异 。 因 此 ， 
如 果 能 对 结果 进行 合理 地 解释 ， 那 么 我 们 就 能 使 用 本 章 为 有 向 图 开发 的 算法 来 处 理 无 向 图 。 此 
外 ， 我 们 使 用 第 17 章 中 所 考虑 的 程序 作为 有 回 图 程序 的 基础 ， 去 掉 对 于 非 自 环 的 每 条 边 的 第 
二 个 表示 的 引用 和 隐 含 假设 。 例 如 ， 为 了 使 程序 能 够 适合 有 向 图 来 产生 、 构 建 和 显示 图 (程序 
17.1 ~17.9) ， 我 们 从 邻接 表 版 本 的 函数 CRAPHinsertE (程序 17.6) 中 删除 以 下 语句 


G->adj[w] = NEWCv，G->adj fw] ) ; 


从 邻接 和 矩阵 版 本 的 函数 CRAPHinsertE 和 GRAPHremoveE (程序 17.3) 中 删除 引用 G -> adj 
[wj[v ， 并 对 于 GRAPHedges 的 两 个 版 本 作 相 应 的 调整 。 
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有 问 图 中 项 点 的 入 度 (indegree) 为 通 向 该 顶点 的 有 向 边 的 数目 。 有 向 图 中 顶点 的 出 度 
(outdegree) 为 由 该 项 点 发 出 的 有 向 边 的 数目 。 出 度 为 0 的 顶点 不 能 到 达 任 何 顶点 ， 该 顶点 


称 为 汇 点 (sink); 入 度 为 0 的 顶点 称 为 源 点 (source)， 它 无 法 从 其 他 任何 顶点 达到 。 人 允许 
自 环 且 每 个 顶点 出 度 为 1 的 有 向 图 称 为 一 个 映射 (map， 这 是 一 个 将 0 ~V-1 上 的 整数 集 映 
射 到 自身 的 函数 ) 。 使 用 顶点 索引 的 数组 〈 见 练习 19. 19) ， 我 们 可 以 在 线性 时 间 内 计算 出 每 
个 顶点 的 入 度 和 出 度 ， 并 找 出 源 点 和 汇 点 ， 所 用 空间 与 V 成 正比 。 

有 向 图 的 逆 图 (reverse) 也 是 一 个 有 向 图 ， 可 以 通过 将 所 有 边 上 的 方向 逆转 得 到 。 图 
19-5 显示 了 图 19-1 的 有 向 图 的 逆 图 及 其 表示 。 由 于 标准 表示 只 说 出 了 边 的 走向 ， 如 果 需 要 
了 解 边 来 自 哪里 ， 可 以 在 有 向 图 的 算法 中 使 用 首 图 。 例 如 ， 在 我 们 对 有 向 图 取 逆 时 ， 入 度 和 
出 度 将 互 换 角 色 。 
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图 19-4 有 向 图 表示 12| 一 GTEoL ] 
有 向 图 的 邻接 数组 和 邻接 表 表 示 对 于 每 条 边 只 有 一 
种 表示 ， 图 19-1 中 所 描述 的 邻接 数组 表示 如 上 图 所 示 ， 图 19-5 有 阿 图 的 逆 
邻接 表 表 示 如 下 图 所 示 。 这 两 种 表示 在 每 个 顶点 上 包 舍 逆转 青 向 图 中 的 边 就 对 应 着 对 邻接 短 阵 进行 转 


自 环 ， 这 在 图 处 理 算法 中 是 很 典型 的 。 置 ， 但 需要 重 构 邻接 表 ( 见 图 19-1 和 图 19-4) 。 
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对 于 邻接 矩阵 表示 ， 可 以 建立 矩阵 数组 的 一 个 副本 ， 并 对 它 进 行 转 置 〈 交 换 其 行 和 列 ) 
来 计算 闭 图 。 如 果 已 知 不 再 准备 对 图 进行 修改 ， 那 么 无 需 做 额外 计算 就 可 以 使 用 逆 图 ,在 希 
望 引用 逆 图 时 ， 只 要 简单 地 交换 对 行 和 列 的 引用 。 也 就 是 说 ， 有 向 图 GE 中 的 边 s-t 在 G-> adj 
[sj [tj 中 为 1， 因 此 ， 如 果 要 计算 G 的 道 图 R， 那么 在 R->adj[tj[s] 处 为 1; 然而 我 们 并 
不 需要 这 样 做 ， 因 为 如 果 只 是 检查 G 的 道 图 中 从 s 到 + 是 否 存在 一 条 边 ， 只 要 检查 G -> adj 
[tj[sj 即 可 。 这 一 点 看 上 去 是 显然 的 ， 但 经 常 被 忽视 。 对 于 邻接 表 表 示 ， 逆 图 就 是 一 种 完 
全 不 同 的 数据 结构 ， 我 们 需要 花费 与 边 数 成 正比 的 时 间 来 构建 这 个 逆 图 ， 如 程序 19. 1 所 示 。 


程序 19.1 求 有 向 图 的 逆 图 ( 邻接 表 ) 
给 定 邻 接 表 表 示 的 一 个 有 向 图 ， 此 函数 建立 有 向 图 的 一 种 新 的 邻接 表 表 示 ， 其 中 顶点 与 
原 有 问 图 中 的 项 点 相同 ， 边 的 方向 则 相反 。 


Graph 人 G) 
{ int v; link t:; 
Graph R = GRAPHinit(G->V) ; 
for (v = 0; Vv < G->V; V++) 
for (t = G->adj[v]; t+ != NULL; t = t->next) 
GRAPHinsertE(R, EDGE(t->v, Vv)); 
return R; 


} 


还 有 一 种 做 法 (将 在 第 22 章 中 讨论 )， 其 中 维护 每 条 边 的 两 种 表示 ， 就 像 对 于 无 向 图 所 
做 的 那样 〈( 见 第 17. 3 节 ) ， 但 使 用 额外 一 位 来 表示 方向 。 例 如 ， 如 果 要 在 邻接 表 表 示 中 使 
用 这 种 方法 ， 就 需要 将 边 s-t 表示 为 的 邻接 表 上 对 应 + 的 结 点 (并 设置 方向 位 ， 以 表示 从 s 
到 t 是 该 边 的 正 向 遍历 )， 还 需要 将 边 s-t 表示 为 t 的 邻接 表 上 对 应 s 的 结 点 (并 设置 方 同位 ， 
以 表示 从 t 到 s 是 该 边 的 后 回忆 历 ) 。 这 种 表示 将 支持 算法 在 有 回 图 中 边 的 两 个 方向 进行 届 
历 。 一 般 而 言 ， 在 这 种 情况 下 ， 包 含 指针 将 每 条 边 的 两 种 表示 连接 起 来 也 较 方便 。 我 们 将 在 
第 22 章 详细 讨论 这 种 表示 ， 它 在 第 22 章 中 起 着 重要 的 作用 。 加 

在 有 向 图 中 ,通过 类 比 无 向 图 ,我们 谈 到 有 向 环 ， 这 是 由 茶 个 顶点 回 到 其 自身 的 有 癌 踏 
径 ， 而 且 是 带 有 环 的 简单 有 向 路 径 ， 其 中 顶点 和 边 不 互相 同 。 注 意 在 有 同 图 中 ，s-t-s 是 一 
个 长 度 为 2 的 环 ， 但 在 无 向 图 中 ， 环 必定 包含 3 个 不 同 的 顶点 。 

在 有 向 图 的 很 多 应 用 中 ， 我 们 不 希望 看 到 任何 环 ， 我 们 处 理 的 是 另 一 种 类 型 的 组 合 
对 象 。 

定义 19.3 有 向 无 环 图 ( directed acyclic graph, DAG) 是 没有 有 向 环 的 有 向 图 。 

例如 ， 在 应 用 中 ， 我们 希望 用 DAG 对 优先 关系 建 模 。DAG 不 仅 自 然 地 出 现在 这 些 应 用 
以 及 其 他 重要 的 应 用 中 ， 而 且 如 我 们 将 看 到 的 那样 ， 还 会 出 现在 一 般 有 向 图 结构 的 研究 中 。 
图 19-6 给 出 了 一 个 DAG 示例 。 

因此 ， 对 于 不 是 DAG 的 有 向 图 ， 有 向 环 是 理解 其 连通 性 的 关键 。 如 果 无 向 图 中 每 个 项 
点 到 其 他 各 个 顶点 间 都 存在 一 条 有 路径， 那么 这 个 无 向 图 就 是 连通 的 ; 对 于 有 向 图 ， 定 义 修改 
如 下 : 

定义 19.4 如 果 有 向 图 中 的 每 个 顶点 均 由 每 个 顶点 可 达 ， 则 称 有 向 图 是 强 连通 的 
( strong connected ) 。 

图 19-1 中 的 图 并 不 是 强 连 通 的 ， 例如， 对 于 从 顶点 9 ~12 到 图 中 的 任何 其 他 顶点 ,不 
存在 有 回路 径 。 
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如 强 (strong) 这 个 概念 所 指示 的 ， 此 定义 蕴含 着 每 对 顶点 之 间 存 在 着 一 种 比 可 达 性 更 
强 的 关系 。 在 任何 有 向 图 中 ， 如 果 从 s 到 上 存在 一 条 有 向 路 径 且 从 上 到 * 也 存在 一 条 有 向 路 
径 ， 则 称 顶 点 ss 和 + 是 强 连通 的 〈strongly connected) 或 是 相互 可 达 的 (mutually reachable ) 。 
(我 们 的 约定 : 每 个 顶点 由 其 自身 可 达 芍 含 着 每 个 顶点 到 其 自身 是 强 连 通 的 有 向 图 是 强 
连通 的 当 且 仅 当 每 对 顶点 都 是 强 连通 的 。 强 连通 有 向 图 所 定义 的 性 质 就 是 我 们 在 连通 无 向 图 
中 的 性 质 : 如 果 从 到 + 存在 一 条 路 径 ， 那 么 从 上 到 也 存在 一 条 路 径 。 对 于 无 向 图 的 情况 ， 
我 们 知道 这 一 点 必然 成 立 ， 是 因为 在 某 个 方向 上 遍历 一 条 路 径 ， 在 另 一 个 方向 也 可 以 遍历 
它 ; 而 在 有 向 图 中 ， 它 必定 是 不 同 的 路 径 。 


强 连通 分 量 





图 19-6 有 疝 匹 环 图 (DAG) 图 19-7 有 向 图 术语 
此 有 向 图 中 没有 环 ， 这 一 性 质 不 能 在 类 似 于 此 的 有 向 图 中 ， 源 点 (没有 边 进 入 的 顶点 ) 和 汇 点 
由 边 表 明显 地 表现 出 来 ， 即 使 检查 其 绘 。 《没有 边 出 去 的 顶点 ) 是 容易 识别 出 的 ， 但 是 有 向 环 和 强 连通 分 量 
图 也 不 能 很 快 得 出 。 较 难 以 识别 出 。 此 图 中 的 最 长 有 向 环 是 什么 ? 此 图 中 有 多 少 个 顶 


点 数 大 于 1 的 强 连通 分 量 ? 


阐述 顶点 是 强 连通 的 另 一 种 方式 是 : 它们 能 够 位 于 某 个 有 向 环 路 上 。 我 们 使 用 过 环 路 径 
(cycle path) 而 非 环 (cycle)〉 来 表明 路 径 不 必 是 简单 的 。 例 如 ,图 19-1 中 ,5 和 6 是 唱 连 通 
的 ， 因 为 6 通过 有 向 路 径 5-4-2-0-6 由 5 可 达 。5 通过 有 向 路 径 6-4-3-5 由 6 可 达 。 而 且 这 些 
路 径 蕴含 着 5 和 6 位 于 有 向 环 路 $-4-2-0-6-4-3-5 上 ， 但 它们 并 不 在 任何 (简单 ) 有 向 环 上 。 
需要 说 明 ， 包 括 不 只 一 个 顶点 的 DAG 都 不 是 强 连 通 的 。 

与 无 向 图 中 的 简单 连通 性 一 样 ， 这 种 关系 也 是 可 传递 的 。 如 果 * 与 1 强 连 通 , 而 1 与 4 
强 连 通 ， 那么; 与 u 也 是 强 连通 的 。 强 连通 性 是 一 种 等 价 关 系 ， 它 将 顶点 划分 为 等 价 类 ， 各 
类 中 均 包 含有 彼此 强 连通 的 顶点 。( 有 关 等 价 关 系 更 详细 的 讨论 见 19. 4 节 ) 。 同 样 ， 强 连通 
性 给 出 了 有 向 图 的 一 个 性 质 ， 这 个 性 质 对 于 无 向 图 的 连通 性 当然 成 立 。 

性 质 19.1 不 是 强 连通 的 有 向 图 由 一 组 强 连 通 分 量 (strongly connected component， 简 称 
强 分 量 ，strongly component) 以 及 由 一 个 连通 分 量 到 另 一 个 连通 分 量 的 一 组 有 向 边 组 成 ， 其 
中 强 分 量 是 最 大 强 连 通 子 图 。 

证 明 ”类 似 于 无 向 图 中 的 分 量 ， 有 向 图 中 的 强 分 量 为 顶点 子 集 的 导出 子 图 : 每 个 项 点 只 
在 一 个 强 分 量 中 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 首 先 注意 到 每 个 顶点 至 少 属于 一 个 至 少 包 含 顶 点 自身 的 
强 连通 分 量 。 其 次 注意 到 每 个 顶点 至 多 属于 一 个 强 连通 分 量 : 如 果 某 个 顶点 属于 两 个 不 同 的 
连通 分 量 ， 那 么 就 会 存在 通过 那个 顶点 的 路 径 ， 将 这 两 个 连通 分 量 中 的 顶点 相互 连接 起 来 ， 
而 且 在 两 个 方向 。 这 与 两 个 连通 分 量 的 最 大 性 相 歼 导 。 加 
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例如 ， 由 单个 有 向 环 组 成 的 有 向 图 只 有 一 个 强 分 量 。 另 一 种 极端 情况 ，DAG 中 的 每 个 
顶点 是 一 个 强 分 量 ， 因 此 DAG 中 的 每 条 边 都 是 由 一 个 分 量 指 向 另 一 个 分 量 。 一 般 而 言 ， 有 
回 图 中 的 并 非 所 有 边 都 在 强 分 量 中 。 这 种 情况 与 无 向 图 的 连通 分 量 的 情形 有 所 不 同 ， 无 向 图 
中 的 每 个 顶点 和 每 条 边 都 属于 某 个 连通 分 量 ， 但 它 与 无 向 图 的 边 连通 分 量 类 似 。 有 向 图 中 的 
踢 连 通 分 量 是 由 边 连 接 起 来 的 ， 从 分 量 中 的 一 个 顶点 连接 到 另 一 个 分 量 中 的 一 个 顶点 ， 但 不 
会 返回 来 。 

性 质 19.2 给 定 一 个 有 向 图 ,定义 另 一 个 有 向 图 K(D)， 其 中 顶点 对 应 于 DD 的 每 个 强 
连通 分 量 ,，K(D) 中 的 边 对 应 D 中 将 不 同 强 分 量 中 顶点 连接 起 来 的 边 (连接 下 中 的 顶点 ， 
对 应 着 它 在 DD 中 所 连接 的 强 分 量 )。 因 此 ，K(D) 是 一 个 DAG (我 们 称 之 为 D 的 核心 DAG 
( Kernal DAG ) ) 。 

证 明 如 果 K(D) 中 有 一 个 有 向 环 ， 那么 在 D 的 两 个 不 同 强 分 量 中 的 顶点 就 会 落 在 一 
个 有 问 环 中 ， 这 就 产生 了 矛盾 。 图 

图 19-8 显示 了 这 些 强 分 量 以 及 示例 图 中 的 核心 DAG。 我 们 在 19. 6 节 中 将 会 看 到 找 出 强 
分 量 和 构建 核心 DAG 的 算法 。 

连通 性 (connectivity) ”我 们 保留 无 向 图 的 连通 的 这 个 
术语 。 在 有 向 图 中 ， 如 果 和 忽略 有 向 图 中 边 的 方向 ， 如 果 这 样 
定义 的 无 向 图 中 的 两 个 顶点 是 连通 的 ， 则 称 这 两 个 顶点 是 连 
通 的 。 但 我 们 通常 避免 这 种 用 法 。 

可 达 和 性 (reachability) ”在 有 疝 图 中 ， 如 果 从 到 上 存在 
一 条 有 向 路 径 ， 则 称 顶 点 上 是 由 顶点 s 可 达 。 对 于 无 向 图 的 
情况 ， 要 避免 术语 可 达 的 (reachable) ， 虽 然 可 以 认为 它 等 0 
价 于 “连通 ”， 因 为 在 某 些 无 向 图 中 的 一 个 顶点 由 另 一 个 顶 sp 1222322330o0 600 
点 可 达 的 概念 是 很 直观 的 〈 例 如 表示 迷宫 的 无 向 图 就 是 


如 此 ) 。 se 
强 连通 性 (strong connectivity ) 如 果 有 问 图 中 的 两 个 @ C0) 


顶点 是 相互 可 达 的 ， 则 称 它 们 是 强 连通 的 ; 在 无 向 图 中 ， 两 


个 连通 顶点 蕴含 着 它们 相互 之 间 存在 着 路 径 。 有 向 图 中 的 强 。 “图 19-8 强 分 量 和 核心 DAG 
此 有 向 图 (上 图 ) 包含 4 个 强 





连通 性 在 某 些 方面 类 似 于 无 回 图 中 的 边 连 通 性 。 分 量 ， 可 由 顶点 索引 数组 se 来 标 
我 们 希望 能 够 支持 有 向 图 ADT 操作 ， 取 两 个 顶点 s 和 1 识 (整数 标记 是 任意 指定 的 ) (中 
参 站 检测 | ， 图 )。 分 量 0 包含 顶点 9、10、11 
作为 参数 ， 可 以 检测 ，; 和 1， 分 本 1 包 合 单个 项 下 1、 分 
et 是 否 由 s 可 达 量 2 包含 顶点 0、2、3、4、5 和 6，) 
e s 和 :是 否 为 强 连 通 的 《相互 可 达 ) 分 量 3 包含 顶点 7 和 8。 如 果 画 出 


如 果 希 望 扩展 这 些 操作 ， 有 那些 资源 需求 呢 ? 如 在 17. 5 。 由 不 同 分量 这 闻 党 所 定义 的 图 ， 训 
节 中 那样 ，DFS 给 出 了 无 向 图 的 连通 性 的 一 种 简单 解决 方 
案 ， 所 需 时 间 与 了 成 正比 ， 但 如 果 愿 意 花费 与 Y+ 巨 成 正比 的 预 处 理 时 间 和 与 了 成 正比 的 巴 
处 理 空间 ， 那 么 在 常量 时 间 内 就 能 回答 连通 性 查询 问题 。 在 本 章 后 面部 分 ， 我 们 将 考察 强 连 
通 性 算法 ， 它 们 也 有 同样 的 性 能 特征 。 

然而 ， 我 们 的 目的 主要 是 解决 有 向 图 中 的 可 达 性 查询 问题 ， 这 是 比 处 理 连通 性 或 强 连 通 
性 查询 更 困难 的 问题 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 考察 其 预 处 理 时 间 与 VE 成 正比 和 空间 与 成 正比 
的 经 典 算法 ， 并 为 某 些 有 向 图 开发 在 常量 时 间 完 成 可 达 性 查询 的 实现 ， 它 们 只 需要 线性 空间 
和 线性 预 处 理 时 间 。 此 外 ， 还 会 研究 对 于 所 有 有 向 图 要 到 这 种 最 优 性 能 的 难度 。 


名 719 莫 ”方向 属 负 硼 向 无 环 圈 97 


练习 


> 19. 10 对 于 如 下 有 向 图 ， 给 出 程序 17.6 ( 像 正 文中 所 述 对 它 进行 修改 ， 使 其 能 够 处 理 有 向 
图 ) 所 构建 的 邻接 表 结 构 。 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


> 19. 11 基于 程序 17.6 ( 像 正 文中 所 述 对 它 进行 修改 ) ， 实 现 稀 玖 有 向 图 的 ADT。 包 含 一 
个 基于 程序 17.7 的 随机 有 向 图 生成 器 。 对 于 精心 选择 的 一 组 VO 和 上 E 值 ， 编 写 一 个 产生 随 
机 有 问 图 的 客户 端 程序 ， 使 得 你 能 对 于 由 此 模型 所 得 的 图 ， 使 用 该 程序 进行 有 意义 的 实 
验 测 试 。 

> 19. 12 基于 程序 17.3 ( 像 正 文中 所 述 对 它 进行 修改 ) ， 实 现 笛 密 有 向 图 的 ADT。 包 含 一 个 
基于 程序 17. 8 的 随机 有 向 图 生成 器 。 对 于 精心 选择 的 一 组 了 和 五 值 ， 编 写 一 个 产生 随机 图 
的 客户 端 程序 ， 使 得 你 能 对 于 由 此 模型 所 得 的 图 ， 使 用 该 程序 进行 有 意义 的 实验 测试 。 

?19. 13 编写 一 个 产生 随机 有 向 图 的 程序 ， 将 排列 为 WV x VV 网 格 的 顶点 与 其 近邻 连接 起 来 ， 
其 中 边 的 方向 随机 选择 ( 见 图 19-3)。 

o 19. 14 扩展 你 在 练习 19. 13 中 的 程序 、 增 加 R 条 额外 随机 边 (所 有 可 能 边 等 概率 出 现 )。 
对 于 较 大 的 情 ， 收 缩 网 格 使 得 边 的 总 数 大 约 为 VY。 像 练习 19. 11 中 所 述 测试 你 的 程序 。 

o 19. 15 修改 练习 19. 14 中 的 程序 ,使 得 从 顶点 到 顶点 1 的 额外 边 以 与 它们 之 间 的 欧式 距 
离 成 反比 的 概率 出 现 。 

0 19. 16 编写 一 个 产生 单位 区 间 的 V 个 随机 区 间 的 程序 ， 区 间 长 度 为 4， 然 后 构建 一 个 有 向 
图 ， 从 区 间 s 到 区 间 :1 有 一 条 边 ， 当 和 且 仅 当 ; 的 至 少 一 个 端点 落 人 上 内 ( 见 练 习 17.73)。 确 
定 如 何 设置 :， 使 得 边 的 期 望 数 为 E。 像 练习 19. 11 中 所 述 测试 你 的 程序 (对 于 低 密 度 的 图 ) 
和 像 练 习 19. 12 中 所 述 测试 你 的 程序 (对 于 高 密度 的 图 )。 

e 19. 17 编写 一 个 程序 ， 从 练习 19. 1 中 所 找到 的 实际 图 中 选择 了 个 顶点 和 五 条 边 。 像 练习 
19. 11 中 所 述 测试 你 的 程序 (对 于 低 密 度 的 图 ) 和 像 练 习 19. 12 中 所 述 测试 你 的 程序 (对 于 
高 密度 的 图 ) 。 | 

e 19. 18 编写 一 个 程序 ， 以 相同 的 概率 产生 Y 个 顶点 和 五 条 边 的 每 个 可 能 的 有 向 图 ( 见 练习 
17. 69 ) 。 像 练习 19. 11 中 所 述 测 试 你 的 程序 (对 于 低 密度 的 图 ) 和 像 练 习 19. 12 中 所 述 测 
试 你 的 程序 (对 于 高 密度 的 图 ) 。 

19. 19 ”增加 一 个 有 向 图 ADT 函数 ， 返 回 有 向 图 中 的 源 点 数 和 汇 点 数 。 修 改 邻 接 表 ADT 实 
现 ( 见 练习 19. 11) ， 使 得 可 以 在 常量 时 间 内 实现 该 函数 。 

o 19. 20 ”使 用 练习 19. 19 中 的 程序 来 找 出 不 同类 型 有 向 图 中 源 点 和 汇 点 的 平均 数 ( 见 练习 
19.11 ~18) 。 

> 19. 21 试 给 出 使 用 程序 19. 10 来 找 出 以 下 有 向 图 的 道 图 时 所 产生 的 邻接 表 结 构 : 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


co 19. 22 ”描述 映射 的 逆 图 的 特征 。 
19. 23 ”设计 一 个 有 向 图 ADT， 可 以 显 式 地 为 客户 端 提 供 有 关 功 能 ， 使 之 能 够 同时 引用 一 个 
有 向 图 及 其 逆 图 ， 并 提供 一 种 使 用 邻接 和 矩阵 表示 的 实现 。 
19. 24 ”给 出 练习 19. 23 中 ADT 的 一 种 实现 ,使 其 可 以 维护 有 向 图 及 其 逆 图 的 邻接 表 表 未 。 
> 19. 25 描述 一 组 有 VY 个 顶点 的 强 连通 有 向 图 ， 其 中 不 含 长 度 大 于 2 简单 ) 有 回环 。 
co 19.26 给 出 下 面 有 向 图 的 强 分 量 和 核心 DAG。 
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给 出 图 19-3 中 所 示 的 网 格 有 向 图 的 核心 DAG。 
19. 28 含有 V 个 项 点 且 所 有 顶点 出 度 均 为 上 的 有 向 图 有 多 少 ? 


e 19. 29 对 于 一 个 随机 有 向 图 ， 其 不 同 邻接 表 表 示 的 期 望 数 是 多 少 ? 提示 : 将 可 能 表示 的 总 
数 除 以 有 向 图 的 总 数 。 


19.2 有 向 图 中 的 DFS 剖析 


我 们 可 以 使 用 第 18 章 中 的 无 向 图 的 DFS 来 访问 有 向 图 中 的 每 个 顶点 和 每 条 边 。 递 归 算 
法 之 后 的 基本 原理 依然 成 立 : 访问 从 某 个 给 定 顶 点 可 达 的 每 个 顶点 ， 对 已 经 访问 过 的 顶点 作 


® 19.27 


出 标记 ， 然 后 (递归 地 ) 访问 由 其 邻接 表 上 每 个 顶点 可 达 的 所 有 顶点 。 


在 一 个 无 向 图 中 ， 每 条 边 有 两 种 表示 ， 但 是 在 DFS 中 这 


到 的 第 二 种 表示 总 是 通 向 一 个 标记 过 的 顶点 ， 且 被 忽略 


( 见 18.2 节 )。 在 一 个 有 向 图 中 ， 每 条 边 只 有 一 种 表示 ， 因 
此 我 们 可 能 会 以 为 DFS 算法 更 加 直接 。 然 而 ， 有 向 图 自身 
是 比 无 向 图 更 加 复杂 的 组 全 对象， 因而 这 个 希望 并 不 成 立 。 
例如 ， 我 们 所 使 用 的 理解 算法 执行 过 程 的 搜索 树 对 于 有 向 图 
而 言 比 无 向 图 有 更 复杂 的 结构 。 这 种 复杂 性 使 得 有 疝 图 的 处 
理 算法 更 难以 设计 。 例 如 ， 我 们 将 会 看 到 ,在 有 向 图 中 进行 
有 向 路 径 的 推理 要 比 在 无 向 图 中 进行 路 径 的 推理 更 困难 。 

如 第 18 章 一 样 ， 我 们 使 用 术语 标准 邻接 表 DFS ( stand- 
ard adjacency-list DFS) 来 表示 向 使 用 邻接 表 表 示 实 现 的 有 同 
图 ADT 中 插入 一 组 边 的 过 程 ( 程 序 17.6， 加 以 修改 使 其 只 
插入 一 条 有 向 边 ) ， 然 后 使 用 程序 18. 3 和 18. 2 来 执行 DFS， 
同时 使 用 术语 标准 邻接 矩阵 DFS ( standard adjacency-list 
DFS) 表示 回 使 用 邻接 矩阵 表示 实现 的 有 向 图 ADT 中 插入 一 
组 边 的 过 程 (程序 17.3， 加 以 修改 使 其 只 插入 一 条 有 问 
边 ) ， 然 后 ， 使 用 程序 18. 3 和 18. 1 来 执行 DFS。 

例如 ， 图 19-9 显示 的 递归 调用 树 ， 它 描述 了 标准 邻接 
矩阵 DFS 在 图 19-1 中 示例 有 向 图 上 操作 的 过 程 。 与 无 问 图 
一 样 ， 这 样 的 树 的 内 部 结 点 对 应 于 对 每 个 顶点 的 递归 DFS 
消 数 调用 。 指 向 外 部 结 点 的 链接 则 对 应 于 指向 已 访问 过 的 项 
点 的 边 。 对 结 点 和 链接 的 分 类 为 我 们 提供 了 搜索 (以 及 有 
向 图 ) 的 信息 , 但 是 对 有 向 图 的 分 类 与 对 无 向 图 的 分 类 完 
全 不 同 。 

在 无 向 图 中 ， 对 于 DFS 中 的 每 个 链接 ， 按 照 它 是 否 对 应 
图 中 一 条 指向 递归 调用 的 边 ， 以 及 它 对 应 DFS 所 过 到 的 边 
的 第 一 种 表示 还 是 第 二 种 表示 ， 来 指定 它 所 属 的 4 种 类 型 之 
一 。 在 有 向 图 中 ， 树 链接 和 图 中 的 边 是 一 一 对 应 的 ， 而 且 它 
们 均 可 分 成 4 个 不 同 的 类 : 

。 表示 递归 调用 〈 树 边 ) 

se 从 一 个 顶点 到 它 的 DFS 树 中 的 一 个 祖先 结 点 〈 回 边 ) 





图 19-9 有 了 向 图 的 DFS 森林 

此 森林 描述 了 图 19-1 中 示例 图 
的 一 个 标准 邻接 表 DFS。 人 外 部 结 点 
以 相同 标记 表示 了 以 前 访问 过 的 内 
部 结 点 ; 另外 ， 此 森林 是 有 向 图 的 
一 个 表示 ， 所 有 边 的 方向 均 向 下 。 
其 中 存在 4 种 类 型 的 边 : 树 边 ， 指 
向 内 部 结 点 ; 国 边 ， 指 向 表示 祖先 
结 点 〈《 有 阴影 的 圆 结 点 ) 的 外 部 结 
点 ; 下 边 ， 指 向 表示 子孙 结 点 〔 有 
阴影 的 方 结 点 ) 的 外 部 结 点 ; 交叉 


边 ， 指 向 外 部 结 点 ， 这 些 外 部 结 点 


肥 不 表示 祖先 结 点 ， 也 不 表示 子孙 
结 点 〔 白 色 方 结 点 )。 我 们 可 以 通 
过 比较 结 点 的 源 点 和 目的 点 的 前 序 
编号 和 后 序 编 号 来 确定 指向 已 访问 
结 点 的 边 的 类 型 : 
pre ”post 示例 类 型 
< > 4-2 下 边 
> < 2-0 回 这 
> > 7-6 交叉 边 
例如 ，7-6 是 一 条 交叉 边 ， 因 
为 7 的 前 序 编 号 和 后 序 编 号 都 大 于 
6 的 前 序 编 号 和 后 序 编号 。 
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。 从 一 个 项 点 到 它 的 DFS 树 中 的 一 个 子孙 结 点 〈 下 边 ) 

。 从 一 个 顶点 到 另 一 个 顶点 ， 此 顶点 既 非 它 在 DFS 树 中 的 祖先 也 非 子孙 结 点 (交叉 边 ) 

树 边 是 指向 未 访问 项 点 的 边 ， 对 应 于 DFS 中 的 递归 调用 。 回 边 、 交 义 边 和 下 边 指向 访问 
过 的 顶点 。 为 了 识别 出 一 条 给 定 边 的 类 型 ， 我 们 使 用 前 序 和 后 序 编号 。 


程序 19.2 有 向 图 的 DFS 


此 邻接 表 表 示 的 有 向 图 的 DFS 函数 显示 了 图 中 的 每 条 边 在 DFS 中 所 起 的 作用 。 在 此 假 
设 对 程序 18. 3 进行 了 扩展 ， 采 用 与 pre 和 cnt 同样 的 方法 声明 和 初始 化 数组 post 和 计数 器 
entP。 对 于 示例 输出 和 实现 show 的 讨论 见 图 19-10。 


void dfsR(Graph G, Edge e) 
{ link t; int i, Vv, Wr= e.VW; Edge x; 
show("tree", e): 
pre[wj = cnt++; 
for (t = G->adj[w]; t != NULL; t = t->next) 
if (pre[t->v] == -1) 
dfsR(G, EDGE(w, t->v)); 
else 
{v= t->v; x = EDGE(w, Vv); 
‘if (post[v] == -1) show("back", x); 
”else if (pre[v] > pre[w]) show("down", x); 
else show("cross'", x); | 
J 
post[lw] = cntP++; 


} 


性 质 19. 3 在 对 应 有 向 图 的 一 一 棵 DFS 森林 中 ， 对 于 一 条 指向 已 访问 结 点 的 边 ， 如 果 它 
指向 一 个 具有 较 大 后 序 编号 的 结 点 ， 那 么 这 条 边 是 一 个 回 边 ; 否则 ， 如 果 它 指向 一 个 具有 较 
小 前 序 编 号 的 结 点 ， 那 么 这 条 边 是 一 个 交叉 边 ， 如 果 它 指向 一 个 具有 较 大 前 序 编号 的 结 点 
那么 这 条 边 是 一 个 下 边 。 

证 明 ”由 定义 可 得 这 些 事 实 。DFS 树 中 的 一 个 结 点 的 祖先 有 着 较 小 的 前 序 编号 和 较 大 的 
后 序 编号 ; 它 的 子孙 具有 较 大 的 前 序 编号 和 较 小 的 后 序 编号 。 相 对 于 其 他 DFS 树 中 以 前 所 
访问 过 的 结 点 ， 这 两 个 编号 均 较 小 ， 而 相对 于 其 他 DFS 树 中 待 访问 的 结 点 ， 这 两 个 编号 均 
较 大 ， 但 我 们 不 需要 编写 代码 对 这 些 情 况 进 行 测试 。 国 

程序 19. 2 是 一 个 DFS 有 向 图 搜索 函数 原型 ， 它 能 识别 出 有 向 图 中 每 条 边 的 类 型 。 图 
19-10 展示 了 它 在 图 19-1 的 示例 图 上 的 操作 过 程 。 在 搜索 过 程 中 ， 测试 一 条 边 是 否 指 回 一 个 
具有 较 大 后 序 编 号 的 结 点 ， 就 等 价 于 测试 一 个 后 序 编 号 是 否 已 指定 。 任 何 已 经 指定 了 前 序 编 
号 而 尚未 指定 后 序 编号 的 结 点 都 是 DFS 树 中 的 一 个 祖先 ， 疙 的 局 厚 尖 号 料 会 太 于 当 间 全 点 
的 后 序 编号 。 

与 第 17 章 中 的 无 向 图 类 似 ， 边 类 型 为 搜索 的 动态 性 质 ， 而 不 是 图 的 动态 性 质 。 实 际 上 ， 
同一 图 的 不 同 DFS 森林 在 特征 上 差异 很 大 ， 如 图 19-11 所 示 。 例 如， 甚至 DFS 森林 中 树 的 个 
数 要 依赖 于 起 始 项 点 。 

尽管 存在 这 些 差 异 ， 对 于 一 个 经 典 的 有 向 图 处 理 算法 ,在 DFS 中 过 到 不 同类 型 的 边 时 ， 
通过 采取 适当 的 做 法 ， 它 们 就 能 够 确定 有 向 图 的 性 质 。 例 如 ， 考 虑 以 下 基本 问题 : 

有 向 环 检测 ”一 个 给 定 的 有 向 图 中 是 否 存在 有 向 环 ? (一 个 有 向 图 是 否 为 一 个 DAG?) 
在 无 向 图 中 ， 指 向 已 访问 顶点 的 边 就 表明 了 图 中 存在 一 个 环 ; 在 有 向 图 中 ， 我 们 必须 将 注意 
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力 放 到 回 边 上 。 

性 质 19.4 一 个 有 向 图 是 一 个 DAG， 当 且 仅 当 使 用 DFS 检测 每 条 边 时 ， 没有 遇 到 
回 边 。 

证 明 任何 回 边 都 属于 某 个 有 向 环 ， 此 有 向 环 包含 该 边 以 及 连接 相应 两 个 结 点 的 树 路 
径 ， 因 此 对 一 个 DAG 使 用 DFS 不 会 发 现任 何 回 边 。 证 明 另 一 方面 ， 我 们 表明 如 果 此 有 向 图 
中 存在 环 ， 那 么 DFS 遇 到 一 个 回 边 。 假 设 > 是 DFS 所 访问 的 此 环 上 的 第 一 个 顶点 。 在 此 环 的 
所 有 顶点 中 ,该 项 点 的 前 序 编号 最 小 ， 指 向 该 顶点 的 边 将 会 是 一 条 回 边 会 在 对 4b 的 递归 调 
用 中 遇 到 这 条 边 〈( 必定 会 遇 到 这 条 边 的 证 明 见 性 质 19.5) ; 而 且 它 从 环 上 的 某 个 顶点 指向 v， 
这 是 一 个 具有 和 较 小 前 序 编号 的 结 点 ( 见 性 质 19. 3 )。 国 

通过 完成 DFS， 并 去 掉 图 中 对 应 于 DFS 中 国 边 的 所 有 
边 ， 就 可 以 将 有 向 图 转换 为 DAG。 例如 ， 由 图 19-9 可 知 ， 0-0 tree 


去 掉 边 2-0、3-5、2-3、9-11、10-12、4-2 和 8-7 使 图 19-1 成 
为 一 个 DAG。 我 们 用 这 种 方法 得 到 的 特定 DAG 依赖 于 图 的 
表示 以 及 DFS 的 动态 性 的 相关 含义 ( 见 练习 19.38)。 这 种 
方法 是 一 种 随机 产生 任意 DAG 的 有 用 方法 ( 见 练习 19. 79)， 
可 用 于 DAG 处 理 算法 的 测试 中 。 

有 回环 检测 是 一 个 简单 问题 ， 但 相对 我 们 在 第 18 章 对 于 
无 回 图 所 讨论 的 解决 方法 ， 上 述 解决 方法 有 所 不 同 ， 这 就 深 
刻 地 表明 将 这 两 种 类 型 的 图 考虑 为 不 同 组 合 对 象 的 必要 性 ， 
即使 它们 的 表示 如 此 类 似 ， 基 至 对 于 某 些 应 用 ， 同 样 的 程序 
对 这 两 种 类 型 的 图 都 能 加 以 处 理 ， 仍 应 将 它们 加 以 区 别 。 由 
我 们 的 定义 ,似乎 要 使 用 无 向 图 中 环 检测 所 用 的 同一 方法 来 
解决 这 个 问题 (寻找 回 边 ) ， 但 在 无 向 图 中 所 用 的 实现 对 有 
呵 图 并 不 适用 。 例 如 ， 在 18.5 节 中 我 们 仔细 地 区 别 了 父 链 接 
和 回 链接 ， 因 为 父 链 接 的 存在 性 并 不 能 表明 有 环 (无 向 图 中 


0-5 tree 
5-4 tree 
4-3 tree 
3-5 back 
3-2 tree 
2-0 back 
2-3 back 
4-11 tree 
11-12 tree 
12-9 tree 
9-11 back 


9-10 tree 
10-12 back 


4~2 down 
0-1 tree 
0-6 tree 
6~9 cross 
6-4 cross 


7-7 tree 


7-6 crosg 

7~8 tres 
8-7 back 
8-9 cross 





的 环 必定 至 少 包含 3 个 顶点 ) 。 但 在 有 向 图 中 忽略 回 到 某 个 
结 点 的 父 结 点 的 链接 会 不 正确 ; 对 于 有 向 图 我 们 的 确认 为 双 图 19-10 有 向 图 的 DFS 轨迹 
四 连通 的 顶点 对 就 是 一 个 环 。 理 论 上 说 ， 我 们 在 无 向 图 中 所 图 19-1 中 的 示例 图 的 DFS 轨迹 
定义 的 回 边 与 这 里 有 向 图 中 所 定义 的 回 边 一 样 ， 但 需要 明确 完全 守 久 中 时 的 村 
区 分 出 两 个 顶点 的 情况 。 更 重要 的 是 ,可 以 在 与 V 成 正比 的 。 美 似 轨 迹 ， 我 们 可 以 修改 程序 
时 间 内 检测 出 无 向 图 中 的 环 〈 见 18. 5 节 ) ， 但 我 们 可 能 需要 19.2， 沃 加 一 个 全 局 变量 dep 由 来 保 
与 EE 成 正比 的 时 间 来 找 出 一 个 有 向 图 中 的 环 ( 见 练习 19.33)。 全 让 凡生 站 

DFS 的 根本 目的 是 要 提供 一 种 系统 的 方法 来 访问 图 中 的 ”应 参 数 的 合适 pintf， 来 产生 精确 的 
所 有 顶点 和 所 有 边 。 因 而 它 给 出 了 求解 有 向 图 可 达 性 问题 的 ”给 出 。 
一 种 基本 方法 ， 虽 然 这 种 情况 要 比 无 向 图 的 情况 要 复杂 得 多 。 

单 源 点 可 达 性 (single-source reachability) ”在 一 个 给 定 的 有 向 图 中 ， 从 给 定 的 起 始 顶点 
s 可 达 哪 些 顶点 呢 ? 存在 多 少 个 这 样 的 顶点 ? 

性 质 19.5 使 用 一 个 从 开始 的 递归 DFS， 可 以 解决 从 顶点 开始 的 单 源 点 可 达 性 问 
题 ， 所 用 时 间 与 可 达 顶 点 所 导出 的 子 图 中 边 的 个 数 成 正比 。 
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图 19-11 有 向 图 的 DFS 森林 
这 些 森 林 描 述 了 图 19-9 中 同一 个 图 的 深度 优先 搜索 ， 对 于 每 个 s， 图 搜索 通 数 将 按照 s,s +1,.…, V1,0,1， 
5 一 1 的 顺序 检查 顶点 〔 并 对 未 访问 顶点 调用 递归 函数 ) 。 此 森林 结构 由 搜索 的 动态 性 和 图 的 结构 所 确定 。 每 个 结 点 在 
各 个 森林 中 都 有 相同 的 子 结 点 〈 在 其 邻接 表 中 按照 顺序 排列 的 各 个 结 点 ) 。 每 个 森林 中 的 最 左 树 包括 了 由 其 根 可 达 的 


-ET pw 


所 有 结 点 ， 但 是 对 于 其 他 结 点 的 可 达 性 推导 则 很 复杂 ， 因 为 存在 着 回 边 、 交 叉 边 和 下 边 。 其 至 森林 中 树 的 个 数 也 要 取 
决 于 开始 结 点 ， 


因此 没有 必要 在 森林 中 的 树 和 强 分 量 之 间 建 立 一 个 直接 的 对 应 ， 就 像 我 们 在 无 向 图 中 对 于 分 量 所 采用 
的 做 法 。 例 如 ， 可 以 看 到 ， 只 有 从 8 开始 DFS 时 才能 得 到 由 8 可 达 的 所 有 顶点 。 
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证 明 ”此 证 明 与 性 质 18. 1 中 的 证 明 类 似 。 但 值得 重申 一 点 ， 即 需要 强调 有 向 图 的 可 达 
性 与 无 向 图 的 连通 性 之 间 的 区 别 。. 如 果 有 向 图 仅 有 一 个 顶点 没有 边 ， 此 性 质 自然 成 立 。 对 于 
包含 不 止 一 个 顶点 的 任何 有 向 图 ， 我 们 假设 此 性 质 对 于 顶点 数 较 少 的 所 有 图 均 成 立 。 现 在 ， 
从 * 出 发 所 取 的 第 一 条 边 将 有 向 图 划分 为 顶点 的 两 个 子 集 所 导出 的 子 图 ( 见 图 19-12): 
( i ) 由 该 边 开始 的 有 向 路 径 所 达 的 顶点 ; 不 含 s;，( 让 ) 由 该 边 开 始 的 有 向 路 径 不 能 达到 且 
不 回 到 * 的 顶点 ; 我 们 将 归纳 假设 应 用 到 这 些 子 图 上 ， 注 意 到 不 存在 第 一 个 子 图 中 某 顶 点 指 
向 第 二 个 子 图 中 除 s 以 外 的 其 他 任何 顶点 的 有 向 边 〈 如 果 存 在 这 样 的 边 ， 则 发 生 矛 盾 ， 


其 目的 顶点 应 当 在 第 一 个 子 图 中 ) ， 


之 外 的 任何 一 个 顶点 的 可 达 性 的 所 有 信息 ， 这 是 因为 树 边 是 有 
方向 的 ， 而 且 还 因为 搜索 结构 中 有 交叉 边 。 当 离开 一 个 顶点 下 
行 到 一 条 树 边 时 ， 我 们 不 能 假设 存在 某 种 通过 有 向 图 的 边 返回 
到 该 顶点 的 方法 ; 实际 上 ， 通 常 也 不 存在 这 样 的 方法 。 例 如 ， 


在 图 19-9 中 取 树 边 4-11 之 后 ， 就 无 法 回 到 4 了 。 此 外 ， 在 我 


息 使 以 后 的 搜索 过 程 更 高 效 呢 ? 我 们 将 在 19.7 节 中 考虑 : 


们 忽略 掉 交 叉 边 和 前 向 边 时 (因为 它们 指向 已 经 访问 过 的 顶 … 
点 ， 并 且 不 再 是 活动 的 结 点 ) ， 同 时 忽略 了 所 蕴含 的 信息 (由 
目的 顶点 可 达 的 顶点 集 ) 。 例 如 ， 沿 着 图 .19-9 中 的 交叉 边 6-9， 
是 找到 由 6 可 达 顶 点 10 、11 和 12 的 唯一 方法 。 

为 了 确定 由 另 一 个 顶点 可 达 哪 些 顶点 ， 显 然 需 要 从 该 顶点 
再 开始 一 个 新 的 DFS 〈( 见 图 19-11) 。 能 否 利用 以 前 搜索 得 到 
的 信息 
这 种 可 达 性 问题 。 

要 确定 无 向 图 中 的 连通 性 ， 我 们 依赖 各 顶点 通过 树 中 (至 
少 ) 一 条 路 径 与 其 在 DFS 树 中 的 祖先 相连 接 的 信息 。 与 此 不 
同 ， 有 向 图 中 的 树 路 径 则 是 反 向 的 : 从 有 向 图 中 某 个 顶点 到 其 
某 个 祖先 ， 如 果 存 在 一 条 有 向 路 径 ， 仅 当 从 某 个 子孙 到 该 顶点 


或 一 个 更 远 的 祖先 有 一 条 回 边 。 此 外 ， 无 向 图 中 每 个 顶点 的 连 : 


通 性 限制 为 以 该 顶点 为 根 的 DFS 树 ; 而 在 有 向 图 中 则 不 同 ， 


交叉 边 可 将 我 们 带 到 搜索 结构 中 以 前 访问 过 的 任何 部 分 ， 甚 至 “ 


在 DFS 森林 中 的 另 一 棵 树 上 。 对 于 无 向 图 ， 我 们 可 以 利用 连 
通 性 的 这 些 性 质 来 识别 单个 DFS 中 连通 分 量 的 各 个 顶点 ， 然 
后 利用 此 信息 作为 常量 时 间 ADT 操作 的 基础 ， 来 确定 任意 两 
个 顶点 是 否 是 连通 的 。 而 对 于 有 回 图 ， 人 
这 个 目标 是 难以 实现 的 。 

在 本 章 和 前 一 章 中 ， 我 们 已 经 多 次 强调 了 选择 未 访问 顶点 
的 不 同方 式 将 导致 DFS 不 同 的 搜索 动态 性 。 对 于 有 向 图 ，DFS 


树 的 结构 复杂 性 带 来 了 搜索 动态 性 的 差异 ， 较 之 于 无 向 图 中 所 


见 的 差异 ， 这 一 点 更 为 明显 。 例 如 ， 图 19-11 说 明 ， 对 于 有 向 
图， 即使 只 是 在 顶层 的 搜索 函数 中 简单 改变 顶点 检查 的 顺序 ， 


指向 s 的 有 向 边 将 被 忽略 ， 因 为 它 的 前 序 编 号 最 小 ， 

第 一 个 子 图 中 所 有 项 点 的 前 序 编号 都 比 第 二 个 子 图 中 任何 项 点 的 前 序 编号 小 ， 

子 图 中 某 个 顶点 指向 第 一 个 子 图 中 某 个 顶点 的 所 有 有 疝 边 将 被 忽略 。 
与 无 向 图 不 同 ， 有 向 图 的 DFS 并 不 能 给 出 从 除了 起 始 顶 点 ny 
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广 二 一- 


”图 19-12 .分 解 有 向 图 

”为 了 用 归纳 法 证 明 DFS 可 使 
我 们 访问 有 向 图 中 某 个 给 定 顶 点 
可 法 的 所 有 项 点， 我 们 使 用 与 
Tréemaux 探索 中 的 证 明基 本 相同 
的 方法 。 这 里 关键 的 一 步 是 描绘 
为 一 个 迷宫 (上 图 )， 为 与 图 


18-4 比较 ， 我 们 将 图 分 为 两 个 较 


小 的 部 分 (下 图 )， 它 们 是 由 两 


. 个 顶点 集 早出 的 子 图 : 一 个 集合 


是 由 没 着 起 始 顶点 〔 且 不 会 再 次 
话 问 该 起 始 顶点 ) 的 第 一 
达 的 那些 顶点 组 成 (下 图 )， 

2 
一 条 边 且 返回 该 起 始 顶 点 才能 达 
到 的 那些 顶点 组 成 《上 图 )。 从 


第 一 个 集合 中 的 某 个 顶点 指向 起 


始 顶 点 的 任何 边 在 搜索 第 一 个 集 
合 的 过 程 中 都 被 忽略 ， 这 是 由 于 
起 始 顶点 上 的 类 记 。 从 第 二 个 全 
合 中 的 某 个 顶点 指向 第 一 个 集合 
中 的 某 个 顶点 的 任何 边 也 被 息 


- 略 ,， 这 是 由 于 第 一 个 集合 中 的 所 


有 顶点 在 搜索 第 二 个 集合 之 前 都 
已 做 了 标记 。 
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也 会 带 来 显著 的 差异 。 图 中 只 显示 了 这 些 可 能 性 中 很 小 的 部 分 ， 原 则 上 ， 存 在 V! 种 检查 顶 
点 的 不 同 顺序 ， 这 都 可 能 得 到 不 同 的 结果 。 在 19.7 节 中 ， 我 们 将 考察 一 个 重要 的 算法 ， 其 
中 特别 利用 了 这 种 灵活 性 ， 在 顶层 《DFS 的 树 根 ) 按照 菜 种 竺 狐 硕 序 处 理 未 访 同 的 顶点 ， 
直接 得 出 强 分 量 。 

练习 


> 19. 30 ”向 程序 19. 2 中 添加 代码 ， 打 印 出 像 图 19-10 中 描述 的 那 种 缩 进 形式 的 DFS 轨迹 。 
19. 31 画 出 由 以 下 有 回 图 的 标准 邻接 表 DFS 所 得 的 DFS 森林 
3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 
19. 32 画 出 由 以 下 有 向 图 的 标准 邻接 矩阵 DFS 所 得 的 DFS 森林 
3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 
o 19. 33 描述 一 组 V 个 顶点 、E 条 边 的 有 向 图 ， 其 标准 邻接 表 DFS 进行 环 检 测 所 需 时 间 与 EE 
成 正比 。 
> 19. 34 在 有 向 图 上 执行 DFS 的 过 程 中 说 明 不 存在 将 一 个 结 点 与 另 一 个 前 序 编 号 和 后 序 编 
号 都 更 小 的 结 点 连接 起 来 的 边 。 
o 19. 35 对 于 如 下 的 有 向 图 ， 显 示 它 的 所 有 DFS 森林 ， 并 列表 给 出 每 个 森林 的 树 边 、 回 边 、 
交叉 边 和 下 边 的 个 数 。 
0-1] 0-2 0-3 1-3 2-3 


19. 36 ”如 果 分 别 用 1:、b5、c 和 4d 定义 树 边 、 回 边 、 交 了 叉 边 和 下 边 的 个 数 ， 那 么 对 于 VY 个 项 
点 、 巨 条 边 的 有 向 图 中 的 任 一 DFS, 都 有 1+6b+c+d=E 且 :<V。 你 还 能 找 出 这 些 变 量 之 间 
的 其 他 关系 吗 ? 其 中 哪些 值 只 依赖 于 图 的 性 质 ” 哪些 值 依赖 于 DFS 的 动态 性 质 ? 

> 19. 37 ”证明 有 向 图 中 的 每 个 源 点 必定 是 其 森林 (对 应 于 那个 有 向 图 的 任 -一 DFS) 中 某 棵 树 
的 树 根 。 

co 19. 38 构造 一 个 连通 的 DAG， 它 是 由 删除 图 19-1 中 的 5 条 边 而 得 的 一 个 子 图 。 

19. 39 ”定义 一 个 有 向 图 ADT 也 数 ， 为 客户 端 提供 检查 一 个 有 向 图 的 确 是 DAG 图 的 能 力 ， 
并 提供 邻接 矩阵 表示 基于 DFS 的 实现 。 

19. 40 ”使 用 练习 19. 39 的 解决 方案 ， 对 于 各 种 类 型 的 有 向 图 ( 见 练习 19.11 ~ 18 ) ，( 实 验 
性 地 ) 估计 一 个 VY 个 顶点 、E 条 边 的 随机 有 向 图 是 一 个 DAG 的 概率 。 

19. 41 进行 实验 性 的 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 有 向 图 ( 见 练习 19. 11 ~ 18 ) ， 确 定 运行 DFS 
时 树 边 、 回 边 、 交 叉 边 和 下 边 的 相对 百分比 。 

19. 42 ”描述 如 何 构造 了 个 顶点 的 一 系列 有 向 边 ， 其 中 不 含 交叉 边 或 下 边 ， 对 于 标准 邻接 表 
DFS， 且 回 边 个 数 与 六 成 正比 。 

o 19. 43 描述 如 何 构造 了 个 顶点 的 一 系列 有 向 边 ， 其 中 不 含 回 边 或 下 边 ， 对 于 标准 邻接 表 
DFS， 且 回 边 个 数 与 VV 成 正比 。 

19. 44 ”描述 如 何 构 造 V 个 顶点 的 一 系列 有 问 边 ， 其 中 不 含 交叉 边 或 向 边 ， 对 于 标准 邻接 表 
DFS， 且 回 边 个 数 与 六 成 正比 。 

o 19. 45 ”对 于 一 个 其 所 有 通道 都 是 单 向 的 迷宫 ， 给 出 对 应 于 Tré6maux 遍历 的 规则 。 

e 19. 46 ”扩展 练习 17.55 ~ 60 中 的 解决 方案 ， 使 得 在 边 上 包含 箭头 〈 见 本 章 示 例 中 的 图 ) 。 


19. 3 可 达 性 和 传递 闭 包 
要 开发 有 向 图 中 可 达 性 问题 的 一 个 有 效 解决 方案 ， 我 们 从 以 下 基本 定义 开始 。 
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定义 19.5 有 向 图 的 传递 闭 包 (transitive closure) 也 是 一 个 有 向 图 ， 其 中 包括 同样 的 
顶点 ， 但 在 此 传递 闭 包 中 有 一 条 从 到 上 的 边 ， 当 且 仅 当 在 给 定 的 有 向 图 中 存在 从 * 到 上 的 一 
条 有 向 路 径 。 

换 名 话说， 对 于 有 向 图 中 从 某 个 顶点 可 达 的 所 有 顶点 ， 在 传递 闭 包 中 从 该 顶点 到 每 个 可 
达 顶 点 都 有 一 条 边 。 显 然 ， 传 递 闭 包 包含 了 求解 可 达 性 问题 的 所 有 必要 的 信息 。 图 19-13 显 
示 了 一 个 简单 的 例子 。 

基于 有 问 图 的 邻接 和 矩阵 表示 ， 并 根据 以 下 的 计算 问题 来 理解 传递 闭 包 是 一 种 很 好 的 
方法 。 

布尔 矩阵 相 乘 (Boolean matrix multiplication ) 布尔 算 阵 
( Boolean matrix) 是 一 个 元 素 为 二 进 制 值 0 或 1 的 算 阵 ， 给 定 
两 个 布尔 矩阵 4 和 BB， 分别 使 用 逻辑 与 (and) 和 或 (or) 操 
作 ， 而 不 是 算术 操作 * 和 + ,来 计算 一 个 布尔 乘积 矩阵 C。 

计算 两 个 VxV 和 矩阵 的 算法 ， 教 科 书 中 的 算法 是 : 对 于 每 
个 :和 上， 第 一 个 矩阵 中 s 行 与 第 二 个 矩阵 中 的 上 列 的 点 积 ， 
如 下 : 

for (8 = 0; s < Vi s++) 

for (t = 0; t < V; t++) 
for (i = 0, Cls][t] = 0; i < Vi #++) 
Clsi[t] += A[Ls] [il*B[i] (t]; 





19-13 ”传递 闭 包 


此 图 (上 图 ) 只 有 8 条 有 向 
采用 和 矩阵 表示 法 ， 可 以 将 这 个 操作 简 记 为 C=4*B。 对 过 ,但 它 的 传递 闭 包 (下 图 ) 显 
于 含有 任何 由 0、+ 和 * 所 定义 的 元 素 类 型 均 可 使 用 这 个 操 。 “7 了 户 全 此 有 向 路径 将 30 对 
作 。 特 别 是 ， 如 果 我 们 将 a +b 解释 为 逻辑 或 (or),，a*b 解 。 图 的 结构 性 质 反映 在 传递 闭 包 中 。 
释 为 逻辑 与 (and) 操作 ， 那 么 就 得 到 布尔 短 阵 相 乘 。 在 C。 第 和 | 和 2 在昌 也 辣 的 用 和 0 的 
中 ， 我 们 可 以 使 用 以 下 版 本 ， 和 2 列 也 是 如 此 ) ， 因 为 这 些 顶 上 

for (s = 0;， s <V，s++) 位 于 有 向 图 的 有 向 环 上 。 

for (t = 0; 七 < V; t++) 
for (i = 0，Cr[s] [t] = 0; i < V; i++) 
if (A[s] [il && BILi][t]) Cr[s] [t] = 1; 


为 了 计算 乘积 中 的 cIs] [t] ， 我 们 先 将 它 初始 化 为 0， 然 后 如 果 找 到 某 个 值 i ， 使 得 
A[s][i] 和 Brilrt] 均 为 1， 则 将 其 设置 为 1。 执 行 这 个 计算 等 价 于 以 下 过 程 : 设置 
Cc[s]l[t] 为 1， 当 且 仅 当 4 中 s 行 与 已 中 上 列 的 位 逻辑 与 的 结果 为 非 零 值 。 

现在 假设 4 是 有 向 图 4 的 邻接 和 矩阵， 我 们 使 用 前 面 的 代码 来 计算 C =4*4=4- (只 要 在 
代码 中 将 指 问 8 的 引用 改 为 指向 4) 。 根 据 对 邻接 和 矩阵 中 元 素 的 解释 来 阅读 代码 ， 立 即 可 知 
它 所 计算 的 是 什么 : 对 于 每 对 顶点 s 和 和 1， 在 C 中 放置 一 条 边 ， 当 且 仅 当 存 在 某 个 顶点 i， 使 
得 4 中 存在 从 s 到 i 的 路 径 和 从 i 到 :的 路 径 。 换 甸 话 说 ,A 中 的 有 向 边 恰好 对 应 4 中 长 度 为 
2 的 有 向 路 径 。 如 果 我 们 在 4 中 每 个 顶点 上 包含 自 环 ,那么 4 也 有 4 中 的 这 些 边 ; 否则 ， 则 
没有 。 图 19-14 中 描述 了 布尔 矩阵 相 乘 和 有 向 图 中 的 路 径 。 由 此 直接 得 到 一 种 精巧 的 方法 来 
计算 任何 有 回 图 中 的 传递 财 包 。 

性 质 19.6 可 以 通过 构造 有 向 图 的 邻接 矩阵 4， 再 在 每 个 顶点 上 加 上 自 环 ， 并 计算 4 ， 
来 计算 有 向 图 的 传递 闭 包 。 
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图 19-14 ”邻接 矩阵 平方 

如 果 将 一 个 有 向 图 邻接 炬 阵 的 对 角 线 上 的 元 素 均 设置 为 0， 则 此 短 阵 平方 所 表示 的 图 中 的 每 条 边 对 应 于 原 有 向 图 
中 长 度 为 2 的 路 径 ( 上 图 ) ， 如 果 将 对 角 线 上 元 素 均 设置 为 1， 此 经 阵 平方 所 表示 的 图 中 的 每 条 边 对 应 于 原 有 向 图 长 度 
为 1 或 2 的 路 径 (下 图 )。 

证 明 继续 上 一 段 的 证 明 过 程 ， 对 应 有 向 图 中 长 
度 小 于 或 等 于 3 的 每 条 路 径 4 中 均 有 一 条 边 ， 对 应 有 
向 图 中 长 度 小 于 或 等 于 4 的 每 条 路 径 4 中 均 有 一 条 边 ， 
如 此 等 等 。 由 名 梨 原理 ， 我 们 无 需 考 虑 长 度 大 于 了 的 
路 径 : 任何 长 度 大 于 了 的 路 径 都 必然 要 再 次 访问 某 些 
顶点 《因为 仅 有 了 个 顶点 ) ， 而 且 由 于 同样 的 两 个 顶点 
已 经 由 长 度 小 于 了 的 一 条 有 向 路 径 所 连接 (通过 去 除 
指 同 再 次 访问 顶点 的 环 ， 可 得 到 这 样 的 路 径 ) ， 因 此 它 
对 于 传递 闭 包 不 会 增加 任何 信息 。 图 

图 19-15 显示 了 一 个 示例 有 加 图 收敛 到 传递 闭 包 
时 的 邻接 矩阵 的 震 方 。 此 方法 需要 进行 了 次 矩阵 相 乘 ， 
每 一 次 所 需 时 间 均 与 V 成 正比 ， 总 共 所 需 时 间 为 V“。 
实际 上 ， 我们 可 以 只 用 [lg V 1 次 布尔 矩阵 相 乘 操作 
来 计算 任何 有 向 图 的 传递 闭 包 : 可 以 计算 4 、4 ， 
4 ，…， 直 到 达到 一 个 大 于 或 等 于 了 的 指数 时 为 止 。 
如 在 性 质 19. 6 中 的 证 明 那 样 ， 对 于 任意 +>V, 4' =4'; 
因此 ， 这 个 计算 的 结果 4 就 是 传递 闭 包 ， 所 需 时 间 与 
”1g V 成 正比 。 

虽然 上 述 描述 的 方法 非常 简洁 ， 极 具 吸 引力 。 但 
还 有 一 个 更 简单 的 方法 。 可 以 用 一 次 操作 计算 这 个 传 
递 闭 包 ， 由 邻接 矩阵 原 位 构建 传递 闭 包 ， 如 下 所 示 : 图 19-15 ”邻接 矩阵 的 震 方 与 有 向 路 径 





for (1 = 0; i < V; i++) 此 序列 显示 了 右上 图 的 邻接 短 阵 的 1] 
for (8 = 0; 8 < VY; s++) 次 加 ,2 次 容 ，3 次 畸 和 4 次 畸 ， 并 给 出 了 
for (t = 0; t <V; t++) 4 个 图 ( 左 列 ， 从 上 到 下 )， 其 中 每 条 边 对 

if (A[s] [i] && A[i][t]) ALs][t] = 1; 应 姓 阵 表示 的 图 中 的 长 度 分 别 小 于 1、2、 


3 和 4 的 路 径 。 下 图 是 此 例 的 传递 闭 包 ， 
这 个 经 典 的 方法 由 S. Warshall 在 1962 年 发 明 ， 是 计算 。 下 存在 长 度 大 于 4 的 路 径 所 连接 的 顶点 ， 


稠密 有 向 图 的 传递 闭 包 时 所 选择 的 方法 。 此 代码 类 似 。 因为 它们 会 由 更 短路 径 连 接 。 
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于 在 原 位 计算 布尔 矩阵 平方 所 用 的 代码 : 差别 (显著 差别 )! 在 于 for 循环 的 顺序 。 





图 19-16 Wearshall 算法 

此 序列 显示 了 利用 Warshall 算法 来 计算 一 个 示例 有 向 图 (上 图 ) 的 传递 闭 包 (下 图 ) 的 过 程 。 循 环 的 第 1 次 迭代 
( 左 列 最 上 图 ) 增加 了 沁 1-2 和 1-5， 这 是 因为 存在 路 径 1-0-2 和 1-0-5， 它们 都 包含 顶点 0 (但 不 包含 带 有 更 大 编号 的 
顶点 ) ; 循环 的 第 2 次 迄 代 ( 左 列 自 上 第 2 个 图 ) 则 增加 了 边 2-0 和 2-5， 这 是 因为 存在 路 径 2-1-0 和 2-1-0-5， 其 中 包 
含 顶 点 1 (但 不 包含 带 有 更 大 编号 的 顶点 ); 而 循环 的 第 3 次 移 代 ( 左 列 最 下 面 的 图 ) 将 增加 边 0-1、3-0、3-1 和 3-5， 
这 是 因为 存在 路 径 0-2-1、3-2-1-0、3-2-1 和 3-2-1-0-5， 它 们 都 包含 顶点 2 (但 不 含 带 有 更 大 编号 的 顶点 )。 右 边 一 列 
则 显示 了 考虑 到 路 径 通过 3、4 和 5 时 所 增加 的 边 。 循 环 的 最 后 一 次 选 代 〔 右 列 最 下 图 ) 将 增加 分 别 从 0、1 和 2 指向 
4 的 边 ， 因 为 从 这 些 结 点 指向 4 的 唯一 的 有 向 路 径 都 包含 S， 即 最 大 编号 的 顶点 。 

性 质 19.7 利用 Warshall 算法 ， 可 以 在 与 让 成 正比 的 时 间 计 算出 一 个 有 向 图 的 传说 
闭 包 。 

证 明 根据 代码 的 结构 ,可喜 接 得 出 其 运行 时 间 。 我 们 通过 对 i 进行 归纳 来 证 明 它 可 以 
计算 出 传递 闭 包 。 在 循环 第 1 次 欠 代 后 ， 和 矩阵 的 * 行 .上 列 上 有 一 个 1， 当 且 仅 当 有 一 条 路 径 
s-t 和 s-0-t。 第 2 次 和 迭代 检查 s 和 上 之 间 包 含 1、 可 能 还 有 0 的 所 有 路 径 ， 如 s-1-:，s-1-0-t 和 
s-0-1-t 我 们 做 出 以 下 归纳 假设 : 循环 的 第 次 迭代 将 矩阵 中 s 行 上 列 出 设置 为 1， 当 且 仅 当 
有 向 图 中 从 s 到 :存在 一 条 有 向 路 径 ， 且 这 条 路 径 上 不 包含 索引 大 于 的 任何 顶点 〈 除 了 可 
能 的 端点 s 和 以外) 。 如 上 所 述 , i 为 0 时， 即 循环 第 1 次 迭代 后 此 条 件 成 立 。 假 设 此 条 件 
对 于 循环 的 第 i 次 迄 代 成 立 ， 从 :到 :存在 一 条 其 中 不 会 索引 大 于 i+1 的 任何 顶点 的 路 径 ， 
当 且 仅 当 ( i ) 存在 一 条 不 含 索引 大 于 ;的 任何 顶点 的 从 * 到 + 的 路 径 ， 这 种 情况 下 ， 在 和 
环 的 前 一 次 迭代 时 AlLsj[t 即 被 设置 (由 归纳 假设 );， 或 者 (让) 存在 从 到 生 
i+1 到 上 的 路 径 ， 在 这 两 条 路 径 中 都 不 含 索引 大 于 ;的 任何 顶点 〈 端 点 除外 ) ， 这 种 情 
此 前 A[s][i+1] 和 ALi+1][t] 均 设 置 为 1 (由 假设 ) 。 因 此 内 循环 将 把 A[s 兵 各 
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为 1。 用 

我 们 可 以 通过 对 代码 做 一 个 简单 的 变换 来 改进 Warshall 算法 的 性 能 : 将 对 A[s]fi ] 的 
测试 从 内 循环 中 移出 ， 因 为 在 :1 变化 时 其 信 并 未 做 改变 。 当 A[sj[i] 为 0 时 ， 这 种 移动 使 
我 们 能 够 完全 避免 执行 i 次 循环 。 由 这 种 改进 节省 的 时 间 取 决 于 有 向 图 ， 而 且 对 于 许多 有 向 
图 来 说 都 改进 相当 可 观 〈 见 练习 19.54 和 19.55)。 程 序 19.3 实现 了 这 个 改进 ， 并 将 War- 
shall 方法 封装 为 有 向 图 的 一 对 ADT 函数 ， 从 而 使 客户 程序 能 够 对 有 向 图 进行 预 处 理 (计算 
传递 闭 包 )， 然后 用 常量 时 间 计算 出 任何 可 达 性 查询 的 结果 。 


程序 19.3 Warshall 算法 


.这 个 Warshall 算法 的 .ADT 实现 ， 在 调用 GRAPHte 计算 传递 闭 包 之 后 ， 为 客户 端 提供 了 
一 种 测试 有 向 图 中 的 任何 项 点 是 否 由 其 他 顶点 可 达 的 能 力 。 图 表示 中 的 数组 指针 tc 用 于 存 
储 传 递 闭 包 和 抢 阵 。 

void GRAPHtc(Graph G) 
{ int i, s, t; 
G->tc = MATRIXint (G->V, G->V, 0),， 
for (ls = 0; 8 < G->V; S++) 
for (t = 0; t < G->V; t++) 
. G~>tc[s]{t] = G->adj[s][t]; 
for (s = 0; s < G->V; S++) G->tc[s] [s] = 1; 
for (i = 0; i < G->V; i++) 
. for (se = 0; 8s,< G->Vi J 
if (G->tc[s] [i] = 
for (t = 0; t< t++) 
有 if (G->tc[i] [t] == 1) G->tc[sj[t] = 1i; 
.上 
int GRAPHreach(Graph G, int s, int 七 ) 
{ return' G->tc [s] [t]; } 


我 们 对 找到 更 高 效 的 解决 方法 感 兴趣 ， 特 别 是 对 于 稀 玖 图 。 我 们 希望 降低 预 处 理 时 间 和 
空间 ， 因 为 对 于 稀疏 图 , 这 两 方面 都 使 得 Warshall 算法 的 代价 太 高 。 

在 现代 应 用 中 ， 抽 象 数据 类 型 为 我 们 提供 了 将 操作 从 任何 特定 实 现 中 分 离 出 来 的 能 力 ， 
因此 ， 我 们 可 以 集中 在 高 效 实现 上 。 对 于 传递 闭 包 问 题 ， 这 一 观点 使 我 们 认识 到 不 需要 计算 
出 整个 矩阵， 就 能 为 客户 程序 提供 传递 闭 包 抽象 。 一 种 可 能 性 就 是 传递 闵 包 是 一 个 大 型 稀 
琉 和 矩阵， 因而 使 用 邻接 表 表 示 。 因 为 我 们 无 法 存储 数组 表示 。 甚 至 在 传递 闭 包 为 稠密 时 ， 客 
户 程 序 可 能 只 检查 其 中 很 少 部 分 的 边 ， 因 而 计算 整个 矩阵 是 相当 浪费 的 。 

我 们 使 用 术语 抽象 传递 闭 包 (abstract transitive closure) 来 指 一 个 ADT， 它 为 客户 程序 提 
供 在 预 处 理 之 后 测试 可 达 性 的 能 力 ， 如 程序 19.3 所 示 。 在 本 文中 ， 不 仅 需 要 度量 一 个 算法 
计算 传递 闭 包 (〈 预 处 理 的 开销 ) 的 开销 ， 人 和 
也 就 是 说 ， 我们 得 性 质 19:7 重 述 如 下 : 

性 质 19. 8 对 于 一 个 有 向 图 ， 可 在 常量 时 间 内 支持 可 过 性 加 (抽象 传递 闭 包 ) ，8 
室 闻 与 让 成 正比 ， 预 处 理 的 时 间 与 WV 成 正比 。 

证 明 根据 Warshall 算法 的 基本 性 能 特征 可 以 立即 得 出 此 性 质 。 呈 

对 于 大 多 数 的 应 用 ， 我 们 的 目标 是 不 仅仅 是 快速 地 计算 出 有 向 图 的 传递 闭 包 ， 而 且 与 性 
质 19. 8 相 比 '; 要 用 少 得 多 的 空间 各 预 处 理 时 间 使 抽象 传递 闲 包 支持 常量 的 查询 时 间 。 能 否 
找到 一 种 实现 ， 使 我 们 能 够 构建 客户 程序 有 能 力 处 理 这 种 有 向 图 呢 ? 我 们 将 在 19. 8 节 再 来 
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讨论 这 个 问题 。 . 

在 计算 有 向 图 的 传递 闭 包 问 题 和 大 量 其 他 基础 性 的 计算 问题 之 间 存 在 一 种 密切 的 关系 。 
这 种 关系 可 以 帮助 我 们 理解 这 个 问题 的 难度 。 我 们 讨论 这 些 问 题 的 两 个 例子 来 结束 本 节 。 

首先 ， 我 们 来 考虑 传递 闭 包 与 所 有 点 对 之 间 的 最 短路 径 (all-pairs shortest path) 问题 的 
关系 〈 见 18.7 节 )。 对 于 有 向 图 的 每 对 顶点 ， 该 问题 是 找 出 具有 最 少 边 数 的 一 条 有 向 路 径 。 
在 18.7 节 所 考虑 的 无 向 图 上 的 基于 BFS 的 方法 对 于 有 向 图 也 适用 (做 相应 修改 ) ， 但 是 目 
前 我 们 只 对 修改 Warshall 算法 来 解决 这 个 问题 有 兴趣 。 最 短路 径 是 第 21 章 中 的 主题 ， 因 此 ， 
我 们 到 第 21 章 再 详细 考虑 这 两 者 的 性 能 比较 。 

给 定 一 个 有 向 图 ， 我 们 初始 化 VxT 的 一 个 整数 和 矩阵， 如 果 从 s 到 :存在 一 条 边 ， 则 设 
A[sj[t] 为 1， 否则 设 为 观察 哨 值 VY。 目标 是 使 A[sj[t] 为 从 :到 :的 最 短 有 向 路 径 长 度 
(在 这 条 路 径 上 的 边 数 ) ， 使 用 观察 哨 值 了 来 表示 从 * 到 ;不 存在 路 径 。 以 下 代码 完成 这 个 
目标 : 

for (i = 0; i < V; i++) 

for (s = 0; 8 < VYV; s++) 
for (t = 0; 七 《Vi t++) 
if (Altsj[i] + A[i]j[t] < A[s}j [t]) 
ALsj[t] = A[s] [i] + A[i][t];: 
这 个 代码 与 性 质 19. 7 中 所 看 到 的 Warshall 算法 的 不 同 只 在 于 内 循环 中 的 让 语 句 不同 。 实 际 
上 ， 采 用 适当 的 抽象 设置 ， 计 算是 完全 一 样 的 〈 见 练习 19.56 和 19.57)。 将 性 质 19.7 中 的 
证 明 转 换 为 这 个 方法 完成 既定 目标 的 直接 证 明 非 常 简单 。 这 个 方法 是 Royd 算法 查找 加 权 图 
的 最 短路 径 的 一 个 特例 〈 见 第 21 章 ) 。 

其 次 ， 我 们 已 经 看 到 ， 传 递 闭 包 问题 与 布尔 矩阵 相 乘 问题 也 是 非常 相似 的 。 我 们 所 见 的 
这 两 个 问题 的 基本 算法 所 需 时 间 与 成 正比 〈 所 使 用 的 计算 机 制 类 似 ) 。 已 经 知道 布尔 矩阵 
相 乘 是 一 个 困难 的 计算 问题 : 比 直 接 方法 更 快 的 算法 也 已 知道 ， 但 是 节省 的 时 间 是 否 足 够 
大 ， 足 以 抵消 实现 这 些 算法 的 努力 ， 这 一 点 还 存在 争议 。 这 个 事实 在 目前 看 来 非常 重要 ， 因 
为 我 们 可 以 使 用 图 19-15 中 描述 的 反复 平方 法 ,采用 求解 布尔 矩阵 相 乘 的 一 个 快速 算法 来 开 
发 一 个 更 快 的 传递 闭 包 算 法 ( 仅 慢 一 个 lg V 因子 )。 反 之 ,我 们 得 到 计算 传递 闭 包 问 题 难度 
的 一 个 下 界 ， 

性 质 19.9 可 以 使 用 任何 传递 闭 包 算法 来 计算 两 个 布尔 矩阵 相 科 的 滋 积 ， 而 运行 时 间 
最 多 存在 常量 因子 的 差别 。 

证 明 给 定 两 个 了 xf 的 布尔 矩阵 4 和 B， 构 造 如 下 的 3Vx3V 的 矩阵 : 

I 4 0 
0O 0 7 
这 里 ，0 表示 其 所 有 元 素 均 为 0 的 VxV 和 矩阵 ,， 1 表示 除 对 角 线 上 为 1 其 余 元 率 均 为 0 的 VxV 
矩阵。 现在 ， 我 们 将 这 个 矩阵 考虑 为 有 加 图 的 一 个 邻接 矩阵 ， 并 通过 反复 平方 法 来 计算 它 的 


“ 竺 递 闭 包 。 
上 i A AxB 
-| 1 
0 0 1 


等 式 右 边 的 矩阵 为 传递 闭 包 ， 因 为 进一步 相 乘 得 到 前 面 的 相同 矩阵 。 但 这 个 矩阵 在 其 右上 角 
处 有 一 个 VxV 的 乘积 4 * 8B。 无 论 使 用 哪 种 算法 求解 传递 闭 包 问 题 ， 都 可 以 以 相同 的 开销 使 





1 4 0 
0O 7 B 
0 0 7 
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用 它 来 求解 矩阵 相 乘 问题 。 图 
.此 性 质 的 重要 性 依赖 于 专家 认定 布尔 矩阵 相 乘 问题 是 困难 问题 ， 数学 家 数 十 年 来 一 直 试 
图 准确 地 了 解 它 的 难度 ， 但 问题 依然 没有 解决 。 已 知 最 好 结果 的 运行 时 间 大 约 与 ”成 正比 
( 见 第 五 部 分 参考 文献 )。 现 在 ， 如 果 我 们 能 够 找 出 求解 传递 闭 包 问题 的 一 个 线性 时 间 (与 
成 正比 ) 解 ， 那 么 我 们 也 能 得 到 求解 布尔 矩阵 相 乘 问题 的 线性 时 间 解 。 问 题 之 间 的 这 种 关 
系 称 为 归 约 (reduction) : 称 布尔 矩阵 相 乘 问题 可 以 归 约 到 传递 闭 包 问题 ( 见 21.6 节 和 第 八 
部 分 ) 。 实 际 上 ， 证 明确 实 表 明 ， 布 尔 和 矩阵 相 乘 可 以 归 约 到 找 出 一 个 有 向 斩 中 长 度 为 2 的 路 径 。 
尽管 很 多 人 做 了 大 量 的 研究 ， 还 没有 人 能 够 找 出 一 个 线性 时 间 的 布尔 矩阵 相 乘 的 算法 ， 
因此 ， 也 就 不 能 给 出 一 个 简单 的 线性 时 间 的 传递 闭 包 算法 。 另 一 方面 ， 也 没有 人 证 明 这 样 的 
算法 不 存在 ， 因 此 我 们 对 于 存在 这 种 算法 的 可 能 性 持 开 放 的 态度 。 简 而 言 之 , 通过 性 质 
19.9 说明， 除非 在 研究 上 取得 突破 ， 我 们 不 能 期 望 所 构造 的 任何 传递 闭 包 算法 在 最 坏 情 况 
下 的 运行 时 间 与 广 成 正比 。 虽 则 如 此 ， 我 们 仍 可 以 开发 某 类 有 向 图 的 快速 算法 。 人 例如， 我们 
已 经 触及 到 计算 传递 闭 包 的 一 种 简单 方法 ， 对 于 稀 朴 图 而 言 ， 它 要 比 Warshall 算法 快 得 多 。 
性 质 19. 10 对 于 有 向 图 的 抽象 传递 闭 包 ,使 用 DEFS 可 以 支持 常量 的 查询 时 间 ， 而 且 所 
用 空间 与 V 成 正比 ， 所 用 预 处 理 时 间 与 V(V+E) 成 正比 〈 计 算 传递 闭 包 )。 
证 明 在 上 一 节 中 看 到 ，DFS 给 出 了 由 起 始 顶 点 可 达 的 所 有 顶点 ， 如 果 使 用 邻接 表 表 示 
( 见 性 质 19.5 和 图 19-11)， 所 用 时 间 与 成 正比 。 因 此 ， 如 果 我 们 将 DFS 运行 VY 次 ， 每 个 
顶点 作为 起 始 顶点 一 次 ， 就 能 计算 出 由 每 个 顶点 可 达 的 顶点 集合 ， 也 即 传递 六 包 ， 所 用 时 间 
与 V(E + V) 成 正比 。 对 于 线性 时 间 的 广义 搜索 ， 这 一 结论 同样 成 立 ( 见 18.8 节 和 练 
习 19.69)。 国 


程序 19. 4 基于 DFS 的 传递 闭 包 


此 程序 在 功能 上 等 价 于 程序 19.3。 它 从 每 个 顶点 开始 分 别 完成 DFS 计算 出 其 可 达 的 结 
点 集 ， 来 计算 出 传递 闭 包 。 每 次 对 递归 过 程 的 调用 都 增加 由 起 始 顶点 开始 的 一 条 边 ， 并 进行 
递归 调用 填充 传递 闭 包 和 矩阵 中 对 应 的 行 。 此 和 矩阵 也 可 用 于 在 DFS 中 标记 访问 过 的 顶点 。 


void TCdfsR(Graph G, Edge e) 
{ link t; 
G->tc[e.v][e.w]j = 1; 
for (t = G->adj[e.w]; t != NULL; t = t->next) 
if (G->tc[e.v] [t->v] == 0) 
TCdfsR(G, EDGE(e.v, t->v)); 
} 
void GRAPHtc (Graph G, Edge e) 
{ int Vv, Ww: 
G->tc = MATRIXint (G->V, G->V, 0); 
for (v = 0; Vv < G->V;i v++) 
TCdfsR(G, EDGE(v, Vv)); 
} 
int GRAPHreach (Graph G, int s, int t) 
{ return G->tc[s] [t]; } 


程序 19. 4 是 基于 这 种 搜索 的 传递 闭 包 算 法 的 一 种 实现 。 对 于 图 19-1 中 的 示例 有 向 图 运 
行 此 程序 的 结果 显示 在 图 19-11 中 的 每 个 森林 的 第 一 棵 树 中 。 封 装 此 实现 的 方法 如 同 程序 
19. 3 中 封装 Warshall 算法 一 样 : 一 个 计算 传递 闭 包 的 预 处 理 责 数 ， 以 及 通过 检查 传递 财 包 
数组 中 所 指示 的 元 素 从 而 在 常量 时 间 确 定 是 否 任何 顶点 可 由 另 一 项 点 可 达 的 函数 。 
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对 于 稀 玖 有 向 图 ， 这 种 基于 搜索 的 方法 是 一 种 可 以 选择 的 方法 。 例 如 ,如 果 E 与 V 成 正 
比 ， 那 么 程序 19. 4 计算 传递 闭 包 所 需 时 间 与 到 成 正比 。 给 定 我 们 所 考虑 的 到 布尔 矩阵 相 乘 
的 归 约 ， 如 何 做 到 这 一 点 呢 ? 答案 就 是 此 传递 闭 包 算法 实际 上 是 为 某 些 类 型 (certain type) 
的 布尔 矩阵 (那些 有 OI1V1 个 非 0 元 素 的 和 矩阵) 相 乘 提供 了 一 种 最 优 的 方法 。 由 下 界 得 知 ， 
我 们 不 应 该 期 望 找到 对 于 所 有 有 向 图 其 运行 时 间 与 六 成 正比 的 一 个 传递 闭 包 算法 ,但 并 没 
有 排除 找到 这 种 算法 的 可 能 性 ， 就 像 这 个 算法 ， 对 于 某 类 的 有 向 图 就 会 更 快 。 如 果 这 样 的 图 
就 是 我 们 需要 处 理 的 图 ， 那 么 传递 闭 包 与 布尔 矩阵 的 关系 可 能 与 我 们 无 关 。 

很 容易 对 本 节 描 述 的 方法 进行 扩展 ， 像 17. 8 节 所 描述 的 那样 ， 通 过 保存 搜索 树 ， 为 客 
户 程序 提供 找 出 连接 两 个 顶点 的 一 条 特定 路 径 的 能 力 。 在 第 21 章 中 ， 我 们 在 更 一 般 的 最 短 
路 径 问题 的 环境 下 ， 考 虑 这 类 特定 ADT 的 实现 。 

对 于 本 节 所 描述 的 基本 传递 闭 包 算法 ， 表 19-1 比较 了 它们 的 实验 结果 。 基 于 搜索 的 算 
法 的 邻接 表 实 现 对 于 稀疏 图 是 最 快 的 方法 。 这 些 实现 都 计算 出 一 个 大 小 为 让 的 邻接 矩阵， 
因此 ， 它 们 都 不 适合 于 大 型 稀 玖 图 。 

对 于 稀 栈 有 向 图 ， 其 传递 闭 包 也 是 稀 玖 的 ， 可 以 使 用 一 一 个 邻接 表 实现 此 闭 包 ， 使 得 输出 
的 规模 与 传递 闭 包 中 的 边 数 成 正比 。 这 个 数 也 是 计算 传递 闭 包 的 开销 的 下 界 ， 对 于 某 种 类 型 
的 有 向 图 ， 使 用 各 种 算法 学 技术 〈 见 练习 19. 67 和 19. 68) 也 能 达到 这 个 下 界 。 虽 然 存 在 这 
种 可 能 性 ， 我 们 一 般 将 传递 闭 包 计算 的 目标 看 作 是 邻接 矩阵 表示 ， 因 而 可 以 很 容易 地 回答 可 
达 性 查询 ， 而 且 将 计算 该 矩阵 的 传递 闭 包 算法 认为 是 最 优 的 ， 它 与 广 成 正比 ， 因 为 这 些 算 
法 所 需 的 时 间 与 输出 的 规模 成 正比 。 

如 果 邻 接 和 矩阵 是 对 称 的 ， 则 等 价 于 一 个 无 向 图 ,并且 找 出 传递 闭 包 就 如 同 找 出 连通 分 
量 ， 即 传递 闭 包 是 连通 分 量 中 顶点 的 完全 图 的 并 集 ( 见 练习 19.49) 。18. 5 节 中 的 连通 性 算 
法 可 看 作 是 对 称 有 向 图 (无 向 图 ) 的 抽象 传递 闭 包 计算 ， 所 使 用 的 空间 与 了 成 正比 ， 但 仍 
然 支持 常量 时 间 的 可 达 性 查询 。 对 于 一 般 的 图 的 也 能 这 样 做 吗 ? 可 以 进一步 地 降低 预 处 理 时 
间 吗 ? 对 于 哪 种 类 型 的 图 可 以 在 线性 时 间 内 计算 出 其 传递 闭 包 呢 ? 要 回答 这 些 问 题 ， 我 们 需 
要 更 详细 地 研究 有 向 图 的 结构 ， 特 别 是 DAG 的 结构 。 


表 19-1 传递 闭 包 算法 的 实验 研究 


此 表 显 示 的 运行 时 间 展 示 了 各 种 计算 随机 有 向 图 的 传递 闭 包 算法 ， 无 论 是 对 于 稠密 图 还 是 稀疏 图 都 有 着 巨大 的 性 
能 差异 。 当 顶点 数 了 加 倍 时 ， 除 了 邻接 表 DFS， 其 他 算法 的 运行 时 间 都 增长 8 倍 ， 这 与 矿 成 正比 的 结论 一 致 。 邻 接 表 
DFS 所 需 时 间 与 VE 成 正比 ， 这 表明 当 了 和 玉 均 加 倍 时 〈 稀 朴 图 ) ， 算 法 的 运行 时 间 大 约 增长 4 倍 ; 当 了 和 互 均 加 倍 时 
( 称 密 图 ) ， 算 法 的 运行 时 间 大 约 增长 2 倍 ; 但 对 于 高 度 稠密 图 ， 表 遍历 的 开销 使 得 性 能 有 所 下 降 。 


稀 朴 图 (107 条 边 ) 稠密 图 (250 个 顶点 ) 

V W Wr” A L E Ww We” A L 
25 0 0 1 0 5 000 289 203 177 23 
50 3 1 2 1 10 000 300 214 184 38 

125 35 24 23 4 25 000 309 226 200 97 
250 275 181 178 13 50 000 315 232 218 337 
500 2 222 1 438 1 481 54 100 000 326 246 235 - 784 
说 明 : WW Warshall 算法 (19.3 节 ) 

W* 改进 的 Warshall 算法 (程序 19. 3) 

A ” DFS， 邻接 矩阵 表示 (练习 19. 64) 

L DFS， 令 接 标 表 示 (程序 19. 4) 
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练习 


19. 47 ”对 于 只 包含 了 个 顶点 的 一 个 有 向 环 的 有 向 图 ， 其 传递 闭 包 是 什么 ? 
19. 48 对 于 只 包含 了 个 顶点 的 一 条 简单 有 向 路 径 的 有 向 图 ， 其 传递 闭 包 中 有 多 少 条 边 ? 
> 19. 49 给 出 以 下 无 向 图 的 传递 闭 包 


3-7 1-4 7 8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


* 19. 50 ”显示 如 何 构造 一 个 了 个 项 点 和 五 条 边 的 有 向 图 ， 具 有 性 质 : 对 于 介 于 五 和 信之 间 的 
任何 ; 值 ， 其 传递 闭 包 中 的 边 数 与 成 正比 。 与 往常 一 样 ， 假 设 E>V。 
19. 51 ”如果 有 向 图 是 一 个 有 向 森林 ， 给 出 其 传递 闭 包 边 数 的 一 个 公式 ， 它 是 该 森林 结构 性 
质 的 一 个 函数 。 
19. 52 按照 图 19-15 的 风格 ， 使 用 反复 平方 法 ， 显示 计算 以 下 有 向 图 的 传递 闭 包 的 过 程 ， 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


19. 53 ”按照 图 19-16 的 风格 ,使 用 Warshall 算法 ， 显 示 计 算 以 下 有 向 图 的 传递 闭 包 的 过 程 : 
3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


o 19. 54 给 出 一 组 稀疏 图 ， 使 得 Warshal 算法 计算 传递 闭 包 的 改进 版 本 (程序 19.3) 的 运行 
时 间 与 全 成 正比 。 

co 19. 55 给 出 一 个 稀疏 图 ， 使 得 Warshall 算法 计算 传递 闭 包 的 改进 版 本 (程序 19.3) 的 运行 
时 间 与 六 成 正比 。 

o 19.56 ”开发 带 有 相应 实现 的 整 型 矩阵 的 一 个 ADT， 使 得 单个 客户 程序 能 够 包含 Warshall 算 
法 和 Floyd 算法 。( 该 练习 是 练习 19. 57 的 一 个 版 本 ， 针 对 那些 对 抽象 数据 类 型 比 抽象 代数 
更 熟悉 的 人 们 。) 

e 19. 57 ”使 用 抽象 代数 开发 一 个 既 包 含 Warshall 算法 又 包含 Floyd 算法 的 通用 算法 。( 该 练习 
是 练习 19. 56 的 一 个 版 本 ， 针 对 那些 对 抽象 代数 比 抽 象 数 据 类 型 更 熟悉 的 人 们 。) 

o 19. 58 按照 图 19-16 的 风格 ， 对 于 示例 图 ， 显 示 用 Floyd 算法 计算 所 有 点 对 之 间 最 短路 径 
矩阵 的 开发 过 程 。 

19. 59 ”两 个 对 称 抢 阵 的 布尔 乘积 矩阵 是 对 称 的 吗 ? 解释 你 的 答案 。 

19. 60 ”修改 程序 19. 3 和 程序 19.4， 为 有 向 图 ADT 函数 提供 一 种 实现 ， 返 回 该 有 加 图 的 传 
递 闭 包 中 的 边 数 。 

19. 61 使 用 计数 器 作为 有 向 图 的 ADT 的 一 部 分 ， 实 现 练习 19. 60 中 描述 的 函数 ， 并 在 添加 
边 或 删除 边 时 对 它 进行 修改 。 给 出 利用 此 实现 添加 边 和 删除 边 的 开销 。 

> 19. 62 增加 一 个 用 于 程序 19. 3 和 程序 19. 4 的 有 向 图 ADT 函数 ， 返 回 顶点 索引 的 数组 ， 它 

指出 由 给 定 顶 点 可 达 的 那些 顶点 。 可 以 要 求 客户 程序 已 经 调用 CRAPHte 进行 了 预 处 理 。 

o 19. 63 ”进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 有 向 图 ( 见 练习 19. 11 ~ 19. 18 ) ， 确 定 传递 闭 包 中 
的 边 数 。 

> 19. 64 ”对 于 邻接 和 矩阵 表示 ， 实现 基于 DFS 的 传递 闭 包 算法 。 

e 19. 65 考虑 练习 17. 21 中 描述 的 位 数组 图 表示 法 。 哪 种 方法 能 够 带 来 B 售 的 加 速 〈 是 你 
的 计算 机 中 每 个 字 的 位 数 ) ， Warshall 算法 还 是 基于 BFS 的 算法 ? 通过 开发 一 个 达到 此 要 求 
的 实现 来 证 实 你 的 结果 。 

o 19. 66 开发 一 个 独立 于 表示 的 抽象 有 向 图 ADT ( 匈 练 习 17. 60 ) ， 包括 一 个 传递 闭 包 含 函 
数 。 注 意 : 传递 闭 包 本 身 应 该 是 一 个 抽象 有 向 图 ， 不 引用 任何 特定 的 表示 。 
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9 19.67 如 有 果 有 同 图 是 一 个 有 问 森 林 ， 给 出 计算 其 邻接 表 表 示 的 传递 闭 包 的 程序 ， 所 用 时 间 
与 传递 闭 包 中 的 边 数 成 正比 。 

° 19. 68 实现 稀 玖 图 的 一 个 抽象 传递 闭 包 算 法 ,使 用 空间 与 7 成 正比 ， 在 所 用 时 间 与 YE+T 
成 正比 的 预 处 理 后 ， 可 在 常量 时 间 内 回答 可 达 性 查询 ， 其 中 了 是 传递 闭 包 中 的 边 数 。 提 示 ; 
使 用 动态 散 列 。 

> 19. 69 提供 基于 广义 图 搜索 ( 见 18.8 节 ) 的 程序 19. 4 的 一 个 版 本 。 


19.4 等 价 关 系 和 偏 序 


本 节 所 讨论 的 是 集合 论 中 的 基本 概念 ， 以 及 这 些 概念 与 抽象 传递 闭 包 算 法 之 间 的 关系 。 
其 目的 是 将 我 们 所 研究 的 思路 置 于 一 个 更 大 的 环境 中 ， 并 且说 明 所 讨论 的 算法 有 着 广泛 的 应 
用 性 。 对 于 那些 熟悉 集合 论 的 数学 方向 的 读者 ， 可 以 直接 跳 到 19. 5 节 ， 因 为 这 里 所 介绍 的 
内 容 是 基础 性 的 〈 但 对 这 些 术语 做 一 个 简要 的 回顾 可 能 会 有 所 帮助 ) ; 对 于 不 熟悉 集合 论 的 
读者 ， 则 可 能 希望 参考 离散 数学 方面 的 相关 文献 ， 因 为 这 里 的 介绍 相当 简洁 。 有 向 图 和 这 些 
基本 数学 概念 之 间 的 联系 是 如 此 重要 ， 因 而 我 们 不 能 忽视 。 

给 定 一 个 集合 ， 其 对 象 之 间 的 关系 (relation) 定义 为 对 象 的 有 序 对 集合 。 除 了 可 能 涉及 
平行 边 和 自 环 的 细节 上 有 所 不 同 ， 此 定义 与 我 们 对 有 向 图 的 定义 完全 一 样 : 关系 和 有 向 图 是 
同一 抽象 的 不 同 表示 。 这 里 数学 概念 更 强 一 些 ， 因 为 集合 可 以 是 无 限 的 ， 而 我 们 的 计算 机 程 
序 只 能 处 理 有 限 集合 ， 不 过 目前 先 忽略 此 差别 。 

通常 ， 我 们 选用 一 个 符号 R， 并 使 用 sRi 记 法 作为 语句 “有 序 对 (ss, 1) 之 间 存 在 关系 
R” 的 简写 。 例 如 ， 我 们 用 符号 “< ”来 表示 数字 间 的 “小 于 ”关系 。 利 用 这 种 术语 ， 则 可 
表征 关系 的 各 种 性 质 。 例 如 ， 如 果 对 于 所 有 s 和 ;，sRi 比 含 着 izRs， 则 称 关 系 尺 是 对 称 的 
(symmetric ) ; 如 有 果 对 于 所 有 s， 都 有 sRs， 则 称 关 系 尺 是 自 反 的 (reflexive) 。 对 称 关 系 与 无 
问 图 相同 。 自 反 关 系 则 对 应 于 所 有 顶点 均 有 自 环 的 图 ; 对 于 任何 顶点 都 没有 自 环 的 图 ， 与 之 
对 应 的 关系 则 称 为 反 自 反 的 (irreflexive ) 。 

对 于 所 有 s、i 和 uw， 如 果 有 sRz 和 tiRu 蕴含 着 sRu， 则 称 关 系 尺 是 传递 的 (transitive)。 关 
系 的 传递 闭 包 (transitive closure) 是 一 个 良 定 义 的 概念 ; 但 在 此 并 不 打算 用 集合 论 的 术语 再 
对 它 进行 定 义 ， 我 们 希望 采用 19. 3 节 中 给 出 的 对 于 有 向 图 定义 。 任 何 关 系 都 等 价 于 一 个 有 
回 图 ， 而 关系 的 传递 财 包 则 等 价 于 有 向 图 的 传递 闭 包 。 任 何 关 系 的 传递 闭 包 也 是 传递 的 。 

在 图 算法 领域 中 ， 我 们 特别 感 兴趣 的 是 通过 进一步 约 东 来 定义 的 两 个 特定 传递 关系 。 这 
两 种 得 到 广泛 应 用 的 关系 ， 分 别称 为 等 价 关 系 (equivalence relation) 和 偏 序 (partial order)。 

等 价 关 系 “ 三 ”是 一 种 自 反 和 且 对 称 的 传递 关系 。 注 意 ， 对 于 某 个 有 序 对 ,一 个 包含 其 
中 每 个 对 象 的 对 称 、 传 递 关 系 必 是 也 是 一 个 等 价 关 系 : 如 果 s=t， 那 么 1 三 (由 对 称 性 ) 和 
s 三 s (由 传递 性 ) 。 等 价 关 系 将 一 个 集合 中 的 对 象 划 分 为 等 价 类 (equavalence class) 的 子 集 。 
两 个 对 象 * 和 上 是 在 同一 个 等 价 类 中 ， 当 且 仅 当 s=t。 以 下 例子 是 典型 的 等 价 关 系 : 

模 运 算 ”任何 正 整数 站 定义 了 整数 集合 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 且 = 一 上 (mod 大) 当 且 仅 当 s 
除 以 上 的 余数 等 于 : 除 以 的 余数 相等 。 此 关系 显然 是 对 称 的 ; 简单 证 明确 定 此 关系 也 是 传 
递 的 ( 见 练 习 19. 70)， 因 而 它 是 一 个 等 价 关系 。 

图 中 的 连通 性 ”顶点 之 间 的 关系 “位 于 同一 连通 分 晤 中 ”是 一 个 等 价 类 ， 因 为 它 是 对 
称 且 传递 的 。 该 等 价 类 对 应 于 图 中 的 连通 分 量 。 

在 构建 一 个 图 ADT 以 使 客户 有 能 力 检 查 两 个 顶点 是 否 在 同一 个 连通 分 量 中 ， 我 们 实现 
了 一 个 等 价 关 系 ADT， 它 能 为 客户 提供 检查 两 个 对 象 是 否 等 价 的 能 力 。 在 实际 中 ， 这 个 对 应 
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非常 重要 ， 因 为 该 图 是 等 价 关 系 的 一 种 简洁 表示 ( 见 练习 19. 74) 。 实 际 上 ， 如 同 我 们 在 第 1 
章 和 第 18 章 中 所 看 到 的 ， 为 了 构建 这 样 一 个 ADT， 我 们 只 需要 维持 单个 顶点 索引 的 数组 。 

偏 序 怀 也 是 一 个 反 自 反 的 传递 关系 。 作 为 传递 性 和 非 自 反 性 的 直接 结果 ， 容 易 证 明 偏 
序 也 是 反对 称 的 《asymmetric) : 如 果 s 一 上: 且 :到 s， 那 么 到 ss (由 传递 性 ) ， 这 与 反 自 反 性 
矛 古 ， 因 而 st 且 : ss 不 能 同时 成 立 。 此 外 ， 扩 展 某 些 论述 过 程 表明 偏 序 不 能 存在 环 ， 比 
如 一 zw 和 ws。 以 下 例子 是 典型 的 偏 序 . 

子 集 包 含 一 个 给 定 集合 的 子 集 之 间 的 关系 “包含 但 不 等 于 ”( C) 是 一 个 偏 序 ， 也 即 
它 肯 定 是 反 自 及 的 ， 而且 如 果 s Cit 且 tCu， 则 必定 有 sCu。 

DAG 中 的 路 径 对 于 不 含 自 环 的 DAG 中 的 顶点 ， 关 系 “ 通 过 非 空 有 向 路 径 可 达 的 ”是 
一 个 偏 序 ， 因 为 它 是 传递 的 和 反 自 反 的 。 类 似 于 等 价 关 系 和 无 向 图 ， 这 个 特定 的 偏 序 对 于 很 
多 应 用 非常 重要 ， 因 为 一 个 DAG 给 出 了 偏 序 的 一 种 简明 的 隐 式 表示 。 例 如 ， 图 19-17 说 明 
丁子 集 包含 偏 序 的 DAG， 其 边 数 只 是 偏 序 基数 的 一 部 分 ( 见 练习 19. 76)。 

实际 上 ， 我 们 很 少 通过 枚 举 它们 的 所 有 有 序 对 来 定义 偏 序 ， 
因为 这 样 的 有 序 对 太 多 。 而 是 ， 我 们 通常 指定 一 个 反 自 反 的 关系 
(DAG) ， 并 考虑 其 传递 闭 包 。 对 于 DAG ， 这 种 用 法 是 考虑 抽象 - 
传递 - 闭 包 ADT 实现 的 一 个 主要 原因 。 使 用 DAG， 就 可 以 考虑 
19. 5 市 中 的 偏 序 示 例 。 

对 于 所 有 关上 ， 全 序 (total order) 了 就 是 si 或 tT; 只 能 有 一 
个 成 立 。 我 们 所 熟悉 的 全 序 例子 是 整数 或 实数 之 间 以 及 字符 串 之 
间 的 字典 顺序 的 “小 于 ”关系 。 我 们 在 第 3 部 分 和 第 4 部 分 关于 
排序 和 搜索 算法 的 研究 是 基于 对 集合 的 一 个 全 序 ADT 实现 。 在 一 





个 全 序 中 ,又 且 只 有 一 个 方式 来 排列 集合 中 的 元 素 , 使 得 在 排列 1 001 [9 
中 ， 只 要 :在 i 之 前 ,就 有 sTi; 在 一 个 不 含 全 序 的 偏 序 中 ， 可 能 有 2 010 人 
多 种 方式 这 样 做 。 在 19. 5 节 中 ， 我 们 将 考察 完成 此 任务 的 算法 。 4 100 {a} 
总 而 言 之 ， 以 下 关于 集合 和 图 模型 之 间 的 对 应 关系 有 助 于 我 5 101 {a,c} 
们 理解 基本 图 算法 的 重要 性 和 广泛 应 用 性 。 ?11 
”关系 和 有 向 图 图 19-17 子 集 包含 DAG 


。 对 称 关 系 和 无 向 图 在 上 图 的 DAG 中 ， 我 


> 19. 74 


。 传递 关系 和 图 中 的 路 径 

。 等 价 关 系 和 无 向 图 中 的 路 径 

。 偏 序 和 DAG 中 的 路 径 

以 上 内 容 使 我 们 对 于 所 研究 的 图 类 型 和 算法 有 了 更 深入 的 认 
识 ， 而且 促使 我 们 要 对 DAG 的 基本 性 质 以 及 处 理 这 些 DAG 的 算 
法 作 进一步 的 研究 。 
练习 
19. 70 
19.71 
19. 72 
19. 73 


方 和 。 


们 将 顶点 索引 解释 为 一 个 3 
元 素 集 合 的 子 集 ， 如 下 面 的 
表 中 所 示 。 此 DAG 的 传递 
闭 包 表示 了 了 于 集 包 会 偏 序 : 
两 个 结 点 之 闻 存 在 一 条 有 向 
路 径 ， 当 且 仅 当 第 一 个 结 点 
表示 的 子 集 被 包含 在 第 二 个 
结 点 索 表 示 的 子 集中 。 


说 明 整 数 集合 的 “ 除 以 上 之 后 余数 相同 ”是 一 个 传递 关系 (因此 也 是 一 个 等 价 关 系 )。 
说 明 任何 图 中 顶点 之 间 的 “位 于 同一 个 连通 分 量 中 ”是 一 个 等 价 关 系 。 

说 明 对 于 所 有 图 中 的 顶点 之 间 的 “位 于 同一 双 连 通 分 量 中 ”不 是 等 价 关 系 。 

证 明 等 价 关 系 的 传递 闭 包 是 一 个 等 价 关 系 ， 因 而 偏 序 的 传递 财 包 是 一 个 偏 序 。 

关系 的 基数 是 其 有 序 对 的 个 数 。 证 明 等 价 关 系 的 基数 等 于 此 关系 等 价 类 的 基数 的 平 
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5 19. 75 使 用 在 线 字典 ,构建 字 之 间 的 一 个 表示 等 价 关 系 “ 有 此 个 公共 字符 ”的 图 。 对 于 


Vv 


k=1 ~5， 确定 等 价 类 的 数目 。 

19. 76 ” 偏 序 的 基数 是 其 有 序 对 的 数目 。 对 于 一 个 n 个 元 素 的 集合 ， 其 子 集 包含 偏 序 的 基数 
是 多 大 ? 

19. 77 说 明 整 数 之 间 的 “一 个 整数 是 另 一 个 整数 的 倍数 ”是 一 个 偏 序 。 


19.5 有 回 无 环 图 


在 这 一 节 中 ， 我 们 考虑 有 向 无 环 图 (DAG) 的 各 种 应 用 。 讨 论 有 向 无 环 图 有 两 个 原因 。 
首先 是 因为 有 向 无 环 图 可 作为 偏 序 的 隐 式 模型 ， 在 很 多 应 用 中 直接 利用 DAG， 且 需要 有 效 
的 算法 对 其 进行 处 理 。 其 次 是 各 种 应 用 使 我 们 可 以 对 DAG 有 深入 的 认识 ， 而 且 理 解 DAG 对 
于 理解 一 般 有 向 图 非常 重要 。 

由 于 DAG 是 一 种 特殊 类 型 的 有 向 图 ， 所 有 DAG- 处 理 的 问题 都 可 以 简单 地 归 约 为 有 向 图 
处 理 问题 。 比 起 处 理 一 般 的 有 向 图 ， 虽 然 希 望 处 理 DAG 更 容易 ， 但 我 们 知道 遇 到 用 DAG 难 
解 的 问题 时 ， 不 能 指望 在 一 般 的 有 向 图 上 求解 同一 个 问题 会 更 好 。 我 们 将 要 看 到 ， 计 算 传 递 
闭 包 的 问题 就 属于 这 类 问题 。 相 反 ， 理 解 处 理 DAG 的 难度 很 重要 ， 因 为 每 个 有 向 图 都 有 一 
个 核心 DAG ( 见 性 质 19.2) ， 因 而 即使 所 处 理 的 有 向 图 不 是 DAG 时 ， 也 会 直到 DAG。 

直接 出 现 DAG 的 原型 应 用 称 为 调度 〈scheduling) 。 一 般 而 言 ， 求 解 调度 问题 必须 在 一 
组 约束 之 下 ， 通 过 指定 何 时 及 如 何 执行 任务 ， 来 安排 完成 一 组 任务 。 约 束 可 能 是 所 需 时 间 的 
函数 或 者 任务 消耗 的 其 他 资源 的 函数 。 最 重要 的 约束 类 型 是 优先 约束 (precedence con- 
straint) ， 指 定 了 某 些 任务 必定 在 其 他 一 些 任务 之 前 执行 。 不 同类 型 的 额外 约束 则 导致 了 很 多 
不 同类 型 的 调度 问题 ， 难 度 也 差别 很 大 。 数 以 千 计 的 不 同 问题 已 经 得 到 了 和 研究。 研究 人 员 仍 
在 寻求 其 中 很 多 问题 的 更 好 的 算法 。 也 许 最 简单 的 非 平凡 调度 问题 阐述 如 下 。 

调度 〈scheduling) ”给 定 要 完成 的 一 组 任务 ， 其 上 的 偏 序 指 定 了 某 些 任 务必 须 在 其 他 
一 些 任务 开始 之 前 完成 。 如 何 调度 任务 从 而 在 保持 偏 序 的 同时 又 能 完成 任务 呢 ? 

这 种 基本 形式 的 调度 问题 称 为 拓扑 排序 (topological sorting) ; 它 并 不 难 解决 。 下 一 节 会 
讨论 解决 这 个 问题 的 两 个 算法 。 在 更 复杂 的 实际 应 用 中 ， 我 们 可 能 需要 增加 如 何 调度 任务 的 
其 他 的 约束 条 件 ， 因 而 问题 变 得 困难 得 多 。 例 如 ,任务 可 能 对 应 着 学 生 课 表 的 课程 ， 指 定 了 
先 修 课 程 的 偏 序 关系 。 拓 扑 排 序 给 出 了 一 种 满足 先 修 课程 要 求 的 可 行 的 课程 调度 ， 但 要 在 此 
模型 中 添加 其 他 约束 可 能 就 不 满足 了 ， 如 课程 冲突 、 选 课 限 制 等 。 另 一 个 例子 ， 任 务 可 能 是 
制造 过 程 的 一 部 分 ， 指 定 了 特定 过 程 顺序 要 求 的 偏 序 关 系 。 拓 扑 排序 给 出 了 一 种 调度 这 些 任 
务 的 方法 ， 但 也 可 能 存在 需要 更 少时 间 、 金 钱 或 模型 中 未 包含 的 其 他 资源 的 另 一 种 调度 方 
式 。 我 们 将 在 第 21 和 22 章 讨 论 能 够 涵盖 更 一 般 情况 的 调度 问题 。 

尽管 与 有 向 图 有 很 多 的 相似 性 , 但 在 实现 DAG 特定 的 算法 时 ,采用 针对 DAG 的 不 同 
ADT 更 为 合适 。 在 这 些 情况 下 ， 我 们 使 用 类 似 程 序 17. 1 的 ADT 接口 ， 用 DAG 替换 掉 所 有 
的 GRAPH。19.6 和 19.7 节 致 力 于 实现 拓扑 排序 的 ADT 函数 (DAGts) 和 DAG 中 的 可 达 性 
的 ADT 函数 (DAGtc 和 DAGreach) ; 程序 19. 13 是 此 ADT 客户 程序 的 一 个 例子 。 

我 们 的 第 一 个 任务 常常 是 检查 一 个 给 定 的 DAG 是 否 不 含有 向 环 。 我 们 在 19. 2 节 已 看 
到 ， 通 过 运行 一 个 标准 的 DFS 并 检查 DFS 森林 不 存在 回 边 ， 可 以 在 线性 时 间 内 检查 一 个 一 
般 有 向 图 是 否 是 一 个 DAG。DAG 图 的 ADT 应 该 包含 一 个 允许 客户 程序 执行 这 种 检查 的 ADT 
函数 ( 见 练习 19. 78)。 

在 某 种 意义 上 ，DAG 半 树 半 图 。 处 理 它们 时 肯定 可 以 利用 其 特殊 结构 。 例 如 ， 如 果 需 
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要 ,几乎 可 以 将 DAG 看 作 一 棵 树 。 以 下 简单 程序 就 像 是 递归 树 遍 历 : 
void traverseR (Dag D， int Ww) 
{ link 七 ; 
visit (WwW); 
for (t = D->adj[w]; t != NULL; t = t->next) 
traverseR(D, t->v); 


} 


”此 程序 的 结果 是 遍历 DAG 中 的 顶点 ， 就 好 像 它 是 
一 棵 根 为 w 的 树 。 例 如 ， 用 这 个 程序 遍历 图 19-18 中 的 
两 个 DAG， 将 会 得 到 一 样 的 结果 。 然 而 ， 我 们 很 少 使 用 
这 样 的 完全 遍历 ， 因 为 我 们 通常 想 要 利用 DAG 中 节省 
空间 的 同样 措施 来 节省 其 遍历 时 间 (例如 ， 在 一 个 常规 
的 DFS 中 ， 对 所 访问 过 的 顶点 进行 标记 ) 。 同 样 的 思想 
应 用 到 搜索 上 (search) ， 只 对 依附 每 个 顶点 的 一 条 链 
接 进 行 递归 调用 。 在 这 样 的 算法 中 ， 搜 索 开销 对 于 DAG 
和 树 是 一 样 的 。 但 DAG 使 用 的 空间 要 少 得 多 。 

因为 DAG 提供 了 一 种 简洁 方法 表示 含有 相同 子 树 的 
树 ， 因 而 在 表示 计算 抽象 时 ， 我 们 常常 使 用 DAC 而 不 是 
树 。 在 算法 设计 的 环境 中 ， 执 行 中 程序 的 DAG 表示 和 树 os 加 
表示 之 间 的 差别 正 是 动态 规划 的 基本 差别 〈 例 如 ， 见 围 “ 轩 29 大波 纳 可 计算 的 DAG 模型 
19-18 和 练习 19. 81) 。DAG 有 广泛 的 应 用 ， 如 在 编译 器 。 算 依 闲 于 它 的 两 个 前 驱 。 下 图 的 DAG 朋 
中 作为 算术 表达 式 和 程序 的 中 间 表 示 (例如 ， 见 图 一 部 分 结 点 显示 了 同样 的 依赖 关系 。 
19-19) ， 以 及 在 电路 设计 系统 中 作为 组 合 电路 的 中 间 表 示 。 

”除了 这 些 应 用 之 外 ， 考 虑 二 叉 树 时 也 有 一 个 重要 的 例子 有 很 多 应 用 。 我 们 可 以 将 对 
DAG 的 同样 的 限制 应 用 到 树 上 来 定义 二 又 树 。 








图 19-19 算术 表达 式 的 DAG 表示 
这 两 个 DAG 都 表示 算术 表达 式 (c* (a+b))-((a+b)*((a+b) +e))。 在 左边 的 二 又 分 析 树 中 ， 叶 结 点 表示 
操作 数 ， 每 个 内 部 结 点 表示 应 用 到 其 两 个 子 树 《 见 图 5. 31 所 表示 表达 式 的 运算 符 。 右 边 的 DAG 是 同一 棵 树 的 更 简 
洁 表 示 。 更 重要 的 是 ， 我 们 可 以 计算 表达 式 的 值 ， 所 用 时 间 与 DAG 的 规模 成 正比 ， 这 要 比 树 的 规模 小 得 多 ( 见 练习 
19. 114 和 19. 115)。 


定义 19.6 一 哥 二 又 树 是 一 个 有 向 无 环 图 ， 每 个 结 点 均 发 出 两 条 边 ， 分 别 标识 为 左边 
和 右边 ， 每 条 边 都 可 能 为 空 ， 或 者 两 者 都 为 空 。 

一 叉 DAG 与 二 叉 树 的 区 别 在 于 ， 在 二 又 DAG 中 ， 指 向 一 个 结 点 的 链接 可 以 不 止 一 条 。 如 
同 对 于 二 又 树 的 定义 ， 这 个 定义 也 建立 了 一 个 自然 的 表示 模型 ， 其 中 每 个 结 点 是 一 个 结构 ， 市 
有 指向 其 他 结 点 〈 或 空 ) 的 左 链接 和 右 链 接 ， 条 件 是 只 有 一 个 全 局 限制 : 不 允许 有 向 环 存 在 。 
二 又 DAG 非常 重要 ， 因 为 它们 为 某 些 应 用 提供 了 二 叉 树 的 一 种 简洁 表示 。 例 如 ， 我 们 可 以 将 
一 个 存在 线索 压缩 为 一 个 二 又 DAG， 而 不 必 改 变 搜 索 实现 ， 如 图 19-20 和 程序 19.5 所 示 。 
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程序 19. 5 用 二 又 DAG 来 表示 一 个 二 又 树 

这 个 递归 程序 是 一 个 后 序 遍 历 ， 通 过 识别 出 公共 子 树 ， 用 来 构造 与 二 又 树 的 结构 ( 见 第 

12 章 ) 所 对 应 的 二 叉 DAG 的 一 个 简洁 表示 。 我 们 使 用 一 个 类 似 程序 17. 10 中 STindex 的 索 
引 范 数 ， 对 其 修改 使 其 接受 整数 而 非 字 符 串 。 对 于 每 个 不 同 的 树 结构 赋 以 一 个 唯一 的 整数 ， 
在 将 DAG 表示 为 一 个 2- 整数 结构 的 数组 时 使 用 ( 见 图 19-20) 。 空 树 (〈 空 链接 ) 赋 以 索引 
0。 单 个 结 点 的 树 (有 两 个 空 链接 的 结 点 ) 赋 以 索引 1， 以 此 类 推 。 
我 们 递归 地 计算 与 每 个 子 树 对 应 的 索引 。 然 后 创建 一 个 关键 字 ， 使 得 具有 相同 子 树 的 任 
何 结 点 都 将 有 相同 的 索引 ， 并 在 填充 DAG 的 边 〈 子 树 ) 链接 之 后 返回 那个 索引 。 


int compressR(link h) 
{ int 1, r, t.; 
it (h == NULL) return 0; 
1 = compressR(h->1); 
r= compressR(h->r); 
t = STindex(l*Vmax + T) ; 
adj[t}.1 = 1; adj[t].r = r; 
return 了 七; 


} 


一 个 等 价 的 应 用 是 将 查看 线索 关键 字 看 作对 应 布尔 
肾 数 真 值 表 中 池 数 为 真 的 某 些 行 ( 见 练习 19.87 ~ 
19. 90)。 二 又 DAG 是 计算 此 晴 数 的 经 济 型 电路 的 一 个 
模型 。 在 这 个 应 用 中 ,二 叉 DAG 被 称 为 二 又 决策 图 
(binary decision diagram ) 。 

由 于 这 些 应 用 的 驱动 ， 我 们 在 以 下 两 节 转 向 DAG 处 
理 算法 的 研究 。 不 仅 这 些 算法 可 以 得 到 高 效 且 有 用 的 
DAG 的 ADT 函数 实现 ， 而 且 它 们 还 提供 了 对 于 处 理 有 
向 图 的 深刻 认识 。 我 们 将 会 看 到 ， 即 使 是 DAG 看 上 去 比 
一 般 有 向 图 具有 更 简单 的 结构 ， 但 是 对 于 某 些 基本 问题 
的 解决 并 不 会 容易 多 少 。 
练习 

> 19. 78 ”定义 一 个 适合 于 处 理 DAG 的 ADT 接口 ， 并 构建 
邻接 表 及 邻接 矩阵 实现 。 其 中 包含 一 个 ADT 哨 数 ， 用 于 
验证 DAG 中 不 存在 环 。 使 用 DFS 实现 。 

o 19.79 通过 产生 随机 图 ， 编 写 一 个 产生 随机 DAG 的 程 
序 ， 从 一 个 随机 起 点 开始 执行 DFS， 并 去 掉 回 边 〈 见 练 
习 19. 41 ) 。 给 定 了 ， 进 行 实验 来 确定 在 程序 中 如 何 设置 
参数 使 得 DAG 有 五 条 边 。 

> 19. 80 对 于 玉 ， 第 V 个 斐 波 纳 契 数 ， 对 应 于 图 19-18 
的 树 和 DAG 中 有 和 多少 结 点 ? 

19. 81 对 于 第 5 章 中 的 背包 模型 ( 见 图 5-17)， 给 出 对 
应 于 动态 规划 示例 的 DAG。 | 
o 19. 82 ”为 二 又 DAG 开发 一 个 ADT。 
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图 19-20 ”二叉树 压缩 

左下 图 的 9 对 整数 表 是 一 个 二 叉 
DAG ( 右 下 图 ) 的 简洁 表示 ， 而 该 二 又 
DAG 是 上 图 的 二 丸 树 结构 的 一 种 压缩 版 
本 。 结 点 标记 并 没有 显 式 存储 在 数据 结 
构 中 : 这 个 表 表 示 了 18 条 边 ， 分 别 为 
1-0、1-0、2-1、2-1、3-1、3-2 等 ， 且 从 
每 个 结 点 出 发 都 指派 了 一 条 左边 和 一 条 
右边 〔〈 像 二 叉 树 那样 ) ， 将 每 条 边 的 源 点 
隐 式 地 保存 在 表 的 索引 中 。 

只 依靠 树 形 状 的 算法 对 于 DAG 也 能 
高 效 地 工作 。 例 如 ,假设 该 树 是 一 个 存 
在 线索 ， 其 二 又 关键 字 对 应 叶 结 点 ， 因 
而 它 表 示 关 和 键 字 0000、0001、0010、 
0110、1100 和 1101。 在 线索 中 对 于 关键 
字 1101 的 成 功 查 找 是 向 右 移 、 右 移 、 左 
移 和 右 移 ， 到 一 个 叶 结 点 结束 。 在 DAG 
中 ， 同 样 的 查找 是 从 9 走 到 8、 到 7， 再 
到 2， 最 后 到 1。 
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s 19. 83 每 个 DAG 都 能 表示 为 一 个 二 又 DAG ( 见 性 质 5.4) 吗 ? 

2 19. 84 编号 一 个 函数 ， 对 单 源 点 二 又 DAG 执行 中 序 人 遍历。 也 就 是 说 ， 该 函数 应 该 访问 经 
由 左边 可 达 的 所 有 顶点 ,然后 访问 源 点 ， 再 访问 经 由 右边 可 达 的 所 有 顶点 。 

>19.85 按照 图 19-20 中 的 风格 ， 对 于 关键 字 01001010 10010101 00100001 11101100 
0101000100100001 00000111 01010011 ， 给 出 存在 线索 和 对 应 的 二 又 DAG 。 
19. 86 实现 基于 由 一 组 32 位 关键 字 构 建 存 在 线索 的 一 个 ADT， 将 它 压 缩 为 一 个 二 又 DAG，。 
然后 使 用 该 数据 结构 来 支持 存在 性 查询 。 

co 19.87 画 出 4 个 变量 的 奇偶 效 验 真 值 表 的 BDD， 其 值 为 1， 当 和 且 仅 当 值 为 1 的 变量 的 个 数 
为 奇数 。 
19. 88 编写 一 个 取 2 "位 真 值 表 作为 参数 的 函数 ， 并 返回 对 应 的 BDD。 例 如 ， 给 定 输入 
1110001000001100 ， 你 的 程序 应 该 返回 图 19-20 中 的 二 又 DAG 的 一 个 表示 。 
19. 89 ”编写 一 个 取 2 “位 真 值 表 作 为 参数 的 函数 ， 计 算出 其 参数 变量 的 每 种 排列 ， 并 使 用 练 
习 的 19. 88 中 的 解决 方案 ， 找 出 导致 最 小 BDD 的 那个 排列 。 

e 19. 90 ”对 于 不 论 是 标准 还 是 随机 产生 的 各 种 布尔 函数 ， 进 行 实 验 研 究 来 确定 练习 19. 90 中 
策略 的 有 效 性 。 z 
19. 91 编写 一 个 类 似 程序 19. 5 的 程序 ， 支 持 公 共 子 表达 式 的 删除 : 给 定 一 棵 表示 算术 表 
达 式 的 二 叉 树 ， 计 算出 一 个 表示 同一 表达 式 的 二 叉 ADT， 其 中 公共 子 表达 式 已 删除 。 

219.92 夯 出 2 个 、 3 个 、 4 个 、5 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 DAG。 

ee 19.93 有 和 多少 个 不 同 的 包含 V 个 顶点 和 EE 条 边 的 DAG? 
eee 19. 94 如 打 仅 当 两 个 DAG 是 非 同 构 时 才 认 为 它们 不 相 

同 ， 那 么 有 和 多少 个 包含 V 个 顶点 和 EE 条 边 的 不 同 的 DAG? 


19.6 拓扑 排序 


拓扑 排序 的 目标 是 能 够 处 理 一 个 DAG 中 的 顶点 ， 从 
而 使 每 个 项 点 在 其 指向 的 所 有 顶点 之 前 得 到 处 理 。 有 两 种 
自然 的 方式 来 定义 这 个 基本 的 操作 ; 它们 本 质 上 是 等 价 
的 。 两 个 任务 都 调用 0 ~V-1 的 一 个 排列 ， 通 常 放 在 顶点 
索引 的 数组 中 。 

拓扑 排序 (重新 编号 ) 给 定 一 个 DAG， 对 其 顶点 . 
重新 编号 ， 使 得 每 条 有 癌 边 从 编号 小 的 顶点 指向 编号 大 的 
顶点 ( 见 图 19-21)。 

拓扑 排序 (重新 排列 ) 给 定 一 个 DAG, 在 水 平 线 





上 对 其 顶点 重新 排列 ， 使 得 所 有 有 向 边 都 从 左 指向 右 ( 见 012345678910112 
图 19-22 )。 teTz io 1 2 3 7 8 6 5 4 9 101112 

如 图 19-22 所 指示 的 ， 很 容易 确立 重新 编号 与 重新 排 ” 图 19-21 拓扑 排序 《重新 编号 ) 
列 是 互 逆 的 : 给 定 一 个 重新 排列 ， 可 以 通过 对 表 中 的 第 一 给 定 任意 DAG (上 图 )， 拓 扑 排 


序 使 我 们 可 对 顶点 重新 编号 ， 使 得 每 
个 顶点 指定 标号 0， 表 中 的 第 二 个 顶点 指定 标号 1， 等 等 ， 条 边 从 编号 小 的 顶点 指向 编号 大 的 顶 
来 得 到 一 个 重新 编号 。 例 如 ， 如 果 数 组 ts 中 的 顶点 都 是 拓 点 (下 图 )。 在 此 例 中 ， 对 顶点 4、5、 
, 、 7 和 8 分 别 重新 编号 为 7、8、5 和 4， 
7 和 _. 
扑 有 序 的 ， 那 么 循环 在 顶点 索引 的 数组 tsl 中 定义 了 一 种 如 教 组 tsl 中 所 示 。 有 多 种 可 能 的 标号 
重新 编号 。 z 都 可 以 达到 想 要 的 结果 。 
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2345567 8 9101112 
“| 12387 6 .45 929101112 
tsT|lo0 123786 5 4 3 101112 
图 19-22 拓扑 排序 〈 重 新 排列 ) 
此 图 显示 了 对 于 图 19-21 进行 拓扑 排序 的 另 一 种 方法 。 在 此 指定 了 一 种 重新 对 顶点 排列 的 方法 。 而 不 是 对 其 重新 


编号 。 将 顶点 按照 数组 ts 中 指定 的 顺序 从 左 到 右 放 置 ， 就 得 到 所 有 有 向 边 都 从 左 指向 右 。 排 列 ts 的 逆 为 ttI， 指 定 了 图 
19-21 中 所 描述 的 重新 编号 。 


for (i = 0; i < VV; i++) tsIfts[i]]j = i: 


相反 ， 如 果 数 组 tsI 是 重新 编号 的 ， 那 么 可 由 循环 得 到 重新 排列 。 
for (i = 0; i < V; i++) ts[tsI[i]] = i; 
它 将 标号 为 0 的 项 点 先 放 在 表 中 ， 再 将 标号 为 1 的 顶点 放 信 表 中 ， 二。 我 们 最 沉 使 用 的 不 


语 拓扑 排序 (topological sort) 是 指 问题 的 重新 排列 。 
一 般 而 言 ， 由 拓扑 排序 所 产生 的 项 点 顺序 不 是 唯一 的 。 例 如 ， 


8 7 0 1 2 3 6 4 9 10 11 12 5 
0 1 2 3 8 6 4 9 10 11 12 5 7 
0 2 3 8 6 4 7 5 9 10 1 11 12 
8 0 7 6 2 3 4 9 5 1 11 12 10 


都 是 图 19-6 中 示例 DAG 的 拓扑 排序 (还 有 很 多 其 他 方式 ) 。 在 调度 应 用 问题 中 ， 只 要 一 个 
任务 对 于 另 一 个 任务 没有 直接 或 间接 的 依赖 关系 ， 就 会 出 现 这 种 情况 。 因 此 它们 执行 的 顺序 
可 前 可 后 〈 甚 或 并 行 执行 ) 。 可 能 的 调度 数目 与 这 种 成 对 的 任务 数 成 指数 增长 。 

我 们 已 经 提 到 ， 有 时 将 有 向 图 中 的 边 解释 为 男 一 种 方式 是 很 有 用 的 : 我 们 称 一 条 边 由 
指向 :， 含义 是 顶点 “依赖 于 ”顶点 1。 例 如， 顶点 可 以 表示 一 本 书 中 所 定义 的 术语 ， 如 果 
* 的 定义 使 用 了 上， 则 从 * 到 :有 一 条 边 。 在 这 种 情况 下 ， 找 出 一 种 顺序 ， 使 得 每 个 术语 在 另 

一 个 定义 中 使 用 之 前 得 到 定义 。 使 用 这 个 顺序 ， 对 应 于 将 顶点 排列 在 一 条 线 上 ， 使 得 边 都 从 
右 指 向 左 ， 即 北 拓 扑 排序 (reverse topological sorting)。 图 19- 23 说 明了 示例 DAG 的 一 -种 逆 折 
扑 排序 。 

现在 ， 可 以 看 出 我 们 已 经 见 过 逆 拓 扑 排序 的 算法 ; 就 是 标准 的 递归 DFS。 在 输入 图 是 一 
个 DAG 时 ,后 序 编号 (postorder numbering) 将 顶点 按照 道 拓扑 排序 排列 。 也 就 是 说 ， 我 们 
对 每 个 顶点 编号 作为 递归 DFS 函数 的 最 终 行为 。 就 像 在 程序 19. 2 中 DFS 实现 中 的 post 数组 
一 样 。 如 图 19-24 所 示 ， 使 用 这 个 编号 等 同 于 对 DFS 森林 中 的 结 点 按照 后 序 遍 历 的 顺序 进行 
编号 。 按 照 其 后 序 编号 的 顺序 ， 取出 此 例 中 的 顶点 ， 就 得 到 图 19-23 中 的 顶点 编号 ， 即 DAG 
的 一 个 逆 拓 扑 排 序 。 

性 质 19. 11 DFS 中 的 后 序 编号 能 得 出 任何 DAG 的 一 个 北 拓 扑 排序 。 

证 明 ”假设 s 和 + 是 满足 以 下 条 件 的 两 个 顶点 : 即使 图 中 存在 一 条 有 向 边 s-:，s 在 后 序 
编号 中 也 先 于 1 出现 。 由 于 在 赋 以 s 编号 时 就 完成 了 对 * 的 递归 DFS， 特 别 是 ， 检 查 了 边 s-i。 
但 如 果 s-t 是 一 个 树 边 、 下 边 或 交叉 边 ， 则 对 i 的 递归 DFS 也 会 完成 ， 而 上 会 有 一 个 更 小 的 编 
号 ; 然而 ，s- 不 能 是 一 条 回 边 ， 因 为 这 会 邯 含 着 一 个 环 。 此 矛盾 蕴含 着 边 -i 不 存在 。 “” 国 
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| 图 19-23 逆 拓 扑 排序 
在 这 个 示例 有 向 图 的 送 拓 扑 排序 中 ， 边 都 从 右 指向 左 。 通 过 逆 排 列 tsl 指定 的 顶点 编号 ， 就 得 到 一 个 图 ， 图 中 的 每 
条 边 都 从 一 个 编号 大 的 顶点 指向 一 个 编号 小 的 顶点 。 
因此 ， 我 们 可 以 很 容易 地 对 标准 DFS 进行 调整 以 进行 © (NG 
= -I -YE 
拓扑 排序 ， 如 程序 19. 6 所 示 。 取 决 于 应 用 问题 ,我 们 希望 ”一 A 人 mw 中 


将 拓扑 排序 的 一 个 ADT 函数 封装 起 来 ， 用 后 序 编号 填充 客 0 
户 提供 的 顶点 索引 数组 ， 或 者 希望 返回 那个 排列 的 道 , 其 /NT 


顶点 索引 是 按照 拓扑 排序 的 顺序 。 无 论 哪 种 情况 ， 我 们 都 下 
希望 进行 前 向 拓扑 排序 或 道 拓扑 排序 ， 总 共 需 要 处 理 四 种 Q3 


9 2 23456 7 8 3101112 


不 同情 况 。 EE ye 人生 
总 的 说 来 ， 拓 扑 排序 和 逆 拓 扑 排 序 之 间 的 差别 并 不 是 图 19.24 DAG 的 DFS 森林 
关键 的 。 如 果 想 使 它 产 生 一 种 正常 的 拓扑 排序 ， 至 少 有 三 ee 
种 方式 来 修改 有 后 序 编号 的 DFS 就 可 做 到 。 (指向 有 较 大 后 序 编号 的 结 点 的 边 ) ， 

。 在 给 定 DAG 的 逆 图 上 进行 逆 拓 扑 排序 。 a ee A rae Wl 


对 于 图 19-21 中 的 DAG， 此 DEFS 森 

。 不 是 用 它 作为 后 序 编号 的 一 个 索引 ， 将 顶点 编号 压 宁 中 的 非 树 边 要 委 是 下 边 〈 有 阴影 

人 栈 中 作为 递归 过 程 的 最 后 行为 。 而 是 在 搜索 完成 | 
-一 人 9 方 结 上 总) 

之 后 ， 从 栈 中 将 栈 顶 元 素 弹 出 。 它 们 按照 拓扑 排序 人 

的 顺序 离开 堆栈 。 扑 排 序 〔 见 图 19-23) ， 如 下 图 所 示 。 


。 按照 道 序 对 顶点 编号 (从 了 -1 开始 ， 并 递减 至 0)。 
如 果 需 要 ， 可 计算 顶点 编号 的 逆 来 得 到 拓扑 排序 。 
这 些 改变 可 以 得 到 一 个 正确 的 拓扑 排序 的 证 明 留 作 练习 由 你 来 完成 〈 见 练习 19. 99 ) 。 


程序 19.6 ” 逆 拓 扑 排序 (邻接 表 ) 


此 版 本 的 DFS 返回 一 个 数组 ， 包 含 DAG 的 一 个 顶点 索引 ， 使 得 每 条 边 的 源 点 出 现在 目 
的 顶点 的 右边 〈 道 拓扑 排序 ) 。 例 如 ， 将 TSdfsR 的 最 后 一 行 与 程序 19.2 的 dfsR 的 最 后 一 行 
进行 比较 ， 对 于 理解 后 序 编号 排列 的 逆 图 计算 非常 有 益 。 


static int cnto; 
static int Pre[maxV] ; ， 
void DAGts(Dag D, int ts []) 
{int vy; 
cntub = 0; 
for (v = 0; Vv < D->V; v++) 
{ ts{v] = -1; prefv] = -1; } 
for (V = 0; v < D->V; V++) 
if (pre[vj == -1) TSdfsR(D, v, ts8); 
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} 
void TSdfsR(Dag D, int v, int ts{]) 


{ link t; 
Pre[v] = 0; 
for {t = D->adj[v]j; t != NULL; t = t->next) 
if (pre[t->v] == ~1) TSdfsR(D, t->v, ts); 


ts[cntO++] = Vi 


3 


对 于 稀 玖 图 (用 邻接 表 表 示 ) ， 要 实现 上 一 段 中 所 列 出 的 第 一 种 方式 ， 我 们 需要 使 用 
程序 19. 1 来 计算 逆 图 。 这 样 做 将 使 空间 使 用 加 倍 ， 对 于 大 型 图 将 变 成 难以 承受 。 对 于 称 
密 图 (邻接 矩阵 表示 ) ， 如 在 19. 1 节 中 所 指出 的 ， 可 以 在 道 图 上 执行 DFS， 在 引用 和 矩阵 
元 素 时 ， 不 使 用 任何 额外 空间 或 者 做 额外 的 工作 ， 只 需 进 行 简单 的 行列 交换 即 可 ， 如 程 
序 19.7 所 示 。 

接 下 来 ， 我 们 考虑 另 一 种 经 典 的 拓扑 排序 方法 ， 它 更 像 是 广度 优先 搜索 (BFS) ( 见 
18.7 节 )。 它 是 基于 DAG 的 以 下 性 质 。 

性 质 19. 12 每 个 DAG 至 少 有 一 个 源 点 和 一 个 汇 点 。 

证 明 ”假设 存在 一 个 DAG 没有 汇 点 。 因 此 ， 从 任何 顶点 开始 ， 只 要 沿 着 从 那个 顶点 到 
其 他 顶点 的 任何 一 条 边 (由 于 没有 汇 点 ， 至 少 会 有 一 条 边 ) ， 就 可 以 构建 一 条 任意 长 的 有 向 
路 径 ， 然 后 ， 沿 着 由 该 顶点 发 出 的 另 一 条 边 ， 如 此 继续 。 但 一 旦 我 们 有 了 V+1 个 顶点 ， 由 
铝 巢 原理 ， 必 定 得 到 一 个 有 向 环 ( 见 性 质 19. 6) ， 这 与 假设 我 们 有 一 个 DAG 相 牙 盾 。 因 此 ， 
每 个 DAG 至 少 有 一 个 汇 点 。 由 此 可 得 每 个 DAG 也 至 少 有 一 个 源 点 : 其 逆 图 的 汇 点 。 加 


程序 19.7 拓扑 排序 (邻接 和 矩阵) 


此 邻接 数组 的 DFS 计算 一 个 拓扑 排序 (不 是 逆 拓 扑 排 序 ) ， 因 为 用 al wj][v] 替换 掉 在 
DFS 中 的 引用 a[L vjLwj]， 就 变 成 处 理 道 图 ( 见 正 文 )。 
void TSefsR(Dag D, int v, int ts[]) 
{ int w; 
pre[vj = 0; 
for (w= 0; Ww < D->Vi w++) 
if (D->adj[w] [tv] != 0) 
if (pre[w] == -1) TSdfsR(D, w, ts); 
ts[cntO++] = Yi 


} 


由 此 性 质 ， 我 们 可 以 导出 一 个 (重新 编号 ) 的 拓扑 排序 算法 : 使 用 最 小 未 用 标号 对 源 
点 编号 ， 然 后 删除 该 源 点 ， 使 用 同样 算法 对 DAG 其 余 项 点 进行 编号 。 图 19-25 是 该 算法 在 
示例 DAG 上 操作 的 轨迹 。 

有 效 地 实现 这 个 算法 是 数据 结构 设计 中 一 一 个 经 典 的 练习 ( 见 第 5 部 分 参考 文献 ) 。 首 
先 ， 可 能 有 很 多 源 点 ， 因 而 我 们 只 需 用 一 个 队列 记录 这 些 源 点 (可 以 是 任意 广义 队列 )。 第 
二 ,在 删除 一 个 源 点 之 后 ， 还 要 识别 出 DAG 中 其 余 的 源 点 。 我 们 用 一 个 顶点 索引 的 数组 记 
录 每 个 顶点 的 入 度 ， 来 完成 这 项 任务 。 入 度 为 0 的 顶点 是 源 点 ， 因 而 我 们 可 以 对 DAG 进行 
一 遍 扫 描 来 初始 化 这 个 队列 (使 用 DFS 或 其 他 检查 所 有 边 的 方法 ) 。 然 后 ， 我 们 进行 如 下 操 
作 ， 直 到 源 点 队列 为 空 : : 

。 从 该 队列 中 删除 一 个 源 点 ， 并 对 它 进行 标号 。 
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图 19-25 通过 删除 源 点 对 一 个 DAG 进行 拓扑 排序 
因为 0 在 这 个 示例 图 (左上 图 ) 中 是 一 个 源 点 (没有 边 指 向 它 )， 因 而 它 可 首先 出 现在 拓扑 排序 中 。 如 果 我 们 删 
除 0 (及 由 它 指向 其 他 顶点 的 所 有 边 ) ， 那 么 1 和 2 成 为 结果 DAG 中 的 源 点 〈 左 列 ， 从 上 数 第 二 个 图 ) ， 热 后 使 用 同一 
方法 进行 拓扑 排序 。 此 图 描述 了 程序 19, 8 的 操作 过 程 ， 使 用 FIFO 机 制 从 这 些 源 点 (每 个 图 中 有 阴影 的 结 点 ) 中 选择 
一 个 源 点 ， 虽 然 每 一 步 中 任何 源 点 都 可 能 被 选 。 由 图 19-26 可 知 ， 数 据 结 构 中 的 内 容 控制 着 算法 所 做 的 特定 选择 。 这 
里 所 示 的 拓扑 排序 结果 的 结 点 顺序 为 082173654911 1012。 
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。 将 人 度数 组 中 与 被 删除 顶点 相应 每 条 边 的 目的 顶点 对 应 的 元 素 减 1。 
。 如 果 减 小 任何 元 素 使 它 变 为 0， 则 将 对 应 顶点 插入 到 源 队 列 中 。 
程序 19. 8 是 使 用 FIFO 队列 的 该 方法 一 种 实现 ， 图 19-26 说 明了 在 示例 DAG 上 操作 的 


过 程 ， 它 提供 了 图 19-25 中 示例 的 动态 行为 的 细节 。 

当 DAG 中 的 每 个 顶点 都 被 标号 后 ， 源 点 队列 才 为 
空 。 因 为 由 尚未 标号 的 顶点 所 导出 的 子 图 是 一 个 DAC， 
且 每 个 DAG 至 少 有 一 个 源 点 。 实 际 上 上， 我们 可 以 使 用 此 
算法 来 检查 一 个 图 是 否 是 一 个 DAG， 即 如 果 在 所 有 顶点 
被 标号 之 前 源 点 队列 变 空 ， 必 定 可 以 推出 由 尚未 标号 的 
顶点 所 导出 的 子 图 中 存在 一 个 环 ( 见 练习 19. 106)。 

按照 拓扑 排序 的 顺序 来 处 理 顶 点 是 处 理 DAG 的 一 种 
基本 技术 。 一 个 经 典 例子 就 是 找 出 DAG 中 最 长 路 径 的 长 
度 。 考 虑 按照 逆 拓 扑 排 序 排列 的 项 点， 由 各 顶点 v 出 发 
的 最 长 路 径 的 长 度 很 容易 计算 : 对 于 从 v 仅 由 一 条 边 可 
达 的 各 个 顶点 ， 在 由 这 些 顶 点 出 发 的 最 长 路 径 长 度 中 取 
最 大 值 ， 再 加 1 即 为 从 ”出 发 的 最 长 路 径 长 度 。 拓 扑 排序 


可 以 确保 处 理 v 时 所 有 这 些 路 径 长 度 均 为 已 知 ， 而 且 此 


后 不 会 再 找到 由 ”出 发 的 任何 其 他 路 径 。 例 如 ， 对 图 
19-23 所 示 的 逆 拓 扑 排序 顺序 进行 从 左 到 右 的 扫描 ， 可 以 


很 快 计 算出 图 19-21 示例 图 中 由 每 个 顶点 出 发 的 最 长 路 


径 长 度 的 表 。 

站 人 

0 0 1 0 2.344506 5 6 

例如 ，6 对 应 于 0 (从 右 数 第 三 列 ) 表示 存在 一 条 从 
0 开始 的 长 度 为 6 的 路 径 ， 因 为 存在 边 0-2， 此 前 找到 的 
从 2 出 发 的 最 长 路 径 长 度 为 5， 而 且 从 0 出 发 的 任何 其 他 
边 都 不 能 指向 一 个 导致 更 长 路 径 的 项 点 。 
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图 19-26 入 度 表 和 队列 中 的 内 容 

该 序列 描述 了 程序 19.8 在 对 应 图 
19-25 的 示例 DAG 上 执行 程序 19.8 的 
过 程 中 ， 入 度 表 (左边) 和 源 点 队列 
《右边 ) 中 的 内 容 。 在 给 定 的 任何 时 间 
点 ， 源 点 队列 包含 入 度 为 0 的 顶点 。 从 
上 向 下 读 取 ， 我 们 从 源 点 队列 中 删除 最 
左边 的 结 点 ， 并 使 离开 该 结 点 的 每 条 边 
所 对 应 的 结 点 的 度 减 小 1， 同 时 将 所 对 
应 元 素 变 为 0 的 顶点 添加 到 源 点 队列 
中 。 倒 如 ， 表 的 第 二 行 反映 了 从 源 点 队 
列 中 删除 0 后 的 结果 ， 然 后 (由 于 
DAG 含有 边 0.1、0-2、0-3、0-5 和 
0-6) 使 对 应 1、2、3、5 和 6 的 入 度 元 
素 值 减 1， 并 和 将 2 和 1 添加 到 源 点 队列 
中 (由 于 减 1 后 使 得 它们 的 入 度 元 素 值 


为 0)。 从 上 到 下 读 取 源 点 队列 中 的 最 


左边 元 素 就 得 到 此 图 的 拓扑 排序 。 


只 要 在 应 用 中 使 用 拓扑 排序 ， 我 们 在 开发 实现 时 都 有 几 种 选择 : 


。 在 一 个 DAG 的 ADT 中 使 用 DAGts， 
。 在 一 个 DFS es 点 。 


然后 通过 它 计 算出 的 数组 来 处 理 顶 点 。 


a DAG i 而 且 需 要 了 解 重要 的 一 点 : 这 些 方法 
都 是 等 价 的 。 在 练习 19. 113 和 19. 116 以 及 第 19.7 和 21.4 他 中 ， 我 们 将 考虑 拓扑 排序 的 其 
他 应 用 。 


J 程序 19. 8 ”基于 源 点 队列 的 拓扑 排序 

此 实现 维持 一 个 源 点 队列 ， 并 使 用 一 个 表 来 记录 尚未 从 队列 中 删除 的 顶点 所 导出 的 
DAG 中 每 个 顶点 的 人 度 。 在 从 队列 中 删除 一 个 源 点 时 ， 就 使 其 邻接 表 中 每 个 顶点 所 对 应 的 
入 度 元 素 值 减 1 (并 将 元 素 值 变 为 0 的 任何 顶 项 点 插入 到 队列 中 )。 顶 点 按照 拓扑 排序 的 顺序 
出 队 。 
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#include "QUEUE.h" 
static int in[maxV] ， 
void DAGts (Dag D, int ts[]) 
{ int i, v; link t; 
for (v = 0; v < D->V: vi++) 
{ in[lv] = 0; ts[v] = -1; } 
for:(v = 0; Vv < DD->Y: v++) 
for (t = D->adj[v]; t != NULL; t = t->next) 
in[t->v]++: . 
QUEUEinit (D->V) ; 
for (v = 0; Vv < D->V: v++) 
if (in[v] == 0) QUEUEput (Vv); 
for (i = 0; IQUEUEempty(); i++) 
ts[ij = (v = QUEUEget()); | 
for (t = D->adj[v]; t != NULL; 七 = t->next) 
if (--in[t->v] == 0) QUEUEPut(t->v) ; 
了 . 





练习 

> 19. 95 在 练习 19.78 的 DAG 的 ADT 中 添加 一 个 拓扑 排序 函数 ， 再 添加 一 个 函数 ， 用 于 检 
查 给 定 的 DAG 顶点 的 排列 是 否 是 此 DAG 的 一 个 拓扑 排序 。 
19. 96 ”对 于 图 19-6 描述 的 DAG， 有 和 多少 种 不 同 的 拓扑 排序 ? 

> 19. 97 给 出 由 在 以 下 DAG 上 执行 标准 邻接 表 DFS ( 生 后 序 编 号 ) 所 得 的 DFS 森林 和 道 拓 
扑 排 序 。 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 4-3 2-3 


o 19. 98 ”给 出 由 在 以 下 DAG 上 执行 标准 邻接 表 表 示 所 得 的 DFS 森林 和 拓扑 排序 。 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 4-3 2-3 


。 19.99 为 了 能 够 计算 出 拓扑 排序 而 不 是 逆 拓 扑 排序 ， 对 于 用 局 序 编号 的 DFS， 正 文中 给 出 
了 三 条 修改 建议 ,证 明 其 中 每 个 建议 的 正确 性 。 

> 19. 100 ”给 出 在 以 下 DAG 上 执行 带 有 隐 式 转 置 的 标准 邻接 矩阵 DFS ( 且 后 序 编 号 ) 所 得 的 
DFS 森林 和 拓扑 排序 ( 见 程 序 19.7) 。 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 4-3 2-3 


。19. 101 给 定 一 个 DAG， 无论 如 何 选择 与 每 个 顶点 所 邻接 顶点 的 顺序 ， 都 存在 不 能 由 应 
基于 DFS 的 算法 而 得 的 拓扑 排序 中? 证 明 你 的 结论 。 

> 19. 102 ”按照 图 19-26 的 样式 ， 显示 对 DAG 进行 拓扑 排序 的 过 程 ， 使 用 源 点 队列 算法 ( 程 
序 19.8)。 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 4-3 2-3 


> 19. 103 如 果 在 图 19-25 中 描述 的 示例 所 使 用 的 数据 结构 是 栈 而 不 是 队列 ， 给 出 拓扑 排序 
的 结果 。 四 

e 19. 104 给 定 一 个 DAC, 无 t g 使 用 何 和 队列 都 存在 不 能 由 应 应 用 滨 点 队列 的 算法 而 得 的 拓 
扑 排序 吗 ? 证 明 你 的 结论 。 
19. 105 使 用 广义 队列 修改 源 点 队列 的 拓扑 排序 主 算 法 。 分 别针 对 LIFO 队列 、 栈 和 随机 队列 


124 。 湛 五 部 分 套 第 渤 


使 用 修改 过 的 算法 。 


> 19. 106 使 用 程序 19. 8 为 ADT 函数 提供 一 个 实现 ， 用 于 验证 DAG 中 不 存在 环 ( 见 练习 


19. 78)。 


0 19. 107 ”将 源 点 队列 的 拓扑 排序 算法 变 成 用 于 逆 拓 扑 排序 的 汇 点 队列 算法 。 


Vv 


O 


心 


O 


19. 108 ”对 于 给 定 的 DAG， 编写 一 个 产生 其 所 有 可 能 拓扑 排序 顺序 的 程序 ， 或 者 如 果 其 个 
数 超过 某 个 作为 参量 的 界限 ， 则 打印 出 这 个 数 。 

19. 109 编写 一 个 将 V 个 顶点 、E 条 边 的 有 向 图 转换 成 DAG 的 程序 ， 可 以 通过 执行 基于 
DFS 拓扑 排序 ， 并 改变 所 遇 到 的 回 边 的 方向 来 完成 。 证 明 这 种 策略 总 是 能 产生 一 个 DAG。 
19. 110 ”编写 一 个 程序 ， 使 得 产生 有 VV 个 顶点 、E 条 边 的 每 个 DAG 是 等 概率 的 〈 见 练习 
17. 69 ) 。 

19. 111 给 出 一 个 DAG 的 顶点 只 可 能 有 一 种 拓扑 排序 的 充分 必要 条 件 。 

19. 112 ”进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 DAG ( 见 练习 19.2、19. 79 、19. 109 和 19. 110) ， 
对 本 节 中 给 出 的 拓扑 排序 算法 进行 比较 。 并 像 练 习 19. 11 (针对 低 密度 图 ) 和 19. 12 (针对 
高 密度 图 ) 中 所 述 测试 你 的 程序 。 

19. 113 修改 程序 19. 8 ， 使 得 它 能 计算 从 DAG 中 的 任何 源 点 到 其 他 顶点 的 不 同 简单 路 径 的 
数目 。 

19. 114 ”编写 一 个 程序 得 出 表示 算术 表达 式 〈 见 图 19-19) 的 DAG。 使 用 邻接 表 图 ADT， 
对 它 进行 扩展 使 其 包含 对 应 顶点 的 double 类 型 (来 存放 其 值 ) 。 假 设 与 叶 结 点 对 应 的 值 已 经 
确定 。 

19. 115 描述 一 组 算术 表达 式 ， 具 有 性 质 : 表达 式 树 的 规模 比 对 应 的 DAG 的 规模 大 指数 级 
(从 而 练习 19. 114 中 的 程序 对 应 DAG 的 运行 时 间 与 对 应 此 树 运行 时 间 的 对 数 成 正比 )。 

19. 116 编写 一 个 找 出 DAG 中 的 最 长 简单 有 向 路 径 的 程序 ， 所 需 时 间 与 了 成 正比 。 使 用 你 
的 程序 实现 一 个 ADT 函数 ， 用 于 找 出 一 个 给 定 DAG 中 的 哈密 顿 回路 (如果 存在 的 话 ) 。 


19.7 有 向 无 环 图 中 的 可 达 性 


最 后 我 们 研究 计算 DAG 的 传递 闭 包 的 问题 。 是 否 能 够 为 DAG 开发 一 个 算法 ， 使 之 比 
19. 3 中 为 一 般 有 向 图 开发 的 算法 更 高 效 ? 

拓扑 排序 中 的 任何 方法 都 可 用 作 DAG 传递 闭 包 算法 的 基础 ， 如 下 : 继续 以 逆 拓 上 扑 排序 
的 顺序 处 理 顶 点 ， 对 于 每 个 顶点 ， 由 对 应 于 其 邻接 项 点 的 行 计算 出 它 的 可 达 性 向 量 。 首 拓扑 
排序 保证 所 有 这 些 行 都 已 经 被 计算 过 。 总 而 言 之 ， 我 们 要 检查 该 向 量 的 了 个 元 素 中 的 每 个 元 
素 ， 对 应 着 五 条 边 的 每 个 目的 顶点 。 总 运行 时 间 与 VE 成 正比 。 虽 然 它 易于 实现 ， 但 较 之 于 
一 般 有 向 图 ， 这 种 针对 DAG 的 方法 不 会 更 高 效 。 

在 使 用 一 个 标准 的 DFS 进行 拓扑 排序 时 ( 见 程序 19.7) ， 对 于 某 些 DAG 而 言 ， 可 以 改 
进 其 性 能 ， 如 程序 19. 9 所 示 。 因 为 在 DAG 中 不 存在 环 ， 因 而 在 任何 DFS 中 也 没有 回 边 。 更 
重要 的 是 ， 交 叉 边 和 下 边 都 指向 DFS 已 经 完成 的 结 点 。 利 用 这 一 点 ， 开 发 一 个 计算 由 给 定 
起 始 顶 点 可 达 的 所 有 顶点 的 递归 函数 ,但 是 (DFS 中 就 是 这 样 ) 我 们 对 可 达 和 集合 中 已 经 计 
算 的 那些 顶点 并 不 做 递归 调用 。 在 这 种 情况 下 ， 可 达 顶 点 被 表示 为 传递 闭 包 中 的 一 行 ， 而 且 
递归 函数 要 对 与 其 邻接 边 相 关 的 所 有 行 完 成 逻辑 或 操作 。 对 于 树 边 ， 进 行 递归 调用 来 计算 那 
一 行 ， 对 于 交叉 边 ， 则 可 以 跳 过 递归 调用 ， 因 为 我 们 知道 那 一 行 已 经 由 前 一 个 递归 调用 计算 
得 出 ; 对 于 下 边 ， 则 可 以 跳 过 整个 计算 ， 因 为 增加 的 任何 可 达 顶 点 都 已 经 在 目的 顶点 的 可 达 
集合 中 计算 得 出 (在 DFS 树 的 更 低位 置 且 更 早出 现 ) 。 
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使 用 这 种 版 本 的 DFS 可 以 表述 为 使 用 动态 规划 来 计算 传递 闭 包 ， 因 为 我 们 利用 了 已 经 
计算 得 到 的 结果 来 避免 进行 不 必要 的 递归 调用 。 图 19-27 描述 了 计算 图 19-6 中 示例 DAG 的 
传递 财 包 的 过 程 。 
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图 19-27 DAG 的 传递 闭 包 
此 行 向 量 序列 是 图 19-21 中 DAG 的 传递 闭 包 ， 在 此 用 逆 拓 站 排序 的 顺序 创建 行 ， 这 个 计算 作为 递归 DFS 中 的 最 后 
操作 【〔 见 程序 19.9) 。 每 一 行 都 是 对 邻接 顶点 所 在 的 行 做 逻辑 或 操作 。 例 如 ， 要 计算 对 应 0 的 行 ， 需要 对 5、2、1 和 6 
行 做 逻辑 或 操作 (并 对 0 本 身 设置 1)， 因 为 边 0-5、0-2、0-1 和 0-6 可 将 我 们 带 到 由 0 指向 的 顶点 可 达 的 任何 顶点 。 
可 以 忽略 下 边 ， 因 为 它们 并 不 增加 新 的 人 信息。 例如， 我 们 殷 略 从 0 到 3 的 边 ， 因 为 由 3 可 达 的 顶点 已 经 在 2 对 应 的 行 
中 计算 得 出 。 


性 质 19. 13 利用 动态 规划 和 DFS， 对 于 DAG 的 抽象 传递 闭 包 ， 可 以 支持 常量 的 查询 
时 间 ， 所 用 空间 与 玉成 正比 ， 预 处 理 时 间 与 V+ VX 成 正比 (计算 传递 闭 包 )， 其 中 于 为 
DFS 森林 中 交叉 边 的 数目 。 

证 明 证明 可 由 对 程序 19. 9 中 的 递归 函数 使 用 归纳 法 得 出 。 我 们 按照 逆 拓 扑 排 序 的 顺 
序 访问 顶点 。 每 条 边 指向 一 个 已 经 计算 出 其 所 有 可 达 顶 点 的 顶点 ， 而 且 可 以 通过 将 与 每 条 边 
的 目的 顶点 相关 的 可 达 顶 点 集合 并 在 一 起 ,计算 出 任何 顶点 的 可 达 顶 点 集 。 对 于 邻接 和 矩阵 中 
的 特定 行 取 逻 辑 或 操作 就 可 完成 这 一 合并 。 对 于 每 条 树 边 和 每 条 交叉 边 ， 我 们 要 访问 规模 为 
V 的 一 行 。 这 里 没有 回 边 ， 而 且 可 以 忽略 下 边 ， 因 为 对 于 它们 到 达 的 任何 顶点， 在 先前 的 搜 
索 中 处 理 这 两 类 结 点 的 任何 祖先 时 就 已 计算 得 出 。 画 


程序 19. 9 DAG 的 传递 财 包 


此 代码 使 用 单个 DFS 计算 出 DAG 的 传递 闭 包 ， 在 DFS 树 中 ， 从 每 个 孩子 结 点 的 可 达 顶 
点 开始 ， 递 归 地 计算 出 由 其 每 个 顶点 可 达 的 顶点 。 对 于 树 边 做 递归 调用 ， 使 用 前 面 用 于 区 又 
边 所 计算 出 的 值 ， 并 忽略 那些 下 边 。 : 


void DAGtc (Dag D) 
{ int v; 
D->tc = MATRIXint (D->V, D->V, 0); 
for (v = 0; Vv < D->V; v++) pre[v] = -1; 
for (V = 0; v < D->V; v++) 
if (Pre[v] == -1) TCAfsR(D, EDGE(v, Vv)); 
void TCdfsR(Dag D, Edge e) 
{ int u, i, v= e@.W; 
prelv] = cnt++; 
for (u = 0; uy < D->Vi u++) 
if (D->adj[v]j[u] != 0) 
{ 
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D->tc[vj [u] = 
if (pre[u] > prelv]j) continue ; 
if (pre[u] == -1) TCdfsR(D, EDGE(v, u)); 
for (i = 0; i < D->V; i++) 
if (D->tc[u] [i] == 1) D->tc[v] [i] = 1; 
} 
} 
int DAGreach(Dag D, int s, int t) 
{ return D->tc[s] [t]; } 


如 果 DAG 没有 下 边 〈 见 练习 19. 43)， 程 序 19. 9 的 运行 时 间 与 友 成 正比 ， 这 表明 对 我 
们 在 19. 3 节 中 所 考察 的 一 般 有 向 图 中 的 传递 闭 包 算法 〈 例 如 ， 程 序 19.4) 或 本 节 一 开始 所 
描述 的 基于 拓扑 排序 的 方法 没有 改进 。 另 一 方面 ， 如 果 下 边 的 数目 很 大 (或 者 等 价 地 ， 交 
叉 边 数目 很 小 ) ， 程 序 19.9 将 比 这 些 方法 都 快 得 多 。 

寻找 一 个 计算 笛 密 DAG 的 传递 闭 包 的 最 优 算法 (保证 在 与 VV 成 正比 的 时 间 内 完成 ) 的 
问题 仍然 是 未 解 问题 。 已 知 的 最 坏 情 况 性 能 界限 为 YE。 然而 ， 使 用 对 于 大 量 DAG 都 运行 更 
快 的 算法 (如 程序 19.9) 要 比 使 用 一 个 运行 时 间 总 是 与 VE 成 正比 的 算法 (如 程序 19. 4) 
更 好 。 如 我 们 在 19. 9 节 所 看 到 的 ， 对 DAG 的 这 个 性 能 改进 对 于 计算 出 一 般 有 向 图 的 传递 闭 
包 有 着 直接 影响 。 
练习 


o 19. 117 按照 19.27 的 风格 ， 显 示 使 用 程序 19. 9 计算 以 下 DAG 的 传递 闭 包 所 得 的 可 达 性 
回 量 


3-7 1-4 737-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 4-3 2-3 


19. 118 开发 程序 19. 9 的 邻接 矩阵 DAG 表示 的 版 本 。 人 

?2 19. 119 开发 程序 19. 9 的 一 个 版 本 ,使 用 传递 闭 包 的 邻接 表 表 示 ， 运行 时 间 与 V? + 史 ,v(e) 
成 正比 ， 其 中 和 和 式 为 对 DAG 中 所 有 边 求 和 ，v(e) 为 由 边 e 的 目的 顶点 可 达 的 顶点 数目 。 对 
于 某 些 稀 朴 图 DAG ( 见 练习 19. 68) 此 开销 要 比 代 小 很 多 。 z 

0 19. 120 开发 DAG 的 抽象 传递 闭 包 的 一 种 ADT 实现 ,使 用 的 额外 空间 至 多 与 V 成 正比 〈 适 
合 于 巨型 DAG) 。 在 顶点 不 连通 时 ， 使 用 拓扑 排序 做 出 快速 响应 ， 并 使 用 源 点 队列 实现 来 返 
回 项 点 连通 时 的 路 径 长 度 。 

o 19. 121 开发 一 个 基于 汇 点 队列 和 逆 拓 扑 排序 为 基础 的 传递 闭 包 实现 〈 见 练习 19. 107) 。 

o 19. 122 在 练习 19. 121 的 解 中 需要 检查 DAG 中 的 所 有 边 吗 ? 还 是 有 些 边 会 被 忽略 ， 如 DFS 
中 的 下 边 ? 给 出 一 个 需要 检查 所 有 边 的 例子 ， 或 描述 所 能 跳 过 的 边 的 特征 。 


19.8 有 向 图 中 的 强 连 通 分 量 


比 起 一 般 有 向 图 ， 无 向 图 和 DAG 都 有 着 简单 的 结构 ， 这 是 因为 结构 的 对 称 性 刻画 了 
顶点 之 间 的 可 达 性 关系 特征 : 在 一 个 无 向 图 中 ， 如 果 从 :到 ;存在 一 条 路 径 ， 那 么 我 们 知 
道 从 i 到 :也 存在 一 条 路 径 ; 在 一 个 DAG 中 ， 如 果 从 ， 到 :存在 一 条 有 向 路 径 ， 那 么 我 们 
知道 从 1 到 :不 存在 有 向 路 径 。 对 于 一 般 有 向 图 ， 知道 + 由， 可 达 并 没有 给 出 s 是 否 由 4 可 
达 的 信息 。 

为 了 理解 有 向 图 的 结构 ， 我 们 考虑 强 连 通 性 (strong connectivity) ， 它 具有 我 们 寻求 的 对 
称 性 。 如 果 s 和 :是 强 连通 的 (其 中 顶点 相互 可 达 ) ， 那 么 ， 按 照 定 义 , 上 和 s 也 是 强 连通 的 。 
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如 19.1 节 所 讨论 的 ， 这 种 对 称 性 蕴含 着 有 向 图 的 顶点 可 划分 为 强 分 量 (string component)， 
这 些 强 分 量 是 由 相互 可 达 的 顶点 组 成 。 在 这 一 一 节 里 ， 我 们 讨论 寻找 一 个 有 向 图 中 强 分 量 的 三 
个 算法 。 

我 们 使 用 与 无 向 图 的 通用 图 搜索 算法 中 有 关连 通 性 相同 的 接口 〈 见 程序 18. 3 ) 。 算 法 的 
目标 是 对 在 顶点 索引 数组 中 的 每 个 顶点 指定 分 量 编号 ， 使 用 0、1、.… 对 强 分 量 编号 。 最 大 
编号 为 强 分 量 的 个 数 ， 而 且 我 们 可 以 使 用 分 量 数 ， 在 常量 时 间 内 检查 两 个 顶点 是 否 是 在 同一 
个 连通 分 量 中 。 

解决 这 个 问题 的 齐 力 算法 很 容易 开发 。 使 用 一 个 抽象 传递 闭 包 ADT， 检 查 每 对 顶点 s 和 
t， 看 看 ;是 否 由 s 可 达 ， 且 s 是 否 由 :可 达 。 将 这 样 的 顶点 对 定义 为 无 向 图 中 的 一 条 边 : 此 
图 的 连通 分 量 就 是 有 向 图 的 强 分 量 。 这 个 算法 易于 描述 和 实现 ， 且 它 的 运行 时 间 由 抽象 传递 
财 包 实现 的 开销 所 决定 ， 正 如 性 质 19. 10 中 所 述 。 

本 节 所 考虑 的 算法 是 现代 算法 设计 的 胜利 ， 能 在 线性 时 间 内 找 出 任何 图 的 强 分 量 ， 它 
要 比 蛮 力 算法 快 了 人 悦 。 对 于 100 个 顶点 ， 这 些 算法 将 比 蛮 力 算法 快 100 倍 ; 对 于 1 000 个 
顶点 ， 这 些 算 法 将 比 蛮 力 算法 快 1 000 倍 ; 对 于 涉及 数 十 亿 顶 点 的 问题 也 可 以 解决 。 这 个 
问题 充分 体现 了 良好 算法 设计 的 作用 。 正 是 由 此 促使 许多 人 们 对 图 算法 做 更 深入 的 研究 。 
对 于 一 个 重要 的 实际 问题 ， 有 一 个 能 够 降低 数 十 亿 资 源 使 用 的 方法 ， 还 能 用 在 其 他 什么 
地 方 吗 ? 

了 解 这 个 问题 的 历史 是 很 有 益 的 〈 见 第 5 部 分 参考 文献 ) 。 在 20 世纪 50 年 代 和 60 年 
代 ， 数 学 家 和 计算 机 科学 家 开始 热 圳 于 研究 图 算法 ， 当 时 算法 自身 的 分 析 也 是 一 个 发 展 的 研 
究 领 域 。 各 类 图 算法 都 需要 考虑 ， 还 有 正在 发 展 的 计算 机 系统 和 语言 ， 另 外 对 有 效 地 执行 计 
算 的 理解 也 在 发 展 ， 这 些 留 下 很 多 未 解 的 困难 问题 。 随 着 计算 机 科学 家 开始 理解 了 算法 分 析 
的 基本 原理 ， 他 们 也 对 哪些 图 问题 可 以 高 效 求解 ， 哪 些 问题 没有 高 效 解决 方案 开始 理解 ， 然 
后 为 那 类 存在 高 效 解 决 方案 的 问题 开发 更 高 效 的 算法 。 实 际 上 ， 在 1972 年 ，R. Tarjan 提出 
了 强 连通 问题 以 及 其 他 问题 的 线性 时 间 的 算法 ， 同 年 ，R. Karp 对 旅行 商 问题 和 很 多 其 他 图 
问题 的 难 解 性 进行 了 论述 。Tarjan 的 算法 多 年 来 一 直 被 认为 是 高 级 算法 分 析 课 程 中 的 主要 内 
容 ， 因 为 它 使 用 简单 数据 结构 解决 了 一 个 重要 的 实际 问题 。 在 20 世纪 80 年 代 ，R. Kosaraju 
提出 了 这 个 问题 的 一 种 新 观点 ， 并 开发 了 一 种 新 的 解决 方案 ; 人 们 后 来 认识 到 有 一 篇 描述 同 
样 方法 的 文章 早 在 1972 年 就 出 现在 俄罗斯 科学 文献 中 。 随 后 ， 在 1999 年 ， 对 于 20 世纪 60 
年 代 所 最 先 尝试 的 方法 ，H.，Gabow 找到 了 一 种 简单 实现 ， 给 出 了 此 问题 的 第 三 种 线性 时 间 
的 算法 。 

这 个 故事 的 关键 并 不 只 是 困难 的 图 处 理 问 题 可 以 有 简单 解决 方案 ,而 是 我 们 使 用 的 抽象 
(DFS 和 邻接 表 ) 比 我 们 原先 认识 的 更 为 强大 。 随 着 我 们 更 为 熟悉 地 使 用 这 些 抽象 和 类 似 工 
具 ， 我 们 应 该 不 会 惊讶 于 发 现 其 他 重要 的 图 问题 的 简单 解决 方案 。 对 于 很 多 其 他 重要 的 图 算 
法 ， 研 究 人 员 仍 在 寻求 像 这 些 算法 一 样 的 简单 实现 。 很 多 这 样 的 算法 仍然 有 待 于 人 们 去 
发 现 。 z 

Kosaraju 的 方法 解释 和 实现 都 很 简单 。 要 找 出 一 个 图 的 强 分 量 ,， 首先 在 其 逆 图 上 运行 
DFS， 计 算出 按照 后 序 编号 所 定义 的 顶点 排序 顺序 。( 如果 有 向 图 是 DAG， 这 个 过 程 就 是 一 
个 拓扑 排序 ) 。 然 后 ， 在 图 上 再 次 运行 DFS, 但 是 找 出 搜索 的 下 一 个 顶点 (可 在 最 外 层 ， 也 
可 在 递归 搜索 函数 返回 给 顶层 搜索 函数 时 调用 递归 搜索 函数 )， 和 要 使 用 具有 最 大 后 序 编号 的 
未 被 访问 的 顶点 。 

此 算法 的 神奇 之 处 在 于 ， 以 这 种 方法 按照 拓扑 排序 的 顺序 来 检查 未 被 访问 的 顶 点 时 ， 
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DFS 和 森林 中 的 树 定 义 了 无 回 图 中 的 连通 分 量 ， 即 两 个 顶点 在 同一 强 分 量 中 ， 当 且 仅 当 它 们 属 
于 此 森林 中 的 同一 棵 树 。 图 19-28 显示 了 我 们 示例 中 这 一 点 就 成 立 ， 稍 后 我 们 对 此 进行 证 
明 。 因 此 ， 如 同 无 向 图 的 做 法 ,我 们 也 可 以 指定 分 量 编 号 ， 在 每 次 递归 函数 返回 到 顶层 搜索 
疯 数 时 对 编号 加 1。 程序 19. 10 是 该 方法 的 一 个 完整 实现 。 





图 19-28 计算 强 分 量 (Kosaraju 算法 ) 

要 计算 出 左下 图 有 向 图 的 强 分 量 ， 我 们 首先 对 它 的 逆 图 执行 DFS (左上 图 ) ， 计 算出 一 个 后 序数 组 ， 给 出 的 顶点 
编号 是 按照 递归 DFS 完成 的 顺序 编号 (上 图 )。 此 顺序 等 价 于 对 DFS 森林 进行 后 序 遍 历 〔 右 上 图 )。 然 后 使 用 这 个 顺 
序 的 北 序 对 原 有 向 图 执行 DFS (下 图 )。 首 先 我 们 检查 由 9 可 达 的 所 有 顶 志 ， 然 后 从 右 向 左 扫 描 数 组 ,发 现 1 是 最 右边 
未 被 访问 的 顶点 ， 因 而 对 1 进行 递归 调用 ， 如 此 继续 。 由 此 过 程 所 得 的 DFS 森林 中 的 树 定 义 了 强 分 量 ; 每 棵 树 中 的 所 
有 顶点 在 顶点 索引 数组 id 中 都 有 相同 的 值 (下 图 )。 


程序 19. 10 强 分 量 (Kosaraju 算法 ) 


此 实现 找 出 邻接 表 表 示 的 有 向 图 的 强 分 量 。 如 同 18.5 市 求 解 无 向 图 的 连通 性 问题 的 方 
法 ， 此 方法 对 顶点 索引 的 数组 se 进行 设置 ， 使 得 对 应 任何 顶点 对 的 元 素 值 如 果 相 等 ， 当 且 
仅 当 它们 在 同一 个 强 分 量 中 。 
首先 ,我们 构建 逆 图 ， 并 执行 DFS 来 计算 一 个 后 序 排序 。 接 下 来 ， 在 原 有 问 图 上 执行 
DFS， 并 在 调用 递归 函数 的 搜索 循环 中 使 用 由 第 一 次 DFS 得 到 的 后 序 的 逆序 。 第 二 个 DFS 中 
的 每 次 递归 调用 将 访问 一 个 强 分 量 中 的 所 有 顶点 。 
static int post{[maxV], postR[maxV]; 
static int cnt0O, cnt1; 
void SCdfsR(Graph G, int w) 
{ link t; 
G~>sc[w] = cntl; 
for (t = G->adj[w]; t != NULL; t+ = t->next) 
if (G->sc[t->v] == -1) SCdfsR(G, t-~>v); 
Post [cntO++] = WwW; 
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int GRAPHsc (Graph G) 
{ int vi Graph R; 
R = GRAPHreverse{(G): 
cnt0 = 0; cnti = 0,; 
for (v = 0; Vv < G-?>V;i v++) R->sc{v] = -1; 
for (v = 0; Vv < G->V; V++) 
if (R->sc[v] == -1) SCdfsR(R, v); 
cnt0 = 0; cnti = 0,， 
for (Vv = 0; Vv < G->V;i v++) G~>sc{v] = ~1; 
for (V = 0; Vv < G->V; v++) postR[v] = post[v]; 
for (Vv = G->V-1; V >=0; v~-) 
if (G->sc[postR[v]] == -1) 
{ SCdfsR(G, postR[v]); cnt1i++; } 
.GRAPHdestroy (R); 
return cntl; 
} 
int GRAPHstrongreach(Graph G, int s, int t) 
{ return G->scfs] == G->sc[t]; +} 


性 质 19. 14 Kosaraju 的 方法 可 在 线性 时 间 和 线性 空间 内 找 出 一 个 图 的 强 分 量 。 

证 明 方法 由 对 两 个 DFS 过 程 稍 作 修改 组 成 ， 因 此 与 以 往 一 样 ， 对 于 稠密 图 ， 运 行 时 间 
与 三 成 正比 ， 对 于 稀 朴 图 运行 时 间 与 了 + 互 成 正比 〈 使 用 邻接 表 表 示 ) 。 要 证 明 它 正确 地 计 
算出 强 分 量 ,. 必须 证 明 : 两 个 顶点 s 和 上 在 第 二 次 搜索 的 DFS 森林 中 的 同一 个 树 中 ， 当 且 仅 
当 它 们 是 相互 可 达 的 。 

如 果 s 和 上 相互 可 达 ， 它 们 必定 会 在 同一 个 DFS 树 中 ， 因 为 当 访问 这 两 个 顶点 的 前 一 
个 时 ， 第 二 个 未 被 访问 且 由 第 一 个 顶点 可 达 ， 因 而 会 在 对 根 结 点 的 递归 调用 结束 之 前 被 
访问 。 

证 明 另 一 方面 ， 假 设 s 和 + 在 同一 个 树 中 ， 令 -是 树 的 根 结 点 。 由 上 可 达 s (通过 树 边 的 
一 条 有 向 路 径 ) 的 事实 列 含 着 在 六 有 向 图 中 存在 从 到 > 的 一 条 有 向 路 径 。 现 在 ,证 明 的 关 
键 是 在 逆 有 向 图 中 必定 也 存在 从 r 到 s 的 一 条 路 径 ， 因 为 r 的 后 序 编号 比 s 大 (由 于 r 是 这 两 
个 顶点 均 未 被 访问 时 第 二 次 DFS 中 第 一 个 被 选 的 结 点 ); 而 且 从 s 到 7 存在 一 条 路 径 : 如 果 
从 r 到 s 不 存在 路 径 ， 那 么 在 逆 图 中 从 s 到 7 的 路 径 将 使 有 更 大 的 后 序 编导 。 因 此 ， 在 有 向 
图 和 它 的 逆 图 中 ， 从 到 "> 和 从 > 到 s 分别 存在 有 问 路 径 : s 和 7 是 强 连 通 的 。 同 理 可 证 1 和 r 
也 是 强 连 通 的 ， 因 此 s 和 上 是 强 连 通 的 。 

对 于 邻接 和 抢 阵 有 疝 图 表示 的 Kosaraju 算法 的 实现 甚至 要 比 程 序 19. 10 还 要 简单 ， 因 为 我 
们 并 不 需要 显 式 地 计算 出 道 图 ; 这 个 问题 留 作 练习 ( 见 练习 19. 128 ) 。 

程序 19. 10 被 封装 为 一 个 ADT， 表 示 强 可 达 性 问题 的 一 个 最 优 解 ， 与 第 18 章 的 连通 性 
解决 方案 类 似 。 在 19. 9 节 中 ， 我 们 考察 将 这 个 解 扩展 以 计算 传递 闭 包 以 及 求解 有 向 图 的 可 
达 性 问题 (抽象 传递 闭 包 )。 

然而 ， 我 们 首先 考虑 Tarjan 算法 和 Gabow 算法 ， 这些 都 是 天 才 的 方法 ， 只 要 求 对 基本 
DFS 过 程 做 一 点 简单 修改 。 较 之 于 Kosaraju 算法 ， 它 们 更 为 可 取 ， 因 为 其 中 仅 对 图 用 了 一 过 
DFS， 而 且 它 们 并 不 要 求 计 算 稀 朴 图 的 道 图 。 

Tarjan 算法 类 似 于 我 们 在 第 17 章 中 为 寻找 无 向 图 中 的 桥 所 讨论 的 程序 ( 见 程序 18, 7 )。 
该 方法 基于 我 们 在 其 他 环境 下 所 做 的 两 点 观察 。 首 先 ， 以 道 拓 扑 排序 的 顺序 考虑 顶点 ， 从 而 
在 到 达 某 个 顶点 的 递归 函数 的 末尾 时 ， 知 道 将 不 会 遇 到 同一 个 强 分 量 中 任何 其 他 顶点 〈 因 
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为 由 该 项 点 可 达 的 所 有 顶点 都 已 被 处 理 完 )。 其 次 ， 树 中 的 回 链接 为 从 一 个 顶点 到 为 一 个 项 
点 提供 了 第 二 条 路 径 ， 并 将 强 分 量 连 在 一 起 。 

递归 DFS 函数 使 用 了 和 程序 18.7 一 样 的 计算 来 找 出 由 每 个 顶点 的 任何 子孙 可 达 的 最 大 
顶点 〈 通 过 一 条 回 边 ) 。 它 还 使 用 了 一 个 顶点 索引 的 数组 来 记录 强 分 量 ， 以 及 一 个 栈 来 记录 
当前 搜索 路 径 。 它 在 进入 递归 函数 时 将 该 顶点 名 压 人 栈 中 ， 而 在 访问 了 每 个 强 分 量 的 最 后 一 
个 成 员 之 后 ， 将 它们 从 栈 中 弹出 ， 并 赋 以 分 量 编号 。 算 法 就 是 基于 在 递归 过 程 结 束 时 ， 利 用 
一 个 简单 测试 来 识别 出 这 个 时 刻 (通过 从 每 个 结 点 的 所 有 子孙 的 一 个 上 链接 来 记录 最 大 的 
可 达 祖 先 ) ， 由 此 可 知 ， 进 入 此 递归 调用 以 来 遇 到 的 所 有 顶点 〈 除 了 已 经 分 配给 某 个 分 量 的 
顶点 以 外 ) 都 属于 同一 个 强 分 量 。 

程序 19. 11 的 实现 是 该 算法 的 一 个 简洁 而 完整 的 描述 ， 对 刚才 给 出 的 简明 轮廓 补充 了 相 
关 细 节 。 图 19-29 对 于 图 19-1 中 的 示例 有 向 图 显示 了 算法 的 操作 过 程 。 

性 质 19. 15 Tarjan 算法 在 线性 时 间 内 找 出 一 个 有 向 图 的 强 分 量 。 

证 明 (大 纲 ) ”如果 顶点 :在 DFS 树 中 没有 子孙 或 上 链接 ， 或 者 它 在 DFS 树 中 有 一 个 子 
孙 ， 带 有 一 条 指向 s 的 链接 ， 且 没有 子孙 带 有 指 问 树 中 更 高 位 置 的 上 链接 ， 那么 它 和 它 的 所 
有 子孙 (除了 那些 满足 同一 性 质 的 顶点 及 其 子孙 之 外 ) 构成 一 个 强 分 量 。 为 证 明 这 一 点 ， 
需要 注意 的 是 * 的 每 个 不 满足 所 述 性 质 的 子孙 上 也 有 某 个 子孙 ， 在 树 中 有 一 条 上 链接 指向 比 : 
还 高 的 位 置 。 树 中 存在 从 * 到 的 向 下 路 径 ， 而 且 我 们 可 以 找 出 一 条 从 :到 * 的 路 径 : 从 上 向 
下 走 到 某 个 顶点 ， 该 项 点 有 一 条 上 链接 ， 到 达 已 经 经 过 的 上 +， 然 后 继续 由 该 顶点 做 同样 的 处 
理 ， 直 至 到 达 s。 

与 以 往 一 样 ， 该 方法 是 线性 时 间 ， 因 为 它 是 由 将 几 个 常量 时 间 的 操作 添加 到 标准 DFS 所 
组 成 的 。 加 


程序 19. 11 强 分 量 (Tarjan 算法 ) 


使 用 递归 DFS 函数 的 这 一 实现 ， 标 准 邻 接 表 有 向 图 DFS 将 得 到 强 分 量 , 按照 我 们 的 约 
定 ， 这 在 顶点 索引 的 数组 sc 中 确定 。 

我 们 使 用 栈 s 〈 带 有 栈 指针 N) 来 存放 每 个 顶点 ， 直 到 确定 降 至 到 栈 顶 某 个 位 置 的 所 有 
顶点 都 属于 同一 个 强 分 量 为 止 。 顶 点 索引 的 数组 low 记录 由 每 个 结 点 通过 一 系列 下 链接 后 跟 
一 个 上 链接 可 达 的 最 小 前 序 编号 ( 见 正 文 )。 


void SCdfsR(Graph G，int w) 
{ link t; int v, min; 
Pre[lw] = cntO++; low[lw)] = pre[w]j; min = Low[w]; 
sENt+] = WwW; 
for (t = G->adj[w}; t != NULL; 七 = t->next) 
{ 
if (pre[t->v] == -1) SCdfsR(G, t->v); 
if (low[t->v] < min) min = Low[t->V] ; 
} 
if (min < low[w]) { low[w] = min; return; } 
do 
{ G->sc[(v = s[--N])] = cnti; low[lv] = G->V; } 
while (s[N] != Ww); 
cnt1l++; 


ee 
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图 19-29 ”计算 强 分 量 (Tarjan 算法 和 Gabow 算法 ) 

Tarjan 算法 基于 递归 DFS， 扩 展 从 而 将 顶点 压 入 栈 中 。 它 使 用 辅助 数组 pre 和 low (中 图 ) ， 在 一 个 顶点 索引 数组 
G -> sc 中 计算 出 每 个 顶点 的 一 个 分 量 索 引 。 示 例 图 的 DFS 树 显 示 在 上 图 ， 边 的 轨迹 显示 在 左下 图 。 下 图 的 中 图 中 是 主 
栈 ; 由 树 边 所 达 的 顶点 将 压 入 此 栈 。 使 用 一 个 DFS 按照 逆 拓 村 排序 的 顺序 者 虑 这 些 顶 点 ， 对 于 每 个 vv， 计算 出 由 祖先 
(low [v]) 通过 一 条 回 链 接 可 达 的 最 大 点 。 如 果 顶 点 v 有 pre [v] = low [v] (顶点 11、1、0 和 7 满足 此 条 件 ) ， 那 

么 将 它 及 其 上 方 的 所 有 顶点 (加 阴影 ) 弹出 ， 并 为 它们 均 赋 予 下 一 个 分 量 编号 。 

在 Gabow 算法 中 ， 我 们 将 顶点 压 入 主 栈 中 ， 就 像 在 Tarjan 算法 中 那样 ， 但 还 需 对 搜索 路 径 上 已 经 知道 在 不 同 强 分 
量 中 的 顶点 维护 第 二 个 栈 ( 右 下 图 ) ， 每 条 回 边 的 目的 顶点 之 后 的 所 有 顶点 弹出 。 在 完成 对 v 的 处 理 时 ， 即 v 位 于 第 
二 个 栈 的 栈 顶 时 (加 阴影 )， 可 知 主 栈 中 v 以 上 的 所 有 顶点 都 在 同一 个 强 分 量 中 。 
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程序 19. 12 强 分 量 ( Gabow 算法 ) 


该 程序 执行 与 程序 19. 11 相同 的 计算 ， 但 使 用 第 二 个 栈 path， 而 非 顶 点 索引 的 数组 low 
来 确定 何 时 从 主 栈 中 弹出 每 个 强 分 量 中 的 顶点 〈 见 正文 ) 。 


void SCdfsR(Graph G, int w) 
{ link t; int v: 

pre[lw]} = cntO++; 

Ss[N++] = Wi path[p++] = YW; 

for (t = G->adj[w); t != NULL; t = t->next) 
if (pre[t->v] == -1) SCdfsR(G, t->v); 
else if (G->sc[t->v] == -1) 

while (pre[path[p-1]] > pre[lt->v]) p--; 

if (pathip-1] 5= w) return; else p--; 

do G->sc{s[--N]] = cnti; While (s[N] != WwW); 

cnti++,; 


} 


1999 年 Gabow 发 现 了 程序 19. 12 的 Tarjan 算法 版 本 。 此 算法 也 像 Tarjan 算法 那样 维护 了 
一 个 顶点 栈 ， 但 它 使 用 第 二 个 栈 (而 不 是 顶点 案 引 的 前 序 编号 的 数组 ) 来 确定 何 时 从 主 栈 
中 弹出 每 个 强 分 量 中 的 项 点。 第 二 个 栈 包 含 搜 索 路 径 中 的 项 点 。 当 一 条 回 边 显示 出 这 样 的 一 
个 顶点 序列 都 属于 同一 强 分 量 时 ， 则 弹 栈 只 留 下 回 边 的 目的 顶点 ， 该 顶点 比 其 他 任何 顶点 距 
树 的 根 结 点 更 近 一 些 。 处 理 完 每 个 顶点 的 所 有 边 之 后 (对 树 边 进行 递归 调用 ， 弹 出 回 边 的 
路 径 栈 ， 并 忽略 下 边 ) ， 我 们 查看 当前 顶点 是 否 是 在 路 径 栈 顶 。 如 果 是 ， 该 顶点 及 主 栈 中 所 
有 在 其 上 的 顶点 构成 一 个 强 分 量 ， 将 这 些 顶 点 弹出 ， 并 将 下 一 个 强 分 量 编号 赋 给 这 些 顶 点 ， 
这 一 点 与 Tarjan 算法 做 法 一 样 。 

图 19-29 中 示例 也 显示 了 第 二 个 栈 的 内 容 。 因 此 ， 这 个 图 也 展示 了 Gabow 算法 的 操作 过 程 。 

性 质 19. 16 ”Gabow 算法 可 在 线性 时 间 内 找 出 一 个 有 向 图 的 强 分 量 。 

证 明 ”对 以 上 的 讨论 形式 化 ， 并 证 明 其 所 依赖 的 栈 中 内 容 之 间 的 关系 对 于 擅长 数学 的 读 
者 是 一 个 有 益 的 练习 〈 见 练习 19. 136) 。 如 常 ， 该 方法 是 线性 的 ， 因 为 它 由 对 标准 DFS 添加 
几 个 常量 时 间 的 操作 所 组 成 。 国 

本 节 所 讨论 的 强 分 量 算 法 都 很 奇妙 ， 而 且 具 有 不 易 觉察 的 简单 性 。 我 们 已 经 考虑 了 所 有 
三 种 算法 ， 因 为 这 些 算法 证 实 了 基础 数据 结构 和 经 过 精心 设计 的 递归 程序 的 强大 作用 。 从 实 
用 的 观点 来 看 ， 所 有 算法 的 运行 时 间 与 有 向 图 中 的 边 数 成 正比 ， 性 能 上 的 差异 可 能 与 实现 细 
节 有 关 。 例 如 ， 下 推 栈 ADT 操作 构成 了 Tarjan 算法 和 Gabow 算法 的 内 循环 。 实 现 中 使 用 了 显 
式 编 码 的 栈 ; 使 用 栈 ADT 的 实现 可 能 会 慢 一 些 。Kosaraju 算法 是 这 三 种 中 最 简单 的 算法 ， 但 它 
有 点 不 足 〈 对 于 稀 朴 图 ) ， 和 需要 对 边 进行 三 遍 处 理 (一 遍 是 构造 逆 图 ， 另外 执行 两 遍 DFS ) 。 

接 下 来 ， 我 们 考虑 计算 强 分 量 的 关键 应 用 : 构建 有 向 图 的 一 种 高 效 的 可 达 性 ADT 〈 抽 
象 传递 闭 包 )。 
练习 

> 19. 123 ”描述 在 使 用 Kosaraju 算法 来 找 出 DAG 的 强 分 量 时 会 出 现 的 情况 。 
> 19. 124 ”描述 在 使 用 Kosaraju 算法 来 找 出 只 由 单个 环 组 成 的 有 向 图 的 强 分 量 时 会 出 现 的 
情况 。 
ee 19. 125 通过 使 用 19.4 节 中 提 到 的 三 种 技术 之 一 ， 在 进行 拓扑 排序 时 避免 计算 道 图 ， 在 
Kosaraju 方法 的 邻接 表 版 本 (程序 19. 10) 中 ,使 用 其 中 的 某 种 技术 可 以 避免 计算 有 问 图 的 
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逆 图 吗 ? 对 于 每 种 技术 ， 要 么 给 出 证 明 它 可 行 ， 要 么 给 出 一 个 反例 证 明 它 不 行 。 

2? 19. 126 按照 图 19-28 的 风格 ， 显 示 使 用 Kosaraju 算法 来 计算 图 19-5 中 有 向 图 的 逆 图 的 强 
分 量 时 ， 所 得 DFS 森林 和 辅助 项 点 索引 数组 中 的 内 容 。( 应 该 得 到 相同 的 强 分 量 。) 
19. 127 按照 图 19-28 的 风格 ， 显 示 使 用 Kosaraju 算法 来 计算 如 下 有 向 图 的 强 分 量 时 ， 所 得 
DFS 森林 和 辅助 顶点 索引 数组 中 的 内 容 。 
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o 19. 128 ”实现 使 用 邻接 和 矩阵 表示 的 ADT 来 找 出 有 向 图 的 强 分 量 的 Kosaraju 算法 。 不 需要 显 
式 地 计算 出 逆 图 。 提 示 : 考虑 使 用 两 种 不 同 的 递归 DFS 函数 。 

> 19. 129 ”描述 在 使 用 Tarjan 算法 来 找 出 DAG 的 强 分 量 时 会 出 现 的 情况 。 

> 19. 130 ”描述 在 使 用 Tarjan 算法 来 找 出 只 由 单个 环 组 成 的 有 向 图 的 强 分 量 时 会 出 现 的 情况 。 
0 19. 131 按照 图 19-29 的 风格 ， 显 示 使 用 Tarjan 算法 来 计算 图 19-5 中 的 有 向 图 的 逆 图 的 强 
分 量 时 ， 所 得 DFS 森林 、 算 法 执行 中 栈 中 内 容 以 及 辅助 顶点 索引 数组 中 的 最 终 内 容 。( 应 该 
得 到 相同 的 强 分 量 。) 

19. 132 按照 图 19-29 的 风格 ,显示 使 用 Tarjan 算法 来 计算 如 下 有 向 图 的 强 分 量 时 ， 所 得 
DFS 森林 、 算 法 执行 中 栈 中 内 容 以 及 辅助 顶点 索引 数组 中 的 最 终 内 容 。 
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c 19. 133 修改 程序 19. 11 中 的 Tarjan 算法 实现 和 程序 19. 12 中 的 Gabow 算法 实现 ， 使 其 使 
用 观察 哨 来 避免 显 式 地 检查 交叉 链 。 
19. 134 ”修改 程序 19. 11 中 的 Tarjan 算法 实现 和 程序 19. 12 中 的 Gabow 算法 实现 ， 使 其 使 
用 栈 ADT。 
19. 135 按照 图 19-29 的 风格 ， 显 示 使 用 Gabow 算法 来 计算 如 下 有 向 图 的 强 分 量 时 ， 所 得 
DFS 和 森林、 算法 执行 中 两 个 栈 中 的 内 容 以 及 辅助 顶点 索引 数组 中 的 最 终 内 容 。 
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s 19. 136 给 出 性 质 19. 16 的 完整 证 明 。 
co 19.137 开发 Gabow 算法 的 一 个 版 本 ， 找 出 无 向 图 中 桥 及 边 连 通 分 量 。 
se 19. 138 开发 Gabow 算法 的 一 个 版 本 ， 找 出 无 向 图 中 关 结 点 及 双 连 通 分 量 。 
19. 139 根据 表 18-1 的 精神 ， 建 立 一 个 表 来 研究 随机 有 向 图 的 强 连通 性 ( 见 表 19-2)。 设 4 
是 最 大 强 分 量 的 项 点 数 。 记 录 5 的 规模 ， 并 研究 以 下 四 类 边 的 百分比 连接 5 中 两 个 顶点 的 
边 ; 指 回 $ 之 外 的 那些 边 ; 指向 $ 内 的 那些 边 ; 连接 不 在 $ 中 的 两 个 顶点 的 边 。 
19. 140 ”进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 有 向 图 ( 见 练习 19. 11 ~ 18 ) ， 对 使 用 本 节 开 始 所 描 
述 的 蜜 力 法 、Tarjan 算法 、Gabow 算法 计算 强 分 量 进行 比较 。 
eee 19. 141 开发 一 个 强 2 连通 性 的 线性 时 间 算 法 : 确定 是 否 一 个 强 连通 的 有 向 图 具有 以 下 性 
质 : 在 删除 其 任何 一 个 顶点 〈 及 所 有 它 的 依附 边 ) 之 后 仍然 是 强 连 通 的 。 


19.9 再 论 传递 闭 包 


将 前 两 节 的 结果 放 在 一 起 ， 我 们 可 以 开发 出 求解 有 向 图 的 抽象 传递 闭 包 问题 的 一 个 算 
法 。 虽 然 在 最 坏 情 况 下 ， 该 算法 对 基于 DFS 的 解决 方案 没有 改进 ,但 在 很 多 情况 下 确实 会 
提供 一 个 最 优 解 。 

该 算法 基于 对 有 疝 图 进行 预 处 理 来 构建 后 者 的 核心 DAG ( 见 性 质 19.2)。 如 果 核 心 
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DAG 相对 于 原始 有 向 图 的 规模 来 说 较 小 ， 则 算法 是 高 效 的 。 如 果 有 向 图 是 一 个 DAG (因此 
等 同 其 核心 DAG) ,或 者 有 向 图 中 只 有 几 个 小 环 ， 那么 就 不 会 节省 很 多 的 开销 ; 然而 ， 如 果 
有 向 图 中 含有 大 环 或 大 的 强 分 量 (因此 有 小 的 核心 DAG) ， 我 们 可 以 开发 最 优 或 渐 近 最 优 的 
算法 。 为 简洁 起 见 ， 我 们 假设 核心 DAG 足够 小 ， 使 得 可 以 利用 邻接 矩阵 表示 。 虽 然 基 本 的 
概念 对 于 大 型 核心 DAG 仍然 是 有 效 的 。 

为 了 实现 抽象 传递 闭 包 ， 我们 对 有 向 图 预 处 理 如 下 : 

。 找 出 其 强 分 量 

。 构建 其 核心 DAG 

。 计算 核心 DAG 的 传递 闭 包 

可 以 使 用 Kosaraju 算法 、Tarjan 算法 或 Gabow 算法 来 找 出 强 分 量 ; 对 边 做 一 遍 处 理 来 构 
建 核心 DAG (下 一 段 中 描述 ); 且 使 用 DFS (程序 19.9) 来 计算 出 其 传递 闭 包 。 在 此 预 处 
理 之 后 ， 可 以 立即 得 到 确定 可 达 性 所 需 信 息 。 

一 旦 有 了 有 向 图 的 强 分 量 的 项 点 索引 数组 ， 那么 构建 其 核心 DAG 的 邻接 数组 表示 就 是 
一 件 简单 的 事情 。DAG 的 顶点 时 有 向 图 中 的 分 量 编号 。 对 于 原 有 向 图 中 的 每 条 边 s-t， 我 们 
简单 地 设置 D->adj[ sc[s] ][sc[t1] 为 1。 如 果 使 用 一 个 邻接 表 表 示 ， 还 需 处 理 核心 DAG 
中 的 重复 边 的 情况 ,但 在 一 个 邻接 矩阵 中 ， 重 复 边 仅 对 应 为 将 一 个 已 经 设置 为 1 的 矩阵 元 素 
再 设置 为 1。 这 点 微小 的 差别 很 重要 ， 因 为 在 此 应 用 中 重复 边 的 数目 可 能 相当 大 (相对 于 核 
心 DAG 的 规模 ) 。 

性 质 19.17 给 定 有 向 图 DD 中 的 两 个 顶点 s 和 1, 设 sc(s) 和 sc(1) 分 别 是 万 的 核心 
DAG KK 中 所 对 应 的 顶点 。 那 么 1 在 DD 中 由 s 可 达 ， 当 上 且 仅 当 sc(1) 在 天 中 由 sc(s) 可 达 。 

证 明 由 定义 可 得 这 个 结果 。 特 别 是 ， 此 性 质 假 设 一 个 约定 ， 顶 点 由 自身 可 达 (所 有 顶 
点 都 有 自 环 ) 。 如 果 这 些 顶 点 都 在 同一 强 分 量 中 (sc(s) =sc(1))， 那么 它们 相互 可 达 。 “” 力 

确定 一 个 给 定 顶 点 i 是否 由 一 个 给 定 顶 点 s 可 达 ， 采 用 的 方法 与 构建 核心 DAG 时 的 一 
样 . 使 用 强 分 量 算法 计算 出 的 顶点 索引 数组 ， 得 到 分 量 编号 sc(*) 和 sc(1) (常量 时 间 )， 然 
后 使 用 这 些 编号 来 索引 核心 DAG 中 的 传递 闭 包 ， 即 可 得 结果 。 程 序 19. 13 是 体现 这 些 思路 
的 抽象 传递 闭 包 ADT 的 一 种 实现 。 

对 于 核心 DAG， 也 使 用 抽象 传递 闭 包 接口 。 为 了 分 析 ， 我 们 假设 使 用 邻接 矩阵 表示 来 
表示 核心 DAG， 因 为 我 们 期 望 核心 DAG 不 大 ， 最 好 也 不 稠密 。 


程序 19. 13 基于 强 分 量 的 传递 闭 包 


此 程序 通过 计算 出 有 向 图 的 强 分 量 、 核 心 DAG 以 及 核心 DAG 的 传递 闭 包 〈( 见 程序 
19. 9) 来 计算 其 抽象 传递 闭 包 。 顶 点 索引 数组 sc 给 出 每 个 顶点 的 强 分 量 索 引 ， 或 其 在 核心 
DAG 中 对 应 的 顶点 索引 。 在 该 有 向 图 中 顶点 t 由 顶点 s 可 达 ， 当 且 仪 当 在 核心 DAG 中 sel +] 
由 sclsj 可 达 。 


Dag K; 
void GRAPHtc(Graph G) 
{ int v, w; link t; int *sc = G->sc; 
K = DAGinit (GRAPHsc (G)); 
for (Vv = 0; Vv < G->V; V++) 
for (t = G->adj[v]j; t != NULL; 七 = t->next) 
DAGinsertE(K, dagEDGE(sc[v], sc[t->vj)); 
DAGtc (K); 8 
} 
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int GRAPHreach(Graph G, int s, int t) 
{ return DAGreach(K, G->sc[s], G->sc[t]): } 





性 质 19. 18 ”对 于 一 个 有 向 图 的 抽象 传递 闭 包 ， 可 以 支持 常量 的 查询 时 间 ， 所 用 空间 与 
V+v 成 正比 ， 预 处 理 〔 计 算 传递 闭 包 ) 时 间 与 + 人 +vx 成 正比 ， 其 中 是 核心 DAG 中 的 
项 点数 ，x 是 其 DFS 森林 中 的 交叉 边 数 。 

证 明 由 性 质 19. 13 直接 可 得 。 | 

如 果 该 有 向 图 是 一 个 DAG， 那 么 强 分 量 计 算 就 不 提供 新 的 信息 ， 而 且 该 算法 与 程序 
19. 9 一 样 ; 然而 ， 在 有 环 的 一 般 有 向 图 中 ， 这 个 算法 很 可 能 比 Warshall 算法 和 基于 DFS 的 
解决 方案 快 得 多 。 例 如 ， 人 性质 19. 18 直接 蕴含 着 以 下 结果 。 

性 质 19. 19 对 于 任何 有 向 图 的 抽象 传递 闭 包 ， 可 以 支持 常量 的 查询 时 间 ， 其 核心 DAG 
中 的 顶点 数 少 于 VF， 所 用 空间 与 了 成 正比 ， 预 处 理 时 间 与 玉 + 中 成 正比 。 

证 明 在 性 质 19. 18 中 , 取 v<YV， 由 于 x<?， 可 得 xv < 天 

我 们 可 能 考虑 这 些 界 限 的 其 他 一 些 变型 。 例 如 ， 如 果 我 们 希望 使 用 与 五 成 正比 的 空间 ， 
当 核心 DAG 中 有 VE 顶点 时 ， 也 可 以 达到 同样 的 时 间 界 限 。 此 外 ， 这 些 时 间 界 限 是 保守 的 ， 
因为 它们 假设 核心 DAG 是 交叉 边 稠 密 的 ， 当 然 ， 实 际 并 不 需要 这 样 。 

将 此 方法 应 用 时 的 主要 局 限 因素 为 核心 DAG 的 规模 。 我 们 的 有 向 图 与 DAG 越 类 似 ( 核 
心 DAG 越 大 ) ， 在 计算 其 传递 闭 包 时 面临 的 困难 越 多 。 注 意 到 我 们 仍然 没有 违背 性 质 19.9 
中 昔 含 的 下 界 ， 因 为 对 于 稠密 DAG， 算法 的 运行 时 间 与 VV? 成 正比 。 然 而 ,我 们 已 经 大 大 加 
宽 了 能 够 避免 最 坏 性 能 的 一 类 图 的 范围 。 实 际 上 ， 构造 产生 有 向 图 的 随机 有 向 图 模型 ， 使 得 
算法 运行 较 慢 也 是 一 个 难题 ( 见 练习 19. 146)。 

表 19-2 展示 了 实验 性 的 研究 结果 。 它 说 明了 即使 是 对 于 中 等 密度 的 随机 有 向 图 ， 甚 至 
在 边 的 放置 上 有 严格 的 限制 ， 随 机 图 的 核心 DAG 也 较 小 。 尽 管 不 能 保证 最 坏 情况 下 的 核心 
DAG 较 小 ,但 可 以 希望 看 到 在 实际 中 ,巨型 有 向 图 有 较 小 核心 DAG。 当 确 有 这 样 的 有 向 图 
时 ， 我 们 可 以 提供 抽象 传递 闭 包 ADT 的 一 个 高 效 实现 。 


表 19-2 随机 有 向 图 的 性 质 


此 表 显 示 了 随机 有 向 图 的 核心 DAG 中 的 边 数 及 顶点 数 ， 随 机 有 向 图 由 两 种 不 同 模型 产生 ( 表 18-1 中 的 模型 的 有 
向 版 本 ) 。 对 于 这 两 种 模型 ， 核 心 DAG 随 着 图 的 密度 增加 变 小 (也 变 稀 玖 ) 。 


随机 边 图 随机 10- 近邻 
E o 2 
1 000 顶点 
1 000 983 981 916 755 
2 000 424 621 713 1039 
5 000 13 13 . 156 313 
10 000 1 1 8 17 
20 000 1 1 1 1 
10 000 顶点 
50 000 144 150 1 324 150 
100 000 ] 1 61 123 
200 000 1 I | 1 


说 明 ; v 核心 DAG 中 的 顶点 数 
e 核心 DAG 中 的 边 数 
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练习 


e 19. 142 开发 有 问 图 的 一 个 基于 邻接 表 表 示 核 心 DAG 的 抽象 传递 闭 包 实现 。 你 所 面临 的 困 
难 是 不 使 用 额外 的 时 间或 空间 来 消除 表 中 的 重复 项 ( 见 练习 19. 68 ) 。 
> 19. 143 ”对 于 如 下 有 向 图 ， 显 示 程 序 19. 13 计算 出 的 核心 DAG 以 及 传递 闭 包 


3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 


0° 19. 144 将 基于 强 分 量 的 抽 和 象 传递 闭 包 实现 (程序 19. 13) 转换 为 一 个 高 效 的 程序 ， 用 以 

计算 邻接 矩阵 表示 的 有 向 图 的 传递 闭 包 的 邻接 矩阵 ， 要 求 使 用 Gabow 算法 计算 强 分 量 和 改进 
的 Warshall 算法 计算 DAG 的 传递 闭 包 。 
19. 145 进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 图 ( 见 练习 19. 11 ~18)， 估计 核心 DAG 的 期 望 大 小 。 

se 19.146 开发 一 个 随机 图 模型 ， 对 于 含有 较 大 核心 DAG 的 有 向 图 进行 推广 。 你 的 生成 器 必 
须 一 次 产生 一 条 边 ， 但 不 能 使 用 结果 图 的 任何 结构 性 质 。 
19. 147 通过 找 出 强 分 量 和 构建 核心 DAG， 开 发 有 问 图 的 抽象 传递 闭 包 的 一 个 实现 ， 然 后 ， 
回答 以 下 问题 : 如 果 两 个 顶点 是 在 同一 个 强 分 量 中 ， 对 可 达 性 查询 做 出 肯定 性 回答 ， 和 否则 在 
DAG 中 执行 DFS 来 确定 可 达 性 。 


19. 10 ”展望 


在 这 一 章 里 ， 我 们 考虑 了 求解 有 向 图 和 DAG 的 拓扑 排序 、 传 递 闭 包 、 最 短路 径 问 题 的 
一 些 算 法 ， 包括 用 于 找 出 有 向 图 中 的 环 和 强 分 量 的 基本 算法 。 这 些 算法 本 身 有 很 多 重要 应 
用 ， 同 时 也 作为 其 他 更 困难 问题 的 基础 ， 包 括 在 接 下 来 的 两 章 中 所 考虑 的 加 权 图 。 这 些 算 法 
的 最 坏 情况 下 的 运行 时 间 在 表 19-3 中 做 了 总 结 。 


表 19-3 有 向 图 处 理 操作 的 最 坏 情 况 开销 


对 于 随机 图 和 边 随机 将 各 个 顶点 连 向 其 10 个 近邻 之 一 的 图 ， 此 表 总 结 了 本 章 考 虑 的 各 种 有 向 图 处 理 问 题 的 算法 开 
销 (最 坏 情况 下 的 运行 时 间 )。 所 有 开销 假设 使 用 邻接 表 表 示 ; 对 于 邻接 矩阵 表示 ，E 个 元 素 就 变 成 广 个 元 素 ， 例 如 ， 
计算 所 有 点 对 最 短路 径 的 开销 是 上 。 此 线性 时 间 算 法 是 最 优 的 。 因 而 这 些 开 销 将 能 可 靠 地 预测 针对 任何 输入 的 运行 时 
闻 ;， 还 有 一 些 算法 过 度 保守 估计 了 开销 ， 因 而 对 于 某 种 类 型 的 图 ， 运 行 时 间 可 能 会 小 一 些 。 计 算 有 向 图 的 传递 闭 包 的 
最 快 算法 依赖 于 有 向 图 的 结构 ， 特 别 是 其 核心 DAG 的 规模 。 






问题 开 销 算 法 
有 向 图 | 

: 环 检测 E DFS 
传递 闲 包 V(E+V) 从 每 个 顶点 开始 的 DFS 
单 源 点 最 短路 径 ly DFS 
所 有 点 对 最 短路 径 VCE+YV) 从 每 个 顶点 开始 的 DFS 
强 分 量 E Kosaraju .Tarjan 或 Cabow 
传递 财 包 Erviv+x) 核心 DAG 

DAG 

环 验证 E DFS 或 源 点 队列 
拓扑 排序 E DFS 或 源 点 队列 | ， 
传递 闭 包 VCV +E) DFS 本 


传递 闭 包 V(V+X) 。 DFS/ 动 态 规 划 ge 
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特别 是 ， 贯 穿 本 间 的 主题 一 直 是 抽象 传递 闭 包 问题 的 求解 方法 , 我们 希望 在 预 处 理 之 
后 ， 有 一 个 能 够 快速 确定 从 一 个 给 定 顶 点 到 另 一 个 顶点 是 否 存在 有 向 路 径 的 ADT。 尽 管 下 界 
蕴含 着 最 坏 情 况 下 的 预 处 理 开销 大 大 高 于 V， 但 在 19.7 节 所 讨论 的 方法 将 本 章 中 的 几 种 基 
本 方法 结合 起 来 ， 变 成 一 种 简单 方法 ， 为 很 多 类 型 的 有 向 图 提供 了 最 优 性 能 。 一 个 例外 是 笛 
密 DAC。 下 界 表 明 对 于 所 有 图 要 保证 有 更 好 的 性 能 很 难 达 到 ， 但 对 于 实际 中 的 图 ， 可 以 使 
用 这 些 方法 来 得 到 良好 的 性 能 。 

要 开发 一 个 算法 ,使 其 性 能 特征 与 第 1 章 中 稠密 有 向 图 的 合并 - 查找 算法 类 似 ， 这 个 目 
由 男 一 个 顶点 可 达 ， 并 能 开发 一 个 实现 ， 其 中 支持 所 有 操作 在 常量 时 间 内 完成 ( 见 练习 
19. 137 ~ 19. 159)。 如 在 第 1 章 中 所 讨论 的 ， 对 于 无 向 图 可 以 接近 这 个 目标 ,但 对 于 有 向 图 
或 DAG 其 结果 仍然 未 知 。( 即使 对 于 无 向 图 ， 删 除 边 也 是 一 个 难题 。) 这 个 动态 可 达 性 (dy- 
namic reachabijity) 问题 不 仅 是 基本 理论 和 实际 应 用 的 基础 ， 而 且 在 高 级 抽象 的 算法 开发 中 
起 看 关键 的 作用 。 例 如 ， 对 于 最 小 成 本 流 问 题 ， 可 达 性 是 实现 网 络 单 纯 形 算法 问题 的 核心 ， 
具有 更 广泛 应 用 的 解 问题 的 模型 将 在 第 22 章 考虑 。 

处 理 有 回 图 和 DAG 的 很 多 算法 都 有 重要 的 实际 应 用 ， 而 且 得 到 了 深入 研究 。 很 多 图 处 
理 问 题 仍然 需要 开发 高 效 的 算法 。 以 下 列 出 一 些 有 代表 性 问题 。 

支配 者 ”给 定 一 个 DAG， 其 中 所 有 顶点 都 由 一 个 源 点 7 可 达 ， 如 果 从 r 到 :的 每 条 路 径 
都 包含 s， 则 称 顶 点 :支配 顶点 1:。( 特别 是 ， 每 个 顶点 都 支配 自己 )。 除 了 源 点 之 外 的 每 个 顶 
点 2 都 有 一 个 直接 支配 者 (immediate dominator) ， 它 支配 。， 但 不 会 支配 除 v 和 自身 之 外 的 vw 
的 任何 支配 者 。 直 接 支 配 者 的 集合 是 一 棵 树 ， 它 覆盖 了 由 源 点 可 达 的 所 有 顶点 。 可 用 基于 
DFS 的 方法 在 线性 时 间 内 计算 出 支配 者 树 ， 只 需要 使 用 少量 的 辅助 数据 结构 ， 不 过 在 实际 中 
会 使 用 稍 慢 一 点 的 版 本 。 

传递 归 约 ”给 定 一 个 有 向 图 ， 存 在 一 些 与 之 有 相同 传递 闲 包 的 有 向 图 ， 在 所 有 这 些 有 向 
图 中 找 出 边 数 最 少 的 一 个 有 向 图 。 这 个 问题 是 易 解 的 〈 见 练习 19. 154); 但 如 果 将 结果 限制 
为 原 图 的 子 图 ， 则 是 NP- 难 的 。 

有 向 欧 拉 路 径 给 定 一 个 有 向 图 ， 是 否 存 在 连接 两 个 给 定 顶 点 的 一 条 有 向 上 路径 ， 要 求 这 
条 路 径 只 使 用 有 向 图 中 的 每 条 边 一 次 ?问题 很 简单 ， 所 用 论述 过 程 与 我 们 在 无 向 图 中 对 相应 
问题 所 做 的 论述 相同 ， 在 17.7 节 中 讨论 过 【( 见 练习 17. 92)。 

有 向 邮差 问题 ”给 定 一 个 有 疝 图 ， 要 找 出 一 条 边 数 最 少 的 有 癌 回 路 ， 要 求 使 用 图 中 的 每 
条 边 至 少 一 次 (人 允许 多 次 使 用 边 )。 我 们 将 在 22.7 节 看 到 ， 这 个 问题 可 归 约 到 最 小 成 本 流 
问题 ， 因 此 它 是 易 解 的 。 

有 向 哈密 顿 路 径 找 出 一 个 有 癌 图 中 的 最 长 简单 有 向 路 径 。 这 个 问题 是 NP- 难 的 ， 但 如 
果 有 问 图 是 DAG， 则 是 简单 的 ( 见 练习 19. 116 ) 。 
“ 单 连 通 子 图 如 果 任 意 顶 点 对 之 间 至 多 存在 一 条 有 向 路 径 ， 则 称 一 个 有 加 图 是 单 连通 的 
(uniconnected) 。 给 定 一 个 有 向 图 和 一 个 整数 k， 确 定 是 否 存在 至 少 有 上 条 边 的 一 个 单 连 通 子 
图 。 对 于 一 般 和 上， 这 个 问题 已 知 是 NP- 难 的 。 

反馈 顶点 集 ”确定 一 个 给 定 有 向 图 是 和 否 存在 至 多 天 个 顶点 的 子 集 ， 它 至 少 包 含 来 目 G 的 
每 个 有 向 环 中 的 一 个 顶点 ， 这 个 问题 已 知 是 NP- 难 的 。 

偶 环 ”确定 一 个 给 定 有 向 图 是 否 存在 长 度 为 偶数 的 环 。 在 17. 8 节 已 经 提 到 ， 这 个 问题 
尽管 不 是 难 解 的 ， 也 很 难 求解 ， 以 至 于 还 没有 人 能 够 设计 一 个 在 实际 中 可 用 的 算法 。 

正如 对 无 向 图 一 样 ， 大 量 的 图 处 理 问题 已 经 得 到 研究 ， 而 且 要 确定 一 个 问题 是 否 是 简单 
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还 古 难 解 的 ， 和 常常 是 一 种 挑战 ( 见 17.8 节 )。 正 如 贯穿 本 章 的 结论 ， 我 们 所 发 现 的 关于 有 
向 图 的 一 些 结论 表达 了 更 一 般 的 数学 现象 ， 很 多 算法 也 在 不 同 于 工作 的 层面 应 用 于 各 个 抽象 
层次 中 。 一 方面 ， 难 解 性 的 概念 表明 ， 在 寻求 能 够 保证 高 效 求 解 某 些 问题 的 高 效 算法 时 ， 可 
能 遇见 基础 性 的 障碍 。 另 一 方面 ， 本 章 描述 的 经 典 算法 都 极其 重要 ， 而 且 应 用 广泛 。 因 为 它 
们 已 经 给 出 了 常见 实际 问题 的 高 效 解决 方案 ， 和 否则 这 些 问题 将 会 很 难 求解 。 

练习 


19. 148 ”修改 程序 17. 13 和 17. 14 ， 实 现 打 印 有 向 图 中 一 条 欧 拉 路 径 的 ADT 函数 〈 如 果 这 
条 路 径 存 在 的 话 ) 。 解 释 需 要 对 代码 所 做 的 补充 或 修改 的 作用 。 
> 19.149 表 出 以 下 有 向 图 的 支配 者 树 。 
3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-0 2-9 0-6 4-9 2-6 
6-4 1-5 8-2 9-0 8-3 4-5 2-3 1-6 3-5 7-6 
ee 19. 150 编写 一 个 ADT 函数 ， 它 使 用 DFS 来 创建 给 定 有 向 图 的 支配 者 树 的 父 链接 表示 ( 见 
第 5 部 分 参考 文献 ) 。 
co 19. 151 找 出 如 下 有 向 图 的 传递 归 约 


4 7-8 0-5 5-2 3-0 2-9 0-6 4-9 2-6 
1-2 8-2 9-0 8-3 4-5 2-3 1-6 3-5 7-6 


e 19. 152 找 出 与 如 下 有 向 图 有 相同 传递 闭 包 的 一 个 子 图 ， 且 使 该 子 图 中 的 边 数 最 少 。 
3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-0 2-9 0-6 4-9 2-6 | 
6-4 1-5 8-2 9-0 8-3 4-5 2-3 1-6 3-5 7-6 
5 19. 153 证 明 每 个 DAG 有 唯一 的 传递 归 约 ， 并 给 出 计算 DAG 的 传递 归 约 的 一 个 高 效 的 
ADT 顺 数 实现 。 
。 19. 154 编写 一 个 计算 传递 归 约 的 有 向 图 的 ADT 机 数 。 
19. 155 给 出 一 个 确定 给 定 有 向 图 是 否 是 单 连通 的 算法 。 你 的 算法 的 最 坏 情 况 运 行 时 间 应 
该 与 VE 成 正比 。 
19. 156 找 出 如 下 有 向 图 的 最 大 单 连通 子 图 
7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-0 2-9 0-6 4-9 2-6 
-2 9-0 8-3 4-5 2-3 1-6 3-5 7-6 
> 19. 157 ”开发 一 个 有 加 图 ADT 的 函数 包 ， 从 边 数组 构造 一 个 图 ,支持 插 和 人 一 条 边 、 删 除 一 
条 边 、 检 查 两 个 顶点 是 否 在 同一 个 强 分 量 中 ， 使 得 在 最 坏 情况 下 构造 、 插 人、 删除 都 需 线性 
时 间 ， 强 连通 性 查询 需要 常量 时 间 。 
o 19. 158 求解 练习 19. 157， 要 求 插入 、 删 除 和 强 连通 性 查询 所 需 时 间 在 最 坏 情况 下 都 与 
log V 成 正比 。 
see 19. 159 求解 练习 19. 157， 要 求 插入 、 删 除 和 强 连通 性 查询 所 需 时 间 为 近似 常量 (类 似 于 
无 向 图 中 连通 性 的 合并 -查找 算法 ) 。 
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很 多 应 用 需要 一 个 图 模型 ， 其 中 每 条 边 上 关联 权 值 (weight) 或 成 本 (cost)。 在 一 个 航 
线 图 中 ， 其 中 边 表示 航线 ， 权 值 可 能 表示 距离 或 费用 。 在 一 个 电路 中 ， 边 表示 电线 ， 权 值 可 
能 表示 电线 的 长 上 度 、 也 可 能 表示 信号 通过 它 传播 的 成 本 或 时 间 。 在 作业 调度 问题 中 ， 权 值 可 
能 表示 执行 任务 或 等 待 任务 完成 的 时 间或 成 本 。 

在 这 种 情况 下 ， 自 然 地 出 现 了 成 本 最 小 化 的 问题 。 我 们 考察 这 两 种 问题 的 算法 : ( 1 ) 找 
出 将 所 有 点 连接 起 来 的 最 小 成 本 ; 〈) 找 出 两 个 给 定点 之 间 的 最 小 成 本 的 路 径 。 第 一 类 算 
法 在 无 铝 图 中 (表示 诸如 电路 等 对 象 ) 是 有 用 的 ， 即 寻找 最 小 生成 树 〈minimum spanning 
tree) ， 这 类 算法 是 本 章 的 主题 。 第 二 类 算法 对 有 向 图 (表示 诸如 航线 图 等 对 象 ) 很 有 用 ， 
即 寻 找 最 短路 径 (shortest path) 问题 ; 这 类 算法 是 第 21 章 的 主题 。 除 了 电路 和 地 图 应 用 之 
外 ， 这 些 算法 还 有 广泛 的 应 用 ， 可 以 扩展 到 加 权 图 上 出 现 的 大 量 问 题 。 

在 我 们 研究 处 理 加 权 图 的 算法 时 ， 直 觉 上 常常 将 权 值 作为 距离 : 我 们 谈 到 “与 x 最近 的 
顶点 ”， 诸 如 此 类 的 说 法 。 实 际 上 ， 术 语 “ 最 短路 径 ” 包 含 了 这 种 狭义 的 认识 。 尽 管 在 大 量 
应 用 中 我 们 确实 要 用 到 距离 ， 而 且 尽 管 在 理解 基本 算法 时 几何 直观 性 具有 好 处 ， 我 们 还 是 要 
记 住 权 值 并 不 需要 与 距离 成 正比 ; 它们 可 能 表示 时 间 、 成 本 或 完全 不 同 的 变量 。 实 际 上 ， 我 
们 将 在 第 21 章 看 到 ， 最 短路 径 问 题 中 的 权 值 其 至 可 以 是 负 值 。 

在 描述 算法 和 示例 中 要 求 这 样 的 直觉 ， 同 时 还 要 保持 一 般 的 应 用 性 ， 我 们 使 用 模糊 术 
语 ， 交 替 地 使 用 边 长 度 和 权 值 。 当 我 们 谈 到 一 条 “ 短 ” 边 时 ， 意 思 是 “ 权 值 较 小 ”的 边 ， 
如 此 等 等 。 对 于 本 章 中 的 大 多 数 例子 ,使 用 与 两 个 顶点 之 间距 离 成 正比 的 权 值 ， 如 图 20-1 
所 示 。 这 样 的 图 对 于 示例 很 方便 ， 因 为 不 需要 对 边 编 号 ,仍然 可 以 一 眼看 出 较 长 的 边 相 对 于 
较 短 的 边 有 较 大 的 权 值 。 在 权 值 确实 表示 距离 时 ， 可 以 考虑 通过 结合 几何 性 质 获得 高 效 的 瘟 
法 ( 见 20.7 节 和 21.5 节 )。 除 有 特别 说 明 ， 我 们 所 考虑 的 算法 只 是 简单 的 处 理 边 ， 并 没有 
利用 任何 隐 含 的 几何 信息 〈 见 图 20-2) 。 
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图 20-1 加 权 无 向 图 及 其 MST 图 20-2 ”任意 权 值 
加 权 无 向 图 是 一 组 加 权 边 。MST 为 连接 所 有 项 在 此 例 中 ， 权 值 是 任意 的 ， 而 且 与 所 画图 表示 的 几何 性 
点 且 总 权 值 最 小 的 一 组 边 ( 边 表 中 以 黑体 显示 ， ” 质 完全 没有 关系 。 这 个 例子 也 说 明了 如 果 边 上 的 权 值 可 以 相 
图 示 中 以 粗 边 表示 )。 在 此 特定 的 图 中 ， 权 值 与 顶 等 ， 那 么 MST 不 一 定 是 唯一 的 : 我 们 将 3-4 包含 进去 就 得 到 
点 之 间 的 距离 成 正比 ， 但 我 们 考虑 的 基本 算法 造 合 一 个 MST， 将 0-5 包含 进去 则 得 到 另 一 个 MST (尽管 7-6 也 
于 一 般 图 ， 对 权 值 不 做 假设 ( 见 图 20-2)。 有 与 这 两 条 边 相 同 的 权 值 ， 但 它 不 在 MST 中 )。 
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找 出 任意 加 权 无 向 图 中 的 最 小 生成 树 问 题 有 很 多 重要 的 应 用 ， 而 且 求 解 此 问题 的 算法 至 
少 从 20 世纪 20 年 代 就 已 经 出 现 ; 但 实现 的 效率 却 大 相 径 庭 ， 而 且 研 究 人 员 仍 在 寻求 更 好 的 
方法 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 考察 在 概念 层次 上 易于 理解 的 三 个 经 典 算法 ; 在 20.3 ~20.5 节 将 
考察 每 种 算法 的 详细 实现 ; 在 20.6 节 ， 我 们 对 这 些 基本 方法 进行 比较 和 改进 。 

定义 20.1 加 权 图 的 一 棵 最 小 生成 树 (minimum spanning tree，MST) 是 一 棵 生成 树 ， 
其 权 值 ( 边 上 的 权 值 之 和 ) 不 大 于 任何 其 他 生成 树 的 权 值 。 

如 果 边 权 值 都 是 正 值 ， 将 MST 定义 为 连接 所 有 顶点 的 总 权 值 最 小 的 一 组 边 就 足够 了 。 
因为 这 样 的 一 组 边 必 定形 成 一 棵 生成 树 。 定 义 中 包含 了 生成 树 的 条 件 ， 因 而 它 可 用 于 可 能 含 
有 负 边 权 值 的 图 ( 见 练习 20. 2 和 练习 20. 3)。 

如 果 边 上 的 权 值 可 以 相等 ， 最 小 生成 树 可 能 不 是 唯一 的 。 例 如 ， 图 20-2 显示 的 图 中 有 
两 个 不 同 的 生成 树 。 权 值 相 等 的 可 能 性 也 使 我 们 对 某 些 算法 的 描述 和 正确 性 证 明 变 得 复杂 
化 。 我 们 必须 仔细 考虑 权 值 相等 的 情况 ， 因 为 在 应 用 中 这 是 很 常见 的 ， 而 且 在 出 现 权 值 相 等 
的 情况 时 ， 我 们 希望 知道 算法 也 能 够 正确 操作 。 

不 仅 可 能 存在 不 止 一 个 MST， 而 且 这 一 术语 也 并 没有 完全 涵盖 以 下 概念 : 我 们 最 小 化 的 
是 权 值 ， 而 不 是 使 树 本 身 最 小 化 。 描 述 一 棵 特定 树 的 合适 的 形容 词 是 最 小 的 《〈minimal) (有 
最 小 权 值 的 一 棵 树 ) 。 由 于 这 些 原 因 ， 很 多 作者 使 用 准确 的 术语 ， 像 “最 小 生成 树 ” 或 “最 
小 权 值 生成 树 ”。 缩 写 MST 是 最 为 常用 的 ， 普遍 认为 它 涵盖 了 其 中 的 基本 概念 。 

然而 ， 对 于 边 上 权 值 可 能 相等 的 网 络 ， 在 描述 其 上 的 算法 时 ， 为 了 避免 混淆 ， 特 别 注意 
准确 地 使 用 以 下 术语 ， 即 “最 小 的 ”表示 “有 最 小 权 值 的 边 ” (在 某 个 特定 集合 的 所 有 边 
中 ) ,“ 最 大 的 ”表示 “有 最 大 权 值 的 边 ”。 也 就 是 说 ， 如 果 边 上 权 值 互 不 相同 ， 最 小 边 即 为 
最 短 边 〈 且 是 唯一 最 小 边 ) ; 但 是 如 果 有 多 于 一 条 的 最 小 权 值 的 边 ， 其 中 任何 一 条 都 可 以 是 
最 小 边 。 

本 章 只 处 理 无 向 图 。 在 有 向 图 中 找 出 最 小 权 值 有 向 生成 树 的 问题 是 另 一 个 问题 ， 而 且 更 
困难 。 

对 于 MST 问题 已 经 开发 了 几 种 经 典 的 算法 。 这 些 方法 是 本 书 中 最 古老 且 最 知名 的 算法 。 
以 前 曾 看 到 ， 经 典 方法 提供 了 一 种 一 般 方法 ， 但 是 现代 算法 和 数据 结构 可 以 给 出 简洁 且 高 效 
的 实现 。 实 际 上 ， 这 些 实现 提供 了 令 人 信服 的 示例 ， 说 明了 精心 进行 ADT 设计 和 正确 选择 
基本 ADT 数据 结构 及 算法 实现 在 解决 越 来 越 困 难 的 算法 学 问题 上 的 有 效 性 。 
练习 
20.1 假设 一 个 图 中 的 权 值 是 正 数 。 证 明 可 以 通过 对 所 有 权 值 加 上 一 个 常量 或 乘 以 一 个 常 
量 对 权 值 进行 重新 调整 ， 而 不 影响 MST， 假 如 调整 权 值 是 正 数 。 

20.2 ”如果 边 上 的 权 值 是 正 数 ， 表 明 将 所 有 顶点 连接 起 来 的 一 组 边 如 果 其 上 权 值 之 和 为 不 
大 于 另外 一 组 边 〈 将 所 有 顶点 连接 起 来 ) 上 的 权 值 之 和 ， 那 么 这 组 边 为 MST。 

20.3 说明 练 习 20. 2 中 所 阐述 的 性 质 ， 对 于 包含 负 权 值 的 图 也 成 立 。 假 定 不 存在 所 有 边 都 
为 非 正 权 值 的 负 环 。 

0 20.4 如 何 找 出 加 权 图 的 一 个 最 大 生成 树 ? 

> 20.5 说 明 如 果 图 中 所 有 边 上 的 权 值 互 不 相同 ， 那 么 MST 是 唯一 的 。 

> 20.6 考虑 断言 : 一 个 图 中 有 唯一 的 MST， 仅 当 其 边 上 的 权 值 互 不 相同 ， 给 出 它 的 一 个 证 
” 明 或 给 出 一 个 反例 。 : 

s 20. 7 假设 图 中 有 :<V 条 边 有 相同 的 权 值 ， 其 他 边 上 的 权 值 都 不 相同 。 给 出 该 图 可 能 有 的 
不 同 MST 数目 的 上 界 和 下 界 。 
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20. 1 表示 


在 这 一 章 里 ,我 们 主要 关注 加 权 无 向 图 ， 这 是 MST 问题 最 自然 的 应 用 环境 。 对 第 17 章 
的 基本 图 表示 进行 扩展 来 表示 加 权 图 很 直接 : 在 邻接 矩阵 表示 中 ， 和 矩阵 可 以 包含 边 权 值 ， 而 
不 是 布尔 值 ; 在 邻接 表 表 示 中 ， 可 以 在 表 元 素 中 增加 一 个 表示 边 上 权 值 的 域 。 

在 我 们 例子 中 ， 我 们 一 般 假 设 边 的 权 值 为 0 和 1 之 间 的 实数 。 这 个 假设 并 不 与 应 用 中 需 
要 的 各 种 其 他 选择 发 生 矛 盾 。 因 为 可 以 显 式 或 隐 式 重新 调整 权 值 以 适合 这 个 模型 ( 见 练习 
20. 1 和 练习 20.8) 。 例 如 ， 如 果 权 值 是 小 于 一 个 已 知 最 大 值 的 正 整 数 ， 可 以 将 它们 除 以 该 最 
大 值 ， 将 它们 转换 为 0 和 1 之 间 的 实数 。 

我 们 使 用 在 第 17 章 所 用 的 同一 基本 图 ADT 接口 〈 见 程序 17.1)， 只 是 要 在 边 数据 类 型 
中 添加 一 个 权 值 域 ， 如 下 : 


typedef struct { int v; int w; double wt; } Edge; 
Edge EDGE(int, int, double); 


为 了 避免 简单 类 型 过 多 ， 本 章 和 第 21 章 使 用 double 类 型 表示 边 权 值 的 类 型 。 如 果 希 望 这 样 
做 ,我 们 就 能 构建 一 个 更 一 般 的 ADT 接口 ， 并 使 用 任何 支持 加 、 减 和 比较 的 数据 类 型 ， 因 
为 我 们 常常 只 是 对 权 值 求 和 并 基于 其 值 作出 决策 ， 对 权 值 并 不 做 其 他 工作 。 在 第 22 章 中 ， 
算法 主要 关注 的 是 比较 边 权 值 的 线性 组 合 ， 茶 些 算法 的 运行 时 间 依 赖 于 权 值 的 算术 性 质 ， 因 
此 ， 我 们 会 切换 到 整数 权 值 以 便 更 简单 地 分 析 算 法 。 

我 们 使 用 观察 哨 权 值 来 指示 不 存在 的 边 。 另 一 种 直接 方法 是 使 用 标准 邻接 和 矩阵 来 指示 边 
是 否 存 在 ， 且 使 用 一 个 平行 矩阵 来 保存 权 值 。 有 了 观察 哨 ， 很 多 算法 都 不 需要 显 式 检查 边 是 
否 存在 。 图 10. 3 显示 了 我 们 的 示例 图 的 邻接 矩阵 表示 ; 程序 20. 1 给 出 了 邻接 矩阵 表示 的 加 
权 图 ADT 的 实现 细节 。 它 使 用 了 一 个 分 配 和 矩阵 权 值 的 辅助 函数 ， 并 用 观察 哨 权 值 填充 和 矩阵。 
揪 人 一 条 边 要 将 权 值 存放 在 和 矩阵 的 两 个 地 方 ， 因 为 边 有 两 个 方向 。 指 示 边 不 存在 的 观察 哨 权 
值 大 于 其 他 所 有 权 值 ， 而 不 是 0， 这 表示 长 为 0 的 边 〈 另 一 种 选择 是 不 允许 长 度 为 0 的 边 ) 。 
类 似 于 面向 不 加 权 图 使 用 邻接 矩阵 表示 的 算法 ,使 用 这 种 表示 的 算法 的 运行 时 间 与 VY 成 正 
比 〈 初 始 化 矩阵 ) 或 更 高 。 

类 似 地 ， 程 序 20. 2 给 出 了 邻接 表 表 示 的 加 权 图 ADT 的 实现 细节 。 顶 点 索引 的 数组 将 每 
个 顶点 与 该 顶点 依附 边 的 一 个 链表 关联 。 每 个 表 结 点 表示 一 条 边 ， 且 包含 一 个 权 值 。 图 20- 
3 显示 了 示例 图 的 一 种 邻接 表 表 示 。 


程序 20. 1 加权 图 ADT ( 邻接 和 矩阵 ) 


对 于 稠密 加 权 无 向 图 ， 我 们 使 用 权 值 矩 阵 ， 其 v 行 、.w 列 和 w 行 、v 列 处 的 元 素 售 有 边 
v-w 上 的 权 值 。 观 察 哨 值 maxWT 表示 边 不 存在 。 此 段 代 码 假设 边 权 值 的 类 型 为 double， 并 使 
用 辅助 例 程 MATRIXdouble 来 分 配 一 个 了 xy 的 权 值 数 组 ， 其 所 有 元 素 初 始 化 为 maxWT ( 见 
程序 17.4) 。 要 修改 这 段 代码 用 于 加 权 有 向 图 ADT 实现 〈 见 第 21 章 ) ， 删 除 GRAPHinsertE 
的 最 后 一 行 。 

#include <stdlib.h> 

#incliude "GRAPH.h" 

struct graph { int V; int E; double **adj; }; 

Graph GRAPHinit (int V) 

{ int v; 
Graph G = malloc (sizeof *G); 
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G->adj = MATRIXdouble(V, V, maxWT); 
G->V = Vi G->E = 0; 
return G&; 

} 

void GRAPHinsertE(Graph G, Edge e) 

{ 
if (G->adj[e.vi[e.w] == maxWT) G->E++， 
G->adj [e.v] [e.w]j = e.wt; 
G->adj [e.w]j[e.v] = e.wt; 
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图 20-3 ”加权 图 表示 (无 向 ) 

在 这 两 种 加 权 无 向 图 的 标准 表示 中 ， 每 边 表 示 中 都 包含 权 值 。 使 用 图 20-1 中 所 示 的 图 说 明了 其 邻接 算 阵 表示 〔 左 
图 ) 和 邻接 表 表 示 ( 右 图 )。 和 邻接 给 阵 是 对 称 的 ， 邻 接 表 中 包含 每 条 边 的 两 个 结 点 ， 这 与 无 权 有 向 图 一 样 。 不 硝 在 的 
边 在 矩阵 中 用 观察 哨 值 (图 中 用 星 号 指示 ) 表示 ， 而 在 表 中 则 根本 不 会 出 现 。 在 此 所 示 的 两 个 表示 中 都 没有 自 环 ， 因 
为 如 果 没 有 自 环 MST 会 简单 一 些 ; 处 理 加 权 图 的 其 他 算法 会 用 到 自 环 《 见 第 21 章 )。 

与 无 问 图 表示 一 样 ， 在 上 述 的 任何 一 种 表示 中 ， 我 们 并 不 显 式 地 检查 平行 边 。 了 取决 于 应 
用 ,我 们 可 能 会 改变 邻接 和 矩阵 表示 ， 以 保存 最 小 权 值 或 最 大 权 值 的 平行 边 ， 或 者 有 效 地 将 平 
行 边 合并 为 带 有 其 权 值 之 和 的 一 条 边 。 在 邻接 表 表 示 中 ， 可 以 允许 平行 边 在 数据 结构 中 存 
在 ,或 者 使 用 上 面 描述 的 关于 邻接 矩阵 的 规则 之 一 ， 来 构建 更 强大 的 数据 结构 以 消除 平行 边 
( 见 练习 17. 47)。 


程序 20.2 加 权 图 ADT ( 邻接 表 ) 


此 邻接 表 表 示 适 合 于 稀疏 加 权 无 向 图 。 与 在 加 权 无 向 图 中 一 样 ， 每 条 边 用 两 个 表 结 点 表 
示 ， 分 别 在 这 条 边 各 个 顶点 的 相应 邻接 表 中 。 为 了 表示 这 些 权 值 ， 在 表 结 点 域 漆 加 一 个 权 
值 域 。 

这 个 实现 并 没 检查 重复 边 。 除 了 要 考虑 无 权 图 的 这 些 因 素 之 外 ， 还 要 做 出 一 个 设计 决 
策 ， 是 否 允 许 连 接 同 一 对 顶点 的 多 条 边 有 不 同 权 值 ， 这 种 情况 适合 于 某 些 应 用 。 

要 修改 此 段 代 码 用 于 加 权 有 向 图 的 ADT 实现 ，( 见 第 21 章 ) ， 删 除 添 加 从 v 到 w 的 边 的 
相应 代码 行 (删除 GRAPHinsertE 的 倒数 第 二 行 ) 


#include "GRAPH.h" 
typedef struct node *link; 
struct node { int v: double wt; link next; }; 
struct graph { int Vi int E; link *adj; }; 
link NEW(int v, double wt, link next) 
{ link x = malloc(sizeof *xXx); 
X—>V = Vi xX->wt = wt; x->next = next,; 
return xXx; 
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} 
Graph GRAPHinit (int V) 
{ int i; 
Graph G = malloc(sizeof *G); 
G->adj = malloc(V*+sizeotf (link)); 
G->V = Vi G->E = 0; 


for (i = 0; i < Vi i++) G->adj[i] = NULL; 
return G; 
} 
void GRAPHinsertE(Graph G, Edge e) 
{ link t: 
int V= e.Vv, JW = e.Ww: 
if (v == w) return: 


G->adj[v] = NEW(w, e.wt, G->adj[v]); 
G->adj[w] = NEW(v, e.wt, G->adj [w] ) ; 
G->E++，; 


} 





如 何 表示 MST 自身 呢 ? 图 G 的 MST 是 G 的 一 个 子 图 ， 也 是 一 棵 树 ， 因 此 有 很 多 选择 。 
主要 包括 : 

e 图 

。 边 链表 

e 边 数 组 

e 有 父 链接 的 顶点 索引 的 数组 
对 于 图 20-1 中 的 示例 MST， 图 20-4 展示 了 这 些 选 择 。 另 一 种 选择 是 定义 并 使 用 树 的 ADT。 

对 于 任何 一 种 模式 ， 同 一 棵 树 都 可 能 有 多 种 不 同 的 表示 。 在 边 表 表 示 中 边 是 按照 何 种 顺 
序 出 现 的 ? 在 父 链接 表示 中 应 该 选择 哪个 结 点 作为 根 结 点 〈 见 练习 10. 15)? 一 般 而 言 ， 当 
运行 一 个 MST 算法 时 ， 所 得 特定 MST 表示 与 所 用 算法 有 关 ， 而 不 能 反映 MST 的 任何 种 要 
特征 。 
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图 20-4 MST 表示 

此 图 描述 了 图 20-1 中 的 MST 的 各 种 表示 。 最 直接 的 表示 是 边 表 ， 没 有 特定 的 顺序 ( 左 图 )。MST 也 是 一 个 稀 足 
图 ， 可 以 用 邻接 表 表 示 (中 图 )。 最 简洁 的 表示 是 父 链接 表示 : 选择 其 中 一 个 顶点 作为 根 ， 并 保存 两 个 顶点 索引 的 数 
组 ， 一 个 用 于 存放 树 中 每 个 顶点 的 父 结 点 ， 另 一 个 用 于 存放 从 一 个 顶点 到 其 父 结 点 的 边 上 的 权 值 ( 吉 图 )。 树 的 方向 
( 根 顶 点 的 选择 ) 是 任意 的 ， 不 是 MST 的 性 质 。 我 们 可 以 在 线性 时 间 内 从 任何 一 种 表示 转换 为 别 一 种 表示 。 

从 算法 的 观点 来 看 ， 选 择 MST 的 表示 没有 太 多 意义 。 因 为 我 们 可 以 很 容易 地 将 每 种 表 
示 转 换 为 另 一 种 表示 。 要 从 图 表示 转换 为 边 数组 表示 ， 可 以 使 用 图 ADT 中 的 GRAPHedges 
隙 数 。 要 从 数组 st 的 父 链接 表示 转换 为 边 数 组 放 在 数组 mst 中 ， 可 以 使 用 如 下 简单 循环 


for (k = 1; k < G~>V; k++) mst[k] = EDGE(k, st [xj ); 
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这 个 代码 对 应 根 结 点 为 0 的 MST 典型 情况 ， 它 不 会 将 虚拟 边 0-0 放 入 MST 的 边 表 中 。 

这 两 种 转换 很 容易 ， 但 如 何 将 边 数组 表示 转换 为 父 链 接 表示 呢 ? 还 有 一 些 基 本 工具 可 以 
完成 容易 地 完成 这 项 任务 : 使 用 类 似 于 上 面 给 出 的 循环 ， 可 以 转换 到 图 表示 ( 变 成 对 于 每 
条 边 调用 GRAPHinsert) ， 然 后 从 任何 顶点 开始 运行 DFS， 在 线性 时 间 内 计算 出 DFS 树 的 父 
链接 表示 。 

简 而 言 之 ， 选 择 MST 的 表示 对 于 算法 而 言 是 一 件 便利 的 事情 。 依 赖 于 应 用 的 需要 ， 我 
们 可 以 增加 包装 髓 函数 ， 使 客户 程序 具有 所 需 的 灵活 性 。 对 于 我 们 考虑 的 一 些 算 法 ， 父 链接 
表示 更 目 然 一 些 ; 而 对 于 其 他 算法 ， 其 他 表示 更 自然 一 些 。 本 章 的 目标 是 开发 能 够 支持 图 
ADT 峭 数 GRAPHmst 的 高 效 实现 ; 并 不 指定 接口 细节 ， 从 而 为 满足 客户 需要 的 简单 封装 函数 
留 出 灵活 性 ， 同 时 又 允许 每 个 算法 以 自然 的 方式 产生 MST 的 实现 (例如 ， 见 练习 20. 18 ~ 
20. 20 ) 。 
练习 

> 20.8 构建 一 个 使 用 整数 权 值 的 图 ADT， 但 记录 图 中 最 小 和 最 大 权 值 并 包含 一 个 总 是 返回 
0 ~1 之 间 的 数 的 ADT 函数 。 

> 20. 9 修改 程序 17.7 中 的 稀疏 随机 图 生成 器 ， 有 一 个 随机 权 值 (0 ~1 之 间 )。 

> 20. 10 ”修改 程序 17. 8 中 的 稠密 随机 图 生成 器 ， 给 每 条 边 赋 以 一 个 随机 权 值 (0 ~1 之 间 ) 。 


20. 11 编写 一 个 产生 随机 加 权 图 的 程序 ， 和 xwY 网 格 上 的 顶点 与 近邻 连接 起 来 
(如 图 19-3， 但 无 向 ) ， 每 条 边 赋 以 0 ~ 1 之 间 的 随机 权 值 。 
20. 12 编写 一 个 产生 随机 完全 图 的 程序 ， 由 高 斯 分 布 来 选择 图 中 的 权 值 。 

® 20. 13 ”编写 一 个 产生 平面 上 VY 个 随机 点 的 程序 ， 然 后 构建 一 个 加 权 图 ， 将 平面 上 给 定 距离 
d 内 的 每 对 顶点 连接 起 来 ， 其 边 上 的 权 值 即 为 该 距离 。( 见 练 习 17. 60) 确定 如 何 设置 4， 使 
得 边 的 期 望 值 为 5。 

e 20. 14 找 出 一 个 大 型 的 在 线 加 权 图 ， 可 以 是 带 有 距离 的 地 图 、 带 有 成 本 的 电话 连接 ,或 者 
20. 15 编写 一 个 8 x8 和 矩阵， 要 求 包 含 图 20-1 中 图 的 MST 的 所 有 方向 的 父 链接 表示 ， 要 求 
将 以 i 为 根 的 树 的 父 链 接 表 示 放 在 矩阵 的 第 i 行 中 。 - 

> 20. 16 ”对 于 程序 20. 1 和 程序 20.2 中 的 邻接 矩阵 和 邻接 表 的 实现 ， 向 其 中 添加 GRAPH- 
scan 、CRAPHshow 和 GRAPHedges 晒 数 。 

> 20. 17 ”提供 程序 20. 1 中 所 用 的 MATRIXdouble 函数 的 一 种 实现 。 

>20. 18 假设 函数 GRAPHmstE 可 在 数组 mst 中 产生 MST 的 一 个 边 数 组 表示 。 在 图 ADT 中 添 
加 ADT 晒 数 GRAPHmst， 要 求 调用 GRAPHmstE， 但 将 该 MST 的 父 链 接 表 示 放 在 一 个 数组 中 ， 
该 数组 由 客户 程序 作为 参数 传递 。 

co20.19 假设 六 数 CRAPHmstV 可 在 数组 st 中 产生 MST 的 一 个 父 链接 表示 ， 与 另 一 数组 wt 中 
的 权 值 相 对 应 。 在 图 ADT 中 添加 ADT 函数 GRAPHmst， 要 求 调用 GRAPHmstV ， 但 将 该 MST 
的 边 数 组 表示 放 在 一 个 数组 中 ， 该 数组 由 客户 程序 作为 参数 传递 。 

> 20. 20 定义 树 的 tree ADT。 然 后 在 练习 20. 19 的 假设 之 下 ,向 图 ADT 中 添加 一 个 调用 
GRAPHmst 但 在 Tree 中 返回 该 MST 的 ADT 阴 数 。 


20.2 MST 算法 的 基本 原理 
MST 是 本 书 中 过 到 的 研究 最 为 深入 的 问题 之 一 。 在 现代 数据 结构 和 研究 算法 性 能 的 现代 
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技术 之 前 ， 研 究 此 问题 的 基本 方法 已 有 很 长 历史 。 当 时 找 出 含有 数 千 条 边 的 图 的 MST 是 一 
项 琼 手 的 任务 。 我 们 将 会 看 到 ， 几 种 新 的 MST 算法 与 以 往 的 算法 在 针对 基本 任务 的 使 用 和 
现代 算法 和 数据 结构 的 实现 上 有 所 不 同 ， 而 这 (与 现代 计算 能 力 的 结合 ) 使 我 们 有 可 能 计 
算出 有 数 百 万 其 至 数 十 亿 条 边 的 MST。 

树 所 定义 的 性 质 之 一 〈 见 5.4 节 ) 就 是 向 树 中 添加 一 条 边 会 创建 一 个 环 。 这 个 性 质 是 我 
们 将 要 考虑 的 证 明 MST 的 两 个 基本 性 质 的 基础 。 我 们 遇 到 的 所 有 算法 都 是 基于 这 两 个 性 质 
或 其 中 一 个 性 质 。 

我 们 称 第 一 个 性 质 为 割 性 质 (cut property)， 此 性 质 必定 能 识别 出 
在 给 定 图 的 MST 中 的 边 。 接 下 来 定义 几 个 图 论 中 的 基本 术语 ， 然 后 简洁 
阐述 这 个 性 质 ， 如 下 : 

定义 20.2 图 中 的 割 (cut) 是 将 顶点 分 为 两 个 不 相交 集 的 一 个 划 
人 分。 交叉 边 (crossing edge) 是 将 其 中 一 个 集合 中 的 顶点 与 另 一 个 集合 
中 的 顶点 连接 起 来 的 边 。 

我 们 有 时 通过 指定 顶点 集 来 指定 一 个 割 ， 这 和 理 含 着 假设 : 割 包含 了 
那个 顶点 集 和 它 的 补 集 。 一 般 地 ， 我们 使 用 的 割 ， 其 中 两 个 集合 都 非 
空 。 和 否则 ， 就 不 存在 交叉 边 。 

性 质 20.1 ( 割 性 质 ) 给 定 图 的 任意 一 个 割 ， 每 条 最 小 的 交叉 边 属 
于 图 的 某 个 MST 中 ， 且 每 个 MST 包含 一 条 最 小 交叉 边 。 

证 明 ”用 反 证 法 。 假 设 e 是 一 条 不 在 任何 MST 中 的 最 小 交叉 边 ， 且 
设 了 是 任意 一 个 MST; 或 假设 了 是 一 个 不 包含 最 小 交叉 边 的 MST， 且 。 
是 任意 一 条 最 小 交叉 边 。 无 论 哪 一 种 情况 ，7 了 都 是 一 个 不 含 最 小 交叉 边 
e 的 MST。 现 在 考虑 回 了 添加 e 所 形成 的 图 。 此 图 含有 包含 e 的 环 ， 和 而且 
该 环 必定 至 少 包 含 男 一 条 交叉 边 ， 比 如 说 f， 其 权 值 等 于 或 大 于 ee (因为 
e 是 最 小 的 ) 。 删 除 /并 添加 e， 可 以 得 到 一 棵 权 值 相等 或 更 小 的 生成 树 。 
这 要 么 与 了 的 最 小 性 相 巴 盾 ， 要 人 么 与 假设 e 不 在 了 中 相 夏 居 。 加 

如 果 图 中 边 的 权 值 互 不 相同 ， 则 有 唯一 MST; 由 割 性 质 可 得 每 个 割 
的 最 短 交 叉 边 必定 在 MST 中 。 当 出 现 权 值 相等 的 情况 时 ， 可 能 会 有 多 个 
最 小 交叉 边 。 至 少 其 中 之 一 会 在 任何 给 定 的 MST 中 ， 其 他 最 小 交叉 边 可 
能 出 现在 MST 中 ， 也 可 能 不 出 现在 MST 中 。 

图 20-5 展示 了 荐 的 这 一 性 质 的 几 个 例子 。 注 意 ， 最 小 边 会 是 连接 这 
两 个 集合 的 唯一 MST 的 边 ， 这 一 点 并 不 作 要 求 。 实 际 上 ， 对 于 典型 的 
割 ， 存 在 几 条 MST 边 将 一 个 集合 中 顶点 与 男 一 个 集合 中 的 顶点 连接 起 
来 。 如 果 能 够 确信 存在 唯一 这 样 的 边 ， 我 们 就 能 开发 一 个 基于 审慎 选择 
的 分 治 算法 ， 但 是 情况 并 非 如 此 。 





图 20-5 割 性 质 
我 们 使 用 割 性 质 作 为 寻找 MST 的 算法 的 基础 。 它 也 可 用 作 表 征 MST 这 四 个 例子 展 


的 优化 条 件 (optimality condition ) 。 具 体 地 说 ， 对 于 由 边 连 接 起 来 的 两 示 了 性 质 20.1。 如 


个 子 树 中 的 顶点 所 定义 的 割 ， 割 的 性 质 蕴含 着 MST 中 的 每 条 边 是 最 小 交 。 六 胡 人 对 一 个 于 全 


本 一 个 集合 中 的 顶 点 . 
第 二 个 性 质 称 为 环 性 质 (cycle property) ， 此 性 质 必 定 能 识别 出 不 在 。 着 白色 ， Wn 
图 的 MST 中 的 边 。 也 就 是 说 ， 如 果 忽 略 了 这 些 边 ， 仍 然 可 以 找到 一 下 个 交 人 各 点 忆 一 


个 白色 顶点 的 最 上 短 
个 MST。 边 属 于 MST。 
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性 质 20. 2 ( 环 性 质 ) 给 定 一 个 图 G， 考 虑 向 G 中 添加 一 个 边 所 定义 的 图 6G'。 将 e 添加 
到 G 的 一 个 MST 中 ， 并 删除 所 得 环 中 的 一 条 最 大 边 ， 可 得 G' 的 一 个 MST。 

证 明 ”如果 e 是 此 环 中 所 有 其 他 的 边 中 较 长 的 ， 由 性 质 20.1 可 得 ， 它 不 可 能 在 6' 的 
MST 中 : 从 任何 这 样 的 MST 中 删除 e， 都 将 把 该 MST 分 为 两 部 分 ， 而 e 也 不 是 连接 这 两 部 分 
中 某 对 顶点 〈 每 一 部 分 取 一 个 顶点 ) 的 最 短 边 ， 因 为 环 中 必定 存在 其 他 的 边 满足 此 条 件 。 
否则 ， 对 于 向 CE 的 MST 增 加 e 而 创建 的 环 ， 设 上 为 此 环 中 的 一 条 最 大 边 。 删 除 上 将 把 原 MST 


分 解 为 两 部 分 ， 而 且 6 中 连接 这 两 部 分 的 6 的 边 不 会 比 1 短 ; 因此 是 
G' 中 连接 这 两 部 分 项 点 的 一 条 最 小 边 。 对 于 G 和 C"' 而 言 ， 由 两 个 顶点 
子 集 所 导出 的 子 图 是 相同 的 ， 因 此 6' 的 一 棵 MST 将 由 e 和 这 两 个 子 集 
的 MST 所 组 成 。 

特别 地 ， 注 意 如 果 e 是 环 中 最 大 的 边 ， 则 表明 G' 中 存在 一 棵 不 包 
含 e 的 MST (G 的 MST) 天 

图 20-6 展示 了 这 一 环 性 质 。 注 意 取 一 棵 生成 树 ， 添 加 边 创建 环 ， 
然后 删除 环 中 的 最 大 边 的 过 程 ， 可 得 权 值 小 于 或 等 于 原生 成 树 的 一 棵 
生成 树 。 新 树 权 值 小 于 原 树 权 值 ， 当 且 仅 当 所 添加 的 边 比 环 中 的 某 条 
边 更 短 。 

环 性 质 也 可 作为 表征 MST 的 优化 条 件 的 基础 : 它 蕴 含 着 图 中 不 在 
给 定 MST 中 的 每 条 边 是 其 与 MST 所 形成 的 环 中 的 一 条 最 大 边 。 

割 性 质 和 环 性 质 是 我 们 所 考虑 的 MST 问题 经 典 算法 的 基础 。 每 次 
考虑 一 条 边 ， 使 用 割 性 质 将 它们 接受 为 MST 中 的 边 ， 并 在 需要 时 使 用 
环 性 质 拒绝 它们 。 有 效 地 识别 割 和 环 的 不 同方 法 导致 了 不 同 算法 。 

我 们 所 考虑 的 找 MST 的 第 一 种 方法 是 通过 一 次 一 条 边 来 构建 
MST: 从 任何 一 个 顶点 作为 单个 顶点 的 MST 开始 ， 然 后 回 它 漆 加 了 -1 
个 顶点 ， 总 是 取 下 一 条 连接 MST 中 的 一 个 顶点 与 不 在 MST 的 一 个 顶点 
的 最 小 边 。 这 种 方法 称 为 Prim 算法 (Prim's algorithm) ; 它 是 20.3 节 中 
的 主题 。 

性 质 20.3 ”Prim 算法 计算 任何 连通 图 的 一 个 MST。 

证 明 ”如 在 20.2 中 详细 描述 的 ， 该 方法 是 一 种 广义 图 搜索 方法 。 
性 质 18. 12 的 证 明 中 蕴含 着 : 所 选择 的 边 是 一 棵 生成 树 。 为 了 显示 它 
们 是 一 棵 MST， 应 用 荐 性质， 将 在 MST 中 的 顶点 作为 第 一 个 集合 ， 不 
在 MST 中 的 顶点 作为 第 二 个 集合 。 | 

另 一 种 计算 MST 的 方法 是 反复 地 应 用 环 性 质 : 我 们 向 一 个 假想 
MST 中 一 次 添加 一 条 边 ， 如 果 形 成 环 ， 则 删除 此 环 中 的 一 条 最 大 边 
( 见 练习 20. 28 和 20.66)。 较 之 于 我 们 考虑 的 其 他 方法 ， 这 种 方法 受到 
的 关注 较 少 。 因 为 维持 一 个 支持 操作 “删除 环 中 的 最 长 边 ” 的 有 效 实 
现 的 数据 结构 难度 相当 大 。 

我 们 所 考虑 的 第 二 种 找 MST 的 方法 是 按照 边 的 长 度 顺序 来 处 理 边 
(最 短 边 优先 ) ， 向 MST 中 添加 一 条 边 ， 使 得 这 条 边 不 与 以 前 加 入 的 边 
形成 环 ， 在 添加 V-1 条 边 之 后 停止 。 这 种 方法 称 为 Kruskal 算法 
( Kruskal's algorithm) ; 它 是 20. 4 中 描述 的 主题 。 

性 质 20. 4 ” ”Kruskal 算法 可 以 计算 任何 一 个 连通 图 的 MST。 





图 20-6 环 性 质 


向 图 20-1 中 的 图 
添加 边 1-3 使 MST 无 
效 (上 图 )。 要 找 出 
新 图 的 MST， 向 原 图 
的 MST 中 添加 新 边 ， 
创建 一 个 了 环 〈《 中 图 )。 
删除 此 环 中 的 最 长 边 
(4-7) 得 到 新 图 的 
MST (下 图 )。 验 证 
这 棵 生成 树 是 最 小 的 
一 种 方法 是 ， 检 查 不 
在 MST 中 的 每 条 边 在 
其 与 树 边 形成 的 环 中 
有 最 大 权 值 。 例 如 ， 
在 下 图 中 ,4-6 在 环 
4-6-7-1-3-4 中 有 最 大 
权 值 。 
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证 明 用 归纳 法 证 明 该 方法 维持 MST 子 树 的 森林 。 如 果 要 被 考虑 的 下 一 条 边 会 创建 环 ， 
那么 ， 它 是 环 上 的 一 条 最 大 边 〈 因 为 按照 排序 的 顺序 ， 其 他 的 边 都 会 先 于 这 条 边 出 现 ) ， 因 
而 ， 由 环 性 质 ， 忽 略 它 仍 然 是 一 个 MST。 如 果 所 要 考虑 的 下 一 条 边 不 构成 环 ， 则 应 用 割 性 
质 ， 使 用 由 MST 的 边 连接 到 该 边 某 个 顶点 的 集合 所 定义 的 割 。 因 为 该 边 并 不 创建 环 ， 它 是 
唯一 区 叉 边 ， 而 且 由 于 是 按照 有 序 顺 序 考虑 边 ， 因 而 这 是 一 条 最 小 边 ， 因 此 它 在 MST 中 。 
归纳 基础 是 V 个 单独 的 项 点 ,一旦 选择 了 V-1 条 边 ， 则 有 了 一 棵 树 (MST)。 不 存在 未 经 检 
查 的 边 比 MST 的 一 条 边 更 短 ， 而 且 都 将 产生 一 个 环 ， 因 而 ,由 环 性质 ， 忽略 掉 其 余 所 有 边 
仍然 得 到 一 个 MST。 一 

我 们 所 考虑 的 构建 一 个 MST 的 第 三 种 方法 称 为 Boruvka 算法 ; 它 是 20.4 节 的 主题 。 第 
一 步 是 向 MST 中 添加 将 每 个 顶点 与 它 的 最 近邻 连接 起 来 的 边 。 如 果 边 上 权 值 互 不 相同 ， 这 
一 步 就 创建 了 MST 子 树 的 一 个 森林 (我 们 证 明了 这 一 点 ， 稍 后 将 考虑 即使 出 现 权 值 相等 的 
边 也 能 做 到 这 一 点 的 改进 方法 ) 。 然 后 ， 向 MST 中 添加 将 每 个 树 与 其 最 近邻 连接 起 来 的 边 
〈 连 接 一 个 树 中 的 顶点 与 另 一 个 树 中 的 顶点 的 最 小 边 ) ， 反 复 进 行 这 一 过 程 ， 直 到 只 剩 下 一 





棵 树 。 

性 质 20. 5 Boruvka 算法 可 以 计算 任何 连通 图 的 MST。 

证 明 首先 ,假设 边 的 权 值 互 不 相同 。 在 这 种 情况 下 ， 
每 个 顶点 都 有 唯一 的 最 近邻 ，MST 是 唯一 的 ， 应 用 割 性 质 
可 知 ， 每 条 所 添加 的 边 都 是 MST 的 一 条 边 ( 它 是 从 一 个 顶 
点 到 其 他 所 有 顶点 的 穿越 割 的 最 短 边 ) ， 因 为 每 条 所 选择 的 
边 来 自 于 唯一 MST， 不 可 能 存在 环 。 每 条 添加 的 边 将 来 自 
森林 的 两 棵 树 合并 在 一 起 ， 形 成 一 棵 更 大 的 树 。 继 续 这 一 
过 程 ， 直 到 只 剩 一 棵 树 ， 也 即 MST。 

如 果 边 权 值 并 不 是 互 不 相同 ， 可 能 会 有 多 个 最 近邻 ， 
在 向 最 近邻 添加 边 的 时 候 就 可 能 形成 环 ( 见 图 20-7) 。 换 
名 话说， 对 于 某 个 顶点 ， 可 能 包含 来 自 最 小 交叉 边 集 合 中 
的 两 条 边 。 为 了 避免 这 个 问题 ， 我 们 需要 一 个 合适 的 解 结 
规则 。 一 种 选择 是 在 最 小 近邻 中 选择 具有 最 小 项 点 编号 的 
近邻 。 然 后 ， 任 何 环 都 会 引出 了 矛盾: 如果” 是 环 中 编导 最 
大 的 顶点 ， 那 么 不 存在 "的 近邻 会 使 其 选择 是 最 近 的 ， 而 
且 ，*" 也 会 使 编号 较 小 的 近邻 之 一 被 选 上 ， 而 不 会 将 两 个 顶 
点 都 选 上 。 硬 

这 些 算法 都 是 研究 人 员 寻 求 新 的 MST 算法 仍 在 使 用 的 
一 般 范 型 的 特例 。 具 体 地 说 ， 我 们 可 以 以 任意 的 次 序 (ar- 
_ bitrary order) 应 用 割 性 质 来 接受 一 条 边 作 为 MST 的 一 条 边 ， 
或 者 环 性 质 来 拒绝 一 条 边 。 继 续 这 个 过 程 ， 直 到 进一步 应 
用 性 质 不 再 增加 边 或 拒绝 边 为 止 。 此 时 ,将 图 顶点 分 为 两 
个 集合 的 任何 划分 都 会 有 一 条 MST 的 边 ， 将 这 两 个 顶点 集 
连接 起 来 (因此 应 用 制 性 质 不 再 增加 MST 的 边 数 )， 而 且 
图 的 所 有 环 都 至 少 有 一 条 非 MST 的 边 〈 因 而 应 用 环 性 质 不 


会 增加 非 MST 的 边 数 ) 。 绪 合 这 两 点 ， 这 些 性 质 列 含 着 可 


以 计算 出 一 个 完整 的 MST。 


图 20-7 Boruvka 算法 中 的 环 

在 这 里 显示 的 4 个 顶点 和 4 条 边 
的 图 中 ， 边 的 长 度 都 相等 。 将 每 个 
顶点 与 其 最 近邻 连接 时 ， 必 须 在 最 
小 边 之 间作 出 选择 。 在 此 例 上 图 中 ， 
从 顶点 0 选择 顶点 1， 从 顶点 1 选择 
顶点 2， 从 顶点 2 选择 顶点 3， 从 顶 
点 3 选择 顶点 0。 这 导致 在 假定 的 
MST 中 有 一 个 环 。 每 条 边 都 可 出 现 
在 某 个 MST 中 ， 但 并 不 是 所 有 的 边 
都 要 出 现在 每 个 MST 中 。 为 了 避免 
出 现 这 个 问题 ， 我 们 采用 一 个 破 结 
规则 ， 如 下 图 所 示 : 选择 指向 有 最 
小 索引 顶点 的 最 小 边 。 因 此 ， 我 们 
从 顶点 0 选择 顶点 1， 从 顶点 1 选择 
顶点 0 ， 从 顶点 2 选择 顶点 1]， 从 项 
点 3 选择 顶点 0， 产 生 一 个 MST。 环 
被 破坏 挤 ， 因 为 编 宇 最 炎 的 顶点 3 
没有 被 它 的 近邻 2 或 1 选 上 ， 而 且 
它 只 能 选择 其 中 的 一 个 (0)。 


Vv 
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更 具体 地 说 ， 我 们 详细 考虑 的 三 个 算法 可 以 统一 为 一 个 广义 算法 ， 其 中 从 单个 顶点 的 
MST 子 树 的 森林 开始 〈 每 棵 子 树 中 都 不 含 边 ) ， 向 MST 中 添加 连接 森林 中 任何 两 个 子 树 的 最 
小 边 ， 继 续 这 个 过 程 ， 直 到 添加 了 VV-1 条 边 且 只 剩 单个 MST 为 止 。 由 割 性 质 ， 引 起 环 的 边 
都 不 会 在 该 MST 中 考虑 ， 因 为 对 于 包含 其 每 个 顶点 的 MST 子 树 之 间 的 割 ， 此 前 已 经 增加 了 
某 条 穿越 这 个 割 的 另 一 条 最 小 边 。 利 用 Prim 算法 ， 每 次 将 增加 一 条 边 来 建立 一 棵 树 利用 
Kruskal 算法 和 Boruvka 算法 ， 则 是 将 森林 中 的 树 进 行 合 并 。 

如 本 节 以 及 经 典 文献 所 述 ， 这 些 算法 都 涉及 一 些 高 层次 的 抽象 操作 ， 如 下 : 

。 找 出 连接 两 棵 子 树 的 最 小 边 

。 确定 增加 一 条 边 是 否 会 产生 一 个 环 

。 删除 环 中 的 最 长 边 

一 个 挑战 是 开发 能 够 高 效 实现 这 些 操作 的 算法 和 数据 结构 。 幸 运 的 是 ， 这 个 挑战 使 我 们 
有 机 会 使 用 本 书 早 些 时 间 开 发 的 算法 和 数据 结构 。 

MST 算法 有 一 个 长 且 多 瓷 多 彩 的 历史 ， 而 且 仍 在 发 展 之 中 : 我 们 将 在 详细 讨论 算法 时 再 
介绍 有 关 历 史 。 对 于 实现 基本 抽象 操作 的 不 同方 法 的 理解 仍 在 深入 ， 多 年 来 造成 了 围绕 算法 
起 源 的 一 些 误 解 。 实 际 上 ， 此 方法 最 早 20 世纪 20 年 代 描 述 过 ， 早 于 我 们 所 知 的 计算 机 的 开 
发 ， 同 样 早 于 我 们 关于 排序 和 其 他 算法 的 基本 知识 。 现 在 我 们 知道 ， 即 使 在 实现 最 为 基本 的 
模式 时 ， 基 本 算法 和 数据 结构 的 选择 对 于 其 性 能 也 会 有 极 大 的 影响 ， 最 近 的 数 年 里 ， 对 MST 
问题 的 研究 主要 关注 其 实现 问题 ， 仍 然 使 用 经 典 模式 。 为 简明 和 一 致 起 见 ， 尽 管 较 早 时 候 考 
谍 过 这 些 算 法 的 抽象 版 本 ， 而 旦 这 些 方法 的 现代 实现 所 使 用 的 算法 和 数据 结构 远 在 这 些 方法 
首次 被 提出 之 后 ， 我 们 仍 将 使 用 在 些 列 出 的 名 字 来 表示 这 些 基本 方法 。 

算法 的 设计 和 分 析 中 至 今 为 止 尚未 解决 的 问题 是 线性 时 间 的 MST 算法 。 我 们 将 会 看 到 ， 
在 许多 实际 情况 下 ， 我 们 的 实现 可 以 做 到 线性 时 间 ， 但 是 在 最 坏 情 况 下 却 是 非 线性 的 。 开 发 
一 种 对 于 稀 玖 图 是 线性 的 算法 仍然 是 一 个 研究 目标 。 

除了 要 求 寻 找 这 个 基本 问题 的 最 优 算法 ， 关 于 MST 的 研究 还 强调 了 理解 基本 算法 性 能 
特征 的 重要 性 。 编 程 人 员 会 继续 在 更 高 层次 的 抽象 上 使 用 算法 和 数据 结构 ， 这 种 情况 将 越 来 
越 普 过 。 我 们 的 ADT 实现 有 着 不 同 的 性 能 特征 ， 在 解决 更 高 层次 的 问题 时 ， 我们 将 会 把 高 
层次 的 ADT 作为 组 件 ， 因 此 可 能 存在 多 种 情况 。 实 际 上 ,解决 更 高 层次 抽象 的 其 他 问题 时 ， 
通常 会 使 用 基于 MST 和 类 似 抽象 (由 本 章 所 讨论 的 高 效 实现 所 支持 ) 的 算法 来 提供 帮助 。 


练习 
20.21 使 用 0 ~5 对 以 下 平面 上 的 点 分 别 进 行 编号 


(1, 3) (err1l) (65 ) (3, 4) (3, 7) (23) 


取 边 长 度 为 权 值 ， 给 出 由 以 下 边 所 定义 的 图 的 MST 
1-0 3-5 5-2 3-4 5-1 0-3 0-4 4-2 2-3 


20. 22 ”假设 图 中 边 权 值 不 同 。 它 的 最 短 边 必定 属于 MST 吗 ? 请 给 出 证 明 或 给 出 一 个 反例 。 
20. 23 ”对 于 图 的 最 长 边 ， 回 答 练 习 20. 22 中 的 问题 。 

20. 24 给 出 一 个 反例 ， 表 明 为 何以 下 策略 未 必 找 出 该 MST: “从 作为 单个 MST 的 任何 顶点 
开始 ， 然 后 在 该 MST 中 添加 了 -1 条 边 ， 总 是 取 依 附 于 最 近 添 加 到 该 MST 中 的 顶点 的 最 
小 边 。” z 

20. 25 ”假设 图 中 的 权 值 互 不 相同 。 每 个 环 中 的 最 小 边 必定 属于 该 MST 吗 ? 请 给 出 证 明 或 给 
出 一 个 反例 。 
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20. 26 ”给 定 图 6 的 一 个 MST， 假 设 删除 G 中 的 一 条 边 。 描 述 如 何 找 出 新 图 中 的 一 个 MST， 
所 用 时间 与 G 中 的 边 数 成 正比 。 

20. 27 显示 不 断 地 将 环 性 质 应 用 于 图 20-1 中 的 图 上 所 得 的 结果 ， 要 求 按照 给 定 的 顺序 取 
得 边 。 

20. 28 证 明 不 断 地 将 环 性 质 应 用 于 图 20-1 中 的 图 可 以 得 到 一 个 MST。 

20. 29 描述 如 何 对 本 节 描 述 的 每 个 算法 进行 改编 〈 需 要 时 ) ， 使 得 其 能 用 于 找 出 加 权 图 的 
一 个 最 小 生成 森林 (minimal spanning forest) 的 问题 (其 连通 分 量 的 MST 的 并 集 ) 。 


20.3 Prim 算法 和 优先 级 优先 搜索 


Prim 算法 可 能 是 实现 最 简单 的 MST 算法 ， 它 适合 于 稠密 图 。 我 们 维护 图 的 一 个 割 ， 它 
由 树 (tree〉 顶 点 (被 选 入 MST 中 的 顶点 ) 和 非 树 (nontree) 顶点 (还 未 被 选 入 MST 中 的 
顶点 ) 组 成 。 从 将 任何 放 入 MST 中 的 顶点 开始 ， 然 后 将 一 条 最 小 交叉 边 放 人 MST 中 (这 会 
将 它 的 非 树 顶点 变 为 树 顶 点 ) ， 并 重复 相同 的 操作 Y- 1 次 ,将 所 有 顶点 放 到 树 中 。 

Prim 算法 的 亦 力 法 实现 直接 由 此 描述 而 得 。 要 找 出 下 一 个 添加 到 MST 中 的 边 ， 我 们 会 
检查 从 一 个 树 顶 点 到 一 个 非 树 顶点 的 所 有 边 ， 然 后 选择 找到 的 最 短 边 ， 并 放 人 MST 中 。 这 
里 并 不 考虑 实现 ， 因 为 其 开销 过 大 〈 兄 练习 20. 30 ~ 20. 32) 。 增 加 一 个 简单 数据 结构 可 消除 
过 度 重复 计算 ， 会 使 算法 变 得 简单 上 且 快 速 。 

向 MST 中 添加 顶点 是 一 个 递增 的 改变 : 要 实现 Prim 算法 ,我 们 主要 关注 增 量 的 变化 。 
我 们 感 兴趣 的 关键 是 从 每 个 非 树 顶 点 到 树 顶 点 的 最 短 距离 。 当 向 树 添加 一 个 顶点 vv 时， 对 于 
每 个 非 树 顶点 w 的 唯一 可 能 的 变化 是 ， 添 加 了 wv 使 得 w 比 以 前 更 靠近 树 。 简 言 之 ， 我 们 并 不 
需要 检查 从 w 到 所 有 树 顶 点 的 距离 ， 只 需要 记录 最 小 距离 ， 并 检查 向 树 添 加 后， 是 否 需 要 
更 新 这 个 最 小 距离 。 

要 实现 这 个 思想 ， 需 要 能 够 提供 如 下 信息 的 数据 结构 : 

e。 对 于 每 个 树 顶 点 ， 其 在 MST 中 的 父 结 点 

。 对 于 每 个 非 树 项 点 ， 最 近 的 树 顶 点 

。 对 于 每 个 树 顶 点 ， 其 父 链接 长 度 . 

e 对 于 每 个 非 树 顶点 ， 它 与 树 的 距离 

对 于 每 种 数据 结构 ， 尽 管 通 过 组 合 数 组 或 使 用 结构 ， 有 很 多 方法 都 可 以 节省 空间 ， 但 最 
简单 的 实现 是 使 用 顶点 索引 数组 。 | 

对 于 邻接 矩阵 图 ADT 实现 ， 程 序 20. 3 给 出 了 Prim 算法 的 一 种 实现 。 实 现 中 使 用 了 数组 
st 、 好 和 wt 来 表示 这 4 种 数据 结构 ， 其 中 st 和 fr 分 别 用 于 前 两 种 数据 结构 ，wt 用 于 后 两 种 数 
据 结构 。 对 于 树 顶 点 v， 元 素 wt[ w] 表示 与 树 的 距离 (与 ff[w] 对 应 ) 。 此 实现 被 封装 在 函 . 
数 GRAPHmstV 中 ,将 st 和 wt 作为 客户 程序 提供 的 数组 。 如 果 需 要 ， 我 们 可 以 添加 一 个 包装 
器 函数 GRAPHmst 来 构建 一 个 边 表 (或 其 他 ) MST 的 表示 ， 如 20. 1 节 中 所 述 。 

在 树 中 添加 一 条 新 边 〈 及 顶点 ) 之 后 ， 还 有 两 项 任务 要 完成 : 

se 检查 所 添 新 边 是 否 能 使 任何 非 树 顶 点 更 接近 树 

。 找 出 要 添加 到 树 中 的 下 一 条 边 
程序 20. 3 中 的 实现 只 需 处 理 一 次 非 树 中 的 顶点 就 完成 了 这 些 任 务 ， 如 果 v-w 使 w 更 接近 此 
树 ， 则 更 新 wt[w] 和 frLwj ， 而 且 如 果 wtLw] (w 与 [wj] 的 距离 ) 表明 w 比 其 他 顶点 更 接 
近 此 树 ， 那 么 还 要 更 新 当前 最 小 值 。 


150 盘 五 部 分 辕 佣 渤 





7=<6 7~4 0-5 


st 0 7 0 这 3 7 0 
wt 0 .21 .29 .34 .46 .18 .25 .31 


图 20-8 ”MST 的 Prim 算法 

使 用 Prim 算法 计算 MST 的 第 一 步 是 将 顶点 0 添加 到 树 中 。 然 后 ， 找 出 连接 0 与 其 他 顶点 〈 尚 未 在 树 中 ) 的 所 有 边 ， 
并 保存 最 短 的 边 〔( 左 上 图 )。 将 连接 树 顶 点 与 非 树 顶点 的 边 用 灰色 阴影 示 出 ， 并 列 在 画 出 的 每 个 图 下 方 。 为 简化 此 图 ， 
我 们 按照 其 长 度 顺 序列 出 边缘 集中 的 边 ， 长 度 最 短 的 是 表 中 第 一 个 元 素 。Prim 算法 的 不 同 实现 使 用 了 不 同 的 数据 结构 来 
维护 这 个 表 并 找 出 这 个 最 小 边 。 第 二 步 是 将 最 短 边 0-2 (以 及 所 指向 的 顶点 ) 从 边缘 集 移 到 树 中 〈 左 列 自 上 第 2 个 图 )。 
第 三 步 是 将 最 短 边 0-7 从 边缘 集 移 到 树 中 ， 并 用 7-1 代替 边缘 集中 的 0-1，7-6 代替 边缘 集中 的 0-6 (因为 将 7 增加 到 树 中 
使 得 1 和 6 离 树 更 近 ) ， 并 且 将 7-4 添加 到 边缘 集中 〔 因 为 将 7 添加 到 树 中 使 7-4 成 为 连接 一 个 树 顶 点 与 一 个 非 树 项 点 的 
边 ) (去 列 自 上 第 3 个 图 )。 接 下 来 ， 将 边 7-1 移 到 树 中 〈 左 下 图 ) 。 要 完成 计算 ， 我 们 将 7-6、7-4、4-3 和 3-5 取出 队 
列 ， 并 在 每 次 插入 之 后 更 新 边缘 集 以 反映 出 任何 更 短 或 更 新 的 路 径 〔( 右 列 自 上 向 下 的 全 部 图 ) 。 

有 方向 地 画 出 逐步 增长 的 MST 在 右 图 中 给 出 。 这 种 方向 性 是 算法 自身 的 结果 : 我 们 将 MST 自身 看 作 既 无 顺序 也 无 方 
向 的 边 的 集合 。 
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性 质 20. 6 使 用 Prim 算法 ， 可 以 在 线性 时 间 找 出 一 个 稠密 图 的 MST。 
证 明 ”观察 程序 直接 可 得 ， 运 行 时 间 与 站 成 正比 ， 因 此 对 于 稠密 图 是 线性 的 。 加 


程序 20. 3 Prim 算法 
Prim 算法 的 实现 是 笛 密 图 可 选 的 方法 。 外 层 循 环 通过 选择 一 条 穿越 制 (MST 中 的 项 
点 与 不 在 MST 中 的 顶点 之 间 ) 的 最 小 边 来 增长 MST，w 循环 则 找 出 最 小 边 ， 同 时 (如果 
w 不 在 MST 中 ) 又 维持 循环 不 变 式 : 从 ww 到 人 [wj] 的 边 是 从 w 到 MST 的 短 边 ( 权 值 
wi[w])。 l 


static int fr[maxV] ; 
#define P G->adj [v] [w] 
void GRAPHmstV(Graph G, int st[], double wt[]) 
{ int v, w, min; 
for (v = 0; v < G->V; v++) 
{ stlv] = -1; fr[v] = v; wt[v] = maxWwT.; } 
st[0] = 0; wt[G->V] = maxWT; 
for (min = 0; min I!= G->V; ) 
{ 
v = min; st[min] = frfmin]; 
for (Ww = 0, min = G->V; W < G->V; w++) 
if (st[w] == -1) 
t 
if (P < wt Ew]) 
{ wt[w] = P; fr[w] = v; } 
if (wtlw] < wtfmin]j) min = vw: 
} 


} 


图 20-8 显示 了 使 用 Prim 算法 构造 一 个 示例 MST 的 过 程 。 图 20-9 对 于 一 个 较 大 的 示例 
显示 了 MST 的 构造 过 程 。 

程序 20. 3 是 基于 以 下 观察 ， 可 以 将 查找 最 小 和 更 新 操作 放 在 一 个 循环 中 ， 并 在 其 中 检 
查 所 有 非 树 边 。 在 一 个 稠密 图 中 ， 要 更 新 从 非 树 顶点 到 树 的 距离 ， 可 能 需要 检查 的 边 的 数目 
与 V 成 正比 ， 因 此 要 检查 所 有 非 树 边 ， 找 出 距离 树 最 近 的 边 并 不 会 带 来 过 多 的 额外 开销 。 但 
在 稀 芍 图 中 ， 我 们 希望 使 用 比 V 少 得 多 的 步 数 来 执行 每 个 操作 。 策 略 的 关键 是 关注 下 一 次 要 
添加 到 MST 中 的 潜在 边 的 集合 ， 称 这 个 集合 为 边缘 集 (fringe) 。 边 缘 边 的 数目 一 般 会 小 于 
非 树 边 的 数目 ， 我 们 对 算法 重新 描述 如 下 。 从 一 个 指向 边缘 集中 一 个 起 始 顶 点 的 自 环 和 空 枢 
开始 ， 执 行 如 下 操作 ， 直 到 边缘 集 为 空 为 止 : 


从 边缘 集中 将 一 条 最 小 边 移 至 树 中 。 访 问 其 指向 的 顶点 。 再 将 由 该 顶点 到 一 个 
非 树 顶点 的 任何 边 置 于 边缘 集中 ， 如 果 边 缘 集 中 两 条 边 都 指向 该 同一 个 顶点 ， 则 用 
较 短 边 取代 较 长 的 一 条 边 。 
根据 这 种 形式 化 描述 ，Prim 算法 只 不 过 是 一 个 广义 的 图 搜索 算法 ( 见 18.8 节 )， 其 中 

边缘 集 是 一 个 基于 删除 最 小 值 (delete the minimum ) 操作 的 优先 队列 〈 见 第 9 章 )。 我 们 称 

带 有 优先 队列 的 广义 图 搜索 为 优先 级 优先 搜索 (priority-first search，PFS)。 用 边 权 值 作为 优 

先 级 ，PFS 实现 了 Prim 算法 。 
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”图 20-9 Prim 的 MST 算 法 

这 个 序列 显示 了 随 着 Prim 算法 发 现 MST 的 1/4、1/2、3/4 和 所 有 边 时 ，MST 是 如 何 增长 的 ( 自 上 而 下 )。 完 全 
MST 的 有 向 表示 在 右 图 中 显示 。 

这 种 描述 包含 了 一 个 关键 观察 ， 我 们 准备 建立 与 18.7 节 中 实现 BFS 的 联系 。 甚 至 更 简 
单 的 一 种 方法 是 将 依附 于 树 顶 点 的 所 有 边 保 存在 边缘 集中 ， 并 由 优先 队列 机 制 找 出 最 短 的 一 
条 边 ， 并 和 忽略 较 长 的 边 ( 见 练习 20.37)。 在 BFS 中 已 经 看 到 ， 这 种 方法 并 不 吸引 人 ， 因 为 
边缘 集 数 据 结构 会 由 于 充斥 着 永远 不 会 放 人 MST 中 的 边 变 得 混乱 。 边 缘 集 的 大 小 可 能 增长 ， 
与 成 正比 (还 有 维护 此 边缘 集 所 涉及 的 辅助 开销 )， 而 以 上 概述 的 PFS 方法 则 保证 了 边缘 
集 不 会 超过 了 个 元 素 。 

与 一 个 通用 算法 的 任何 实现 一 样 ， 有 大 量 可 用 方法 都 可 与 优先 队列 AOT 建立 接口 。 一 
种 方法 是 使 用 边 的 优先 队列 ， 与 在 程序 19. 10 中 的 广义 图 搜索 实现 一 样 。 程 序 20.4 是 本 质 
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上 与 程序 18. 10 等 价 的 一 种 实现 ,但 使 用 了 基于 顶点 的 方法 ， 因 而 它 可 以 使 用 9.6 节 的 索引 
优先 队列 接口 。 我 们 将 边缘 集 顶点 (fringe vertex) 区 分 出 来 ， 它 是 非 树 顶点 的 一 个 子 集 ， 通 
过 边缘 集 连 接 到 树 顶 点 ， 与 在 程序 20.3 中 一 样 ， 也 保存 同样 的 顶点 索引 数组 st、 在 和 wt。 
优先 队列 包含 着 每 个 边缘 顶点 的 索引 ， 通 过 第 2 和 第 3 个 数组 ， 由 其 中 的 各 个 元 素 可 以 得 到 
连接 到 边缘 项 点 的 最 近 树 顶点 以 及 与 该 树 的 距离 。 

因为 我 们 要 寻找 一 个 MST， 因 而 程序 20.4 假设 图 是 连通 的 。 它 实际 上 找 出 的 是 包含 顶 
点 0 的 连通 分 量 中 的 MST。 要 扩展 它 来 找 出 图 中 的 最 小 生成 森林 ， 可 以 在 程序 18. 1 中 增加 
一 个 循环 ( 见 练 习 20. 29 ) 。 

性 质 20.7 使 用 Prim 算法 的 PFS 实现 ,其 中 使 用 堆 来 实现 优先 队列 ， 可 以 在 与 ElgV 
成 正比 的 时 间 内 计算 出 一 个 MST。 

证 明 算法 直接 实现 了 Prim 算法 的 一 般 思 想 (将 下 一 条 连接 MST 中 的 顶点 与 不 在 MST 
中 的 顶点 的 最 小 边 添加 到 MST 中 )。 每 个 优先 队列 操作 需要 少 于 lg V 步 即 可 完成 。 使 用 删除 
最 小 值 (delete the minimum) 的 操作 来 选择 每 个 顶点 ; 在 最 坏人 情况 下 ， 每 条 边 可 能 需要 一 个 
改变 优先 级 (change priority) 的 操作 。 图 

优先 级 优先 搜索 是 对 宽度 优先 和 深度 优先 的 一 个 适当 推广 ， 因为 这 些 方法 也 可 以 通过 合 
适 的 优先 级 设置 得 出 。 例 如 ， 我 们 可 以 (人 工地 ) 使 用 一 个 变量 cnt， 从 而 在 将 各 个 顶点 置 
于 优先 队列 中 时 ， 分别 为 之 赋予 一 个 唯一 的 优先 级 cnt++ 。 如 果 定 义 P 为 cnt， 则 得 到 了 前 序 
编号 和 DFS， 因 为 新 遇 到 的 结 点 有 最 大 的 优先 级 。 如 果 和 定义 P 为 V-cnt， 则 得 到 BFS， 因 为 
老 的 结 点 有 最 大 的 优先 级 。 这 些 优先 级 指派 使 优先 队列 的 操作 分 别 就 像 是 一 个 栈 或 队列 。 每 
价 性 证 明 是 学 术 上 感 兴趣 的 事情 ， 优 先 队 列 的 操作 对 于 DFS 和 BFS 来 说 并 不 是 必要 的 。 而 
且 ， 如 18.8 节 所 讨论 的 ， 等 价 性 的 形式 证 明 还 需要 准确 地 关注 替换 规则 ， 从 而 得 到 与 经 典 
算法 同样 的 顶点 序列 。 


程序 20.4 优先 级 优先 搜索 ( 邻接 表 ) 


此 程序 是 一 种 推广 的 图 搜索 方法 ， 使 用 优先 队列 来 管理 边缘 集 ( 见 第 18.8 市 )。 定义 优 


先 级 P， 使 得 ADT 函数 GRAPHpfs 实现 了 稀 玖 (连通 ) 图 的 MST LI Prim 算法 。 其 他 优先 级 
定义 实现 不 同 的 图 处 理 算 法 。 
程序 将 最 高 优先 级 (最 小 权 值 ) 的 边 从 边缘 集 移 到 该 树 中 ， 然 后 检查 对 与 新 树 顶 点 邻 
接 的 每 条 边 ， 从 而 查看 是 否 蕴 含 着 要 对 边缘 集 改 变 。 指向 不 在 边缘 集 或 该 树 中 的 顶 太 的 那些 
边 被 添加 到 边缘 集中 ; 指向 边缘 顶点 的 较 短 边 替 换 了 对 应 的 边缘 边 。 
我 们 使 用 9. 6 节 的 优先 队列 ADT 接口 ， 并 用 子 例 程 PQdelmin 代替 PQdelmax，PQdec 代 
蔡 PQchange (强调 通过 减 小 优先 级 来 改变 优先 级 ) 。 静 态 变量 priority 和 函数 less 允许 优先 队 
列 函 数 使 用 顶点 名 作为 句柄 ， 并 比较 此 段 代码 中 由 wt 数组 维护 的 优先 级 。 
#define GRAPHpfs CRAPHmst 
static int fr[maxV]; 
static double *priority, 
int less(int i, int j) 
{ return priority{[i] < priority[jj; } 
#define P t->wt 
void GRAPHpfs (Graph G, int st[], double wt{]) 
{ link t; int v, Ww; 
PQinit(); priority = wt; 
for {v = 0; Vv < G-SV;, vi++) 
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{ st[v] = -1; fr[v] = -1: } 
fr[0]j = 0; POQinsert (0): 
while (!PQempty()) 

{ 


V = PQdelmin(); st[v] = fr[v]; 
for (t = G->adj[v]; t 1= NULL; 七 = t->next) 


if (frIw = t->v] == ~1) 
{ wt[iw] = P; PQinsert(w); fr[fw]j = v: } 
else if ((stfw] == -1) && (P < wt[w))) 


{ wt[w] = P; PQdec(w); fr[w] = v; } 


} 





我 们 将 会 看 到 ，PFS 不 只 包含 了 DFS、BFS 和 MST 
的 Prim 算法 ， 还 包含 了 其 他 几 种 经 典 算法 。 各 种 算法 只 
是 其 优先 函数 有 所 不 同 。 因 此 ， 所 有 这 些 算法 的 运行 时 
间 依 赖 于 优先 队列 ADT 的 性 能 。 实 际 上 ， 我 们 所 得 到 的 
是 一 个 通用 的 结果 ， 不 仅 包 含 本 节 中 所 考察 的 Prim 算法 
的 两 种 实现 ， 而 且 涵 盖 一 大 类 的 基本 图 处 理 算 法 。 

性 质 20.8 对 于 所 有 图 和 所 有 优先 级 函数 ， 在 一 个 
规模 至 多 为 了 的 优先 队列 中 ， 可 以 利用 PFS 计算 出 一 棵 
生成 树 ， 所 需 时 间 为 线性 时 间 加 上 与 进行 子 次 插入 
(insert) ,次 删除 最 小 值 (delete the minimum ) ， 以 及 殖 
次 减 小 关键 字 (decrease key) 操作 所 需 时 间 成 正比 的 
时 间 。 

证 明 由 性 质 20.7 的 证 明 ， 可 得 此 一 般 结 果 。 我 们 
必须 检查 此 图 中 的 所 有 边 ; 因而 也 是 “线性 ”的 原因 。 
此 算法 永远 不 会 增加 优先 级 (只 会 将 优先 级 变 得 更 小 ); 
通过 更 准确 地 指定 从 优 队 列 ADT 中 所 需 的 操作 ( 即 减 小 
关键 字 (decrease key) ， 不必 是 改变 优先 级 (change pri- 
ority) ) ， 可 以 增强 关于 性 能 的 陈述 。 男 

特别 地 ， 使 用 无 序数 组 优先 队列 实现 给 出 了 笛 密 图 的 
一 种 最 优 方 法 ， 其 最 坏 情 况 下 的 性 能 与 Prim 算法 (程序 
20.3) 的 经 典 实现 相同 。 也 就 是 说 ， 性 质 20.6 和 20.7 是 
性 质 20. 8 的 特例 。 贯 穿 全 书 ， 我 们 会 看 到 大 量 其 他 只 在 
优先 函数 和 其 优先 队列 实现 的 选择 上 有 所 不 同 的 算法 。 

性 质 20.7 是 一 个 重要 的 一 般 结 果 : 所 述 的 时 间 界 限 
是 最 坏 情况 下 的 上 界 ， 对 于 大 量 图 处 理 问题 ， 保 证 了 其 性 
能 是 最 优 (线性 时 间 ) 的 lg 了 了 倍 之 内 。 对 于 实际 中 遇 到 的 
很 多 图 ， 这 个 结论 有 些 悲观 。 有 两 点 原因 ， 第 一 ,优先 队 
列 操作 的 lg V 界 限 只 对 边缘 集中 的 顶点 数 为 与 VY 成 正比 时 
成 立 ， 甚 至 只 是 一 个 上 界 。 对 于 实际 应 用 中 真实 的 图 而 
言 ， 边 缘 集 可 能 很 小 〈( 见 图 20-10 和 20-11) ， 某 些 优先 队 
列 的 操作 需要 的 步 数 可 能 比 lg 了 步 要 少 。 尽 管 这 一 点 显 而 


图 20-10 ”Prim MST 算法 的 PFS 实现 


使 用 PFS，Prim 算法 只 处 理 最 接近 
MST 的 顶点 和 边 ( 友 色 表示 )。 
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易 见 ， 但 是 这 一 结果 只 占 运行 时 间 的 一 个 小 的 常量 因子 。 例 如 ， 边 缘 集 不 超过 VF 个 顶点 的 证 
明 对 于 这 个 界限 的 改进 只 是 一 个 2 倍 因 子 。 更 重要 的 是 ，- 一 般 执行 减 小 关键 字 (decrease key) 
的 操作 远 少 于 互 次 ， 因 为 仅 当 找到 一 条 指向 边缘 结 点 的 边 且 该 边 权 值 小 于 当前 指向 边缘 结 点 的 
已 知 边 时 才 执 行 该 操作 。 这 种 情况 相对 稀少 : 大 多 数 的 边 都 对 优先 队列 没有 影响 〈 见 练习 
20. 35 ) 。 将 PFS 看 作 实 际 上 的 一 个 线性 算法 是 合理 的 ， 除 非 V lg VV 比 E 大 得 多 。 
优先 队列 ADT 和 广义 图 搜索 抽象 使 我 们 
很 容易 理解 不 同 算法 之 间 的 关系 。 由 于 这 些 人、 
抽象 (以 及 支持 其 使 用 的 软件 机 制 ) 是 在 出 f 
现 以 上 基本 方法 多 年 之 后 才 得 以 开发 的 ， 因 A 
此 将 算法 与 其 经 典 描述 联系 起 来 就 成 为 历史 f 
学 家 们 的 功课 。 然 而 ,我 们 在 研究 文献 或 在 /NS 
其 他 资料 中 遇 到 的 MST 算法 的 描述 时 ， 了 解 Ps 
有 关 历 史 的 基本 事实 仍 是 很 有 用 的 ， 而 且 这 NN ~ 
样 几 个 简单 的 抽象 就 可 以 将 众多 研究 人 员 数 z “ 
十 年 以 来 所 做 的 工作 联系 在 一 起 ， 理 解 这 是 如 TT 
何 做 到 的 对 于 证 实 其 价值 和 能 力也 很 有 说 服 
力 。 因 此 ， 我 们 将 简要 介绍 这 些 算法 的 起 源 。 A 
对 于 稠密 图 的 一 种 MST 实现 (基本 上 等 站 
价 于 程序 20.3) 最 时 由 Prim 于 1961 年 提出 ， 


而 Dijkstra 随后 也 独立 地 提出 了 一 个 MST 实 
现 。 通 常 称 之 为 Prim 算法 。 然 而 ，Dijkstra 的 A 
表示 更 具有 一 般 性 ， 因 此 有 些 学 者 将 MST 算 图 20-11 Prim MST 算法 PFS 实现 的 边缘 集 大 小 
法 称 为 是 Dijkstra 算法 的 一 个 特例 。 然 而 ， 下 图 显示 了 PFS 处 理 图 20-10 中 的 示例 时 其 边缘 集 
Jarnik 早 在 1939 年 就 提出 了 这 一 基本 思路 ， 大 小 。 为 了 进行 比较 ， 上 方 画 出 了 图 18-28 所 对 应 的 
因此 有 些 学 者 也 称 此 方法 为 Jarnik 算法 ， 这 。 “"、 厂 机 搜索 以 及 BFS， 以 灰色 显示 。 
样 Pim (Dijkstra) 所 做 的 贡献 就 成 为 找 出 对 于 稠密 图 的 此 算法 的 一 个 高 效 实 现 。 随 着 优先 
队列 ADT 于 20 世纪 70 年 代 的 使 用 ， 它 直接 应 用 于 寻找 稀 朴 图 MST: 在 与 ElgV 成 正比 的 时 
间 内 可 计算 出 稀疏 图 的 MST， 这 一 事实 之 众所周知 的 ， 而 不 能 归功 于 哪 一 个 研究 人 员 。 在 此 
以 后 ， 正 如 我 们 将 在 20. 6 市 中 讨论 的 那样 ， 许 多 研究 人 员 都 在 致力 于 找 出 高 效 的 优先 队列 
实现 ， 这 是 找 出 稀疏 图 的 MST 算法 的 关键 所 在 。 
练习 

> 20. 30 ”对 于 本 节 开 始 提 到 的 针对 了 个 顶点 的 完全 加 权 图 的 Prim 算法 的 蛮 力 实现 ， 分 析 其 性 
能 。 提 示 : 以 下 组 合 求 和 可 能 有 用 : yk(V-k)=(V+1)V(V-1)/6。 

o20.31 对 于 所 有 顶点 都 有 相同 固定 度 上 的 图 ， 回 答 练 习 20. 30。 

co20. 32 对 于 有 T 了 个 顶点 、 巨 条 边 的 一 般 稀 朴 图 ， 回 答 练 习 20.30。 因 为 运行 时 间 依 赖 于 边 
的 权 值 和 顶点 的 度 ， 进 行 最 坏 情 况 下 的 分 析 。 展 示 一 组 图 ， 证 实 你 的 最 坏 情况 下 的 界限 。 
20. 33 ”按照 图 20-8 的 风格 ， 显 示 使 用 Prim 算法 计算 练习 20. 21 中 所 定义 的 网 的 MST 的 结果 。 

e 20. 34 ”描述 VV 个 顶点 、E 条 边 的 述 一 组 图 ， 使 得 Prim 算法 的 PFS 实现 有 最 坏 情 况 下 的 运行 
时 间 。 

se 20. 35 开发 一 个 用 于 生成 了 个 顶点 、 五 条 边 的 随机 图 的 合理 程序 ， 使 得 Prim 算法 的 PFS 实 
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现 (程序 20.4) 的 运行 时 间 是 非 线 性 的 。 
20. 36 ”转换 程序 20. 4, 使 其 用 于 邻接 和 矩阵 图 ADT 实现 。 
220. 37 ”修改 程序 20.4， 使 其 像 程序 18. 8 那样 工作 ， 其 中 将 依附 树 顶点 的 所 有 边 保 存在 边 
缘 集中 。 进 行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练习 20.9 ~14) ， 与 程序 20.4 的 实现 
进行 比较 。 
e 20. 38 提供 Prim 算法 的 一 种 实现 ， 要 求 使 用 练习 17. 51 中 独立 于 表示 的 图 ADT_ 
20. 39 假设 使 用 优先 队列 实现 来 维持 一 个 有 序 表 。 对 于 V 个 顶点 、E5 条 边 的 图 ， 分 析 其 最 坏 
情况 下 的 运行 时 间 (限于 一 个 常量 因子 )。 此 方法 在 何 种 情况 下 适用 ? 证 实 你 的 结论 。 
2 20. 40 如果 有 一 条 MST 边 ,将 它 从 图 中 删除 将 导致 MST 的 权 值 增加 ， 那 么 称 此 边 为 关键 
边 (critical edge) 。 证 明 如 何在 与 lg V 成 正比 的 时 间 内 找 出 图 的 关键 边 。 
20. 41 ”如果 优先 队列 使 用 无 序数 组 实现 ， 进 行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练习 
20.9 ~14) ， 比 较 程 序 20. 3 与 程序 20. 4 的 性 能 。 
* 20. 42 ”对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练习 20.9 ~ 14) ， 进 行 实验 研 究 ， 从 而 确定 使 用 索引 - 
堆 -竞赛 优先 队列 实现 而 不 是 程序 9. 12， 对 程序 20. 4 的 影响 。 
20. 43 ”对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练习 20. 9 ~ 14) ， 进 行 实验 研究 来 分 析 树 权 值 〈 作 为 了 
的 函数 ) 。 
20. 44 ”对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练习 20.9 ~ 14) ， 进 行 实验 研究 来 分 析 最 大 边缘 集 规模 
《作为 了 的 函数 ) 。 
20. 45 ”对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练习 20. 9 ~ 14) ， 进 行 实验 研究 来 分 析 树 的 高 度 〈 作 为 
Y 的 盟 数 ) 。 
20. 46 ”对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练习 20.9 ~ 14) ， 进 行 实验 来 研究 练习 20. 44 和 20. 45 
的 结果 对 于 起 始 顶 点 的 依赖 性 。 值 得 使 用 一 个 随机 起 始点 吗 ? 
se 20. 47 ”编写 一 个 客户 端 程序 ， 显 示 Prim 算法 的 动态 图 形 动画 过 程 。 你 的 程序 应 该 产生 像 图 
20-10 ( 见 练习 17.55 ~17.59) 的 图 形 。 使 用 随机 欧 几 里 得 近邻 图 和 网 格 图 ( 见 练习 20. 11 
和 20. 13) 来 测试 你 的 程序 ， 在 合理 时 间 内 使 用 能 处 理 的 尽 可 能 多 的 点 。 


20. 4 Kruskal 算法 


Prim 算法 是 通过 一 次 找 出 一 条 边 来 构建 MST， 其 中 每 一 步 都 是 要 找到 -一 条 新 边 连 向 一 棵 
不 断 增长 的 树 。Kmskal 算法 也 是 一 次 找 出 一 条 边 来 构建 MST; 但 是 与 前 面 有 所 不 同 ， 它 是 
要 找 出 连接 两 棵 树 的 一 条 边 ， 这 两 棵 树 处 于 一 个 MST 子 树 的 分 布 森林 中 ， 其 中 的 MST 子 树 
将 不 断 增长 。 我 们 从 一 个 包括 了 个 单个 顶点 树 的 退化 森林 开始 ， 然 后 执行 合并 两 棵 树 的 操作 
(使 用 可 能 的 最 短 边 ) ， 直 至 只 剩 下 一 棵 树 : 即 MST。 

图 20-12 逐步 显示 了 Kruskal 算法 的 操作 过 程 ; 图 20-13 则 基于 一 个 更 大 的 示例 展示 了 此 
算法 的 动态 特征 。 不 连通 的 MST 子 树 森林 将 逐步 演化 为 一 棵 树 。 边 将 按 其 长 度 顺 序 增加 到 
MST 中 ， 所 以 组 成 此 和 森林 的 顶点 相互 之 间 都 通过 相对 短 的 边 连接 。 在 算法 执行 的 任何 时 刻 ， 
每 个 顶点 与 其 子 树 中 的 顶点 ( 较 之 于 并 非 处 于 其 子 树 中 的 任何 项 点 ) 更 为 接近 。 

基于 本 书 中 考虑 过 的 基本 算法 学 工具 ，Kruskal 算法 很 容易 实现 。 实 际 上 ， 可 以 使 用 第 3 
部 分 的 排序 算法 将 边 按 权 值 排序 ， 以 及 第 1 章 的 任何 连通 性 算法 消除 导致 环 的 边 ! 程序 
20. 5 是 对 图 ADT 根据 这 些 思路 关于 MST 也 数 的 一 个 实现 ， 其 功能 等 价 于 本 章 考 虑 的 MST 的 
其 他 实现 。 此 实现 并 不 依赖 于 图 的 表示 :; 它 调 用 ADT 函数 ,返回 包含 图 中 边 的 一 个 数组 ， 
然后 由 此 数组 来 计算 该 MST。 
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图 20-12 ”Kmskal MST 算法 
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给 定 一 个 任意 顺序 的 图 的 边 表 ( 左 列 的 边 表 )。 Kmskal 算法 的 第 一 步 是 按照 权 值 对 其 进行 排序 ( 右 列 
然后 按照 权 值 顺序 扫描 边 表 ， 并 将 不 会 创建 环 的 边 加 入 到 MST 中 。 首 先 加 入 边 5-3 ot a hfe 
入 7-6 ( 左 图 )， 然 后 加 入 0-2 (右上 图 )， 再 加 入 0-7 ( 右 列 顺 数 第 2 个 图 )。 ee | 
因而 不 包含 在 MST 中 。 没 有 加 入 到 MST 中 的 边 在 排序 表 中 以 友 色 显示 。 然 后 ， A ep rail 
接 下 来 ， 我 们 拒绝 5-4， 因 为 它 创建 一 个 环 ， 然 后 ， 我 们 加 入 7-4《 右 下 图 )。 一 旦 完成 MST， 全 向 站 
会 导致 环 ， 因 此 将 被 拒绝 ( 当 在 MST 中 加 入 了 V-1 条 边 时 就 停止 ) 。 这 些 边 在 排序 表 中 用 星 号 表示 。 
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有 了 Kruskal 算法 ， 边 数组 表示 就 是 用 于 MST 的 一 种 自然 选择 ， 而 不 是 Prim 算法 所 用 的 
父 链接 表示 ; 因此 程序 20. 5 被 封装 为 将 MST 返回 到 用 户 提 供 的 数组 中 。 修 改 此 接口 使 其 与 
程序 20. 3 和 程序 20. 4 兼容 ， 使 用 DFS 来 计算 MST 的 父 链接 树 ADT 的 实现 是 一 件 简单 的 事 


情 ， 如 在 第 20. 1 节 中 所 讨论 的 〈 见 练习 20. 18 和 20. 19)。 


注意 到 在 Kruskal 算法 中 有 两 种 方式 都 可 以 终止 。 如 果 我 们 找 出 V-1 条 边 ， 那 么 得 到 一 
标 生 成 树 且 停 上 上 。 如 有 果 检 查 了 所 有 边 ,， 但 没有 找 出 V-1 条 树 边 ， 那 么 可 以 确定 此 图 是 不 连 


通 的 ， 与 在 第 1 章 中 的 做 法 完全 一 样 。 

分 析 Kruskal 算法 的 运行 时 间 是 一 件 简单 的 事情 ， 因 为 我 们 
知道 其 组 成 ADT 的 运行 时 间 。 

性 质 20. 9 ” Kruskal 算法 可 在 与 lg 成 正比 的 时 间 内 计算 
出 图 的 MST。 

证 明 ”此 性 质 是 对 程序 20.5 进行 更 一 般 观 察 的 一 个 结论 。 
程序 20.5 的 运行 时 间 与 对 E 个 数 排序 的 开销 加 上 次 查找 操作 
和 VV-1 次 合并 操作 的 开销 成 正比 。 如 果 我 们 使 用 标准 的 ADT 
实现 ， 诸 如 归并 排序 和 带 有 折 半 的 加 权 合 并 -查找 方法 ， 排 序 
的 开销 控制 着 Kruskal 算法 的 开销 。 国 

我 们 考虑 20. 6 节 中 Kruskal 算法 和 Prim 算法 的 可 比较 的 性 
能 。 此 时 ， 注 意 运行 时 间 与 上 lg 成 正比 并 不 一 是 比 ElgsV 要 
十 ， 因 为 至 多 为 V， 因 而 lg 至 多 为 2 lg TY。 对 于 某 些 特定 
图 的 性 能 差异 是 由 于 实现 上 的 性 质 以 及 是 否 实 际 运行 时 间接 近 
这 些 最 坏 情 况 的 界限 。 

实际 上 ， 我 们 可 能 使 用 快速 排序 或 快速 系统 排序 (可 能 
也 是 基于 快速 排序 ) 。 尽 管 快速 排序 方法 给 出 了 排序 (理论 
上 ) 的 二 次 时 间 的 最 坏 情 次 ， 但 它 也 可 能 导致 最 快 的 运行 时 
闻 。 实 际 上 ， 一 方面 ， 我 们 可 以 使 用 基数 排序 在 线性 时 间 内 
完成 排序 (对 权 值 要 求 某 种 条 件 ) ， 从 而 五 次 find 操作 的 开销 
占据 主导 作用 ， 然 后 调整 性 质 20.9， 可 得 Kruskal 算法 的 运行 
时 间 在 某 些 关于 权 值 的 条 件 下 ( 见 第 2 章 )， 是 在 Elgx*E 的 
一 个 常量 倍数 内 。 回 顾 函 数 lg *E 是 二 元 对 数 函 数 在 小 于 1 之 
前 的 近代 次 数 ， 如 果 EE 小 于 2”“， 那 么 这 个 数 就 小 于 5。 换 
句 话 说， 这 些 调整 都 可 以 使 Kmskal 算法 在 大 多 数 实 际 情 训 下 
是 线性 有 效 的 。 

一 般 地 ， 使 用 Kmskal 算法 找 出 MST 的 开销 甚至 比 处 理 所 
有 边 的 开销 还 要 低 。 因 为 在 图 的 〈 长 ) 边 的 相当 部 分 尚未 被 考 
虑 时 ，MST 就 已 经 完成 了 。 考 虑 到 这 个 因素 ， 可 以 大 大 降低 很 
多 实际 情况 下 的 运行 时 间 ， 将 比 MST 的 最 长 边 还 长 的 边 排除 在 
排序 之 外 。 完 成 这 个 目标 的 一 种 简单 方法 是 使 用 优先 队列 ， 采 
用 一 个 在 线性 时 间 内 执行 构造 (construct) 操作 的 实现 ， 以 及 
在 对 数 时 间 内 执行 删除 最 小 (delete the minimum) 的 操作 。 

例如 ， 可 以 使 用 一 个 堆 实 现 来 达到 这 些 性 能 特征 ， 使 用 目 
底 向 上 的 构造 ( 见 9.4 节 )。 具 体 地 说 ， 我 们 对 程序 20.5 作 如 





图 20-13。 ”Kruskal MST 算法 


此 序列 显示 了 1/4、1/2、 


3/4 和 素 个 MST 的 演化 过 程 。 
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下 的 改变 : 首先 ， 将 对 sort 的 调用 改 为 PQconstruct 调用 ， 在 与 E 成 正比 的 时 间 内 来 构建 堆 。 
第 二 ,改变 内 循环 ,使 用 e = PQdelete 取出 优先 队列 中 最 短 的 边 ， 并 将 对 a[ i] 的 所 有 引用 改 
为 指 回 e。 

性 质 20. 10 ” Kruskal 算法 基于 优先 队列 的 版 本 可 在 与 瓦 + 刀 jg 了 成 正比 的 时 间 内 计算 出 
一 个 图 的 MST， 其 中 于 是 图 中 不 大 于 MST 中 最 长 边 的 边 数 。 

证 明 参见 前 述 讨论 ， 表 明 此 开销 为 构建 一 个 规模 为 E 的 优先 队列 的 开销 加 上 执行 X 个 
删除 最 小 《delete the minimum) 操作 、 天 个 查找 (find) 操作 ， 以 及 V-1 个 合并 ( union ) 
操作 的 开销 。 注 意 优 先 队 列 构造 开销 占据 主导 作用 (上 且 该 算法 为 线性 时 间 )， 除 非 X 大 于 
E /lgV, 图 


程序 20.5 Kruskal MST 算法 


此 实现 使 用 第 6 草 的 排序 ADT 以 及 第 4 章 的 合并 - 查找 ADT， 考 虑 按照 边 权 值 大 小 来 
找 出 一 个 MST， 并 抛弃 那些 创建 环 的 边 ， 直 到 找 出 包含 一 个 生成 树 的 V-1 条 边 。 

此 实现 被 封装 为 一 个 函数 GRAPHmstE， 并 在 用 户 提 供 的 的 边 数 组 中 返回 一 个 MST。 在 
需要 时 ， 可 添加 一 个 包装 颖 吧 数 GRAPHmst 来 构建 该 MST 的 一 个 父 链 接 (或 某 种 其 他 表 
示 )， 如 在 20. 1 节 中 所 讨论 的 那样 。 


void GRAPHmstE(Graph G, Edge mst[]) 
{ int i, k; Edge a[maxE] ; 
int E = GRAPHedges (a, 6G); 
sort(a, 0, E-1); 
UFinit(G->V); 
for (i= 0, k = 0; i <E && k < G->V-1; i++) 
if (IUFfind(a[i] .v, a[i] .w)) 
t 
UFunion(a[li] .v, a[il] .vw); 
mst[k++] = a[i]; 
} 
} 


在 基于 快速 排序 的 实现 中 ， 也 可 以 应 用 同样 的 思想 得 到 类 似 的 好 人 处。 考虑 在 直接 使 用 递 
归 排 序 会 发 生 何 种 情况 ， 在 i 处 进行 划分 ， 然后， 递归 地 对 i 左边 的 子 文件 和 i 右边 的 子 文 
件 进 行 排序 。 注 意 到 由 算法 的 构造 过 程 可 知 ， 在 前 一 个 递归 调用 完成 之 后 ， 前 i 个 元 素 是 有 
序 的 〈 见 程序 9.2)。 这 个 显然 的 结果 可 以 直接 得 到 Kruskal 算法 的 一 种 快速 实现 : 如 果 将 对 
边 a[i] 是 否 会 导致 环 的 检查 放 在 这 两 个 递归 调用 之 间 ， 那 么 就 得 到 一 个 算法 .由 构造 ,该 
算法 在 完成 第 一 个 递归 调用 之 后 ， 就 已 经 按 有 序 顺序 检查 了 前 面 的 i 条 边 ! 如 果 加 上 一 个 在 
找到 YY -1 条 MST 的 边 时 就 返回 的 检查 ， 就 得 到 一 个 只 需要 对 计算 MST 所 需 的 边 进行 排序 的 
算法 ， 加 上 几 个 涉及 较 大 元 素 的 划分 步骤 ( 见 练习 20.52)。 类 似 直 接 排序 实现 ， 此 算法 最 
坏 情 况 下 的 运行 时 间 为 二 次 方 ， 但 从 概率 上 可 以 保证 ， 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 将 不 会 接近 这 
个 界限 。 而 且 ， 就 像 直接 排序 实现 ， 这 个 程序 很 可 能 比 基 于 堆 的 实现 更 快 ， 因 为 它 的 内 循环 
较 短 。 

如 果 此 图 不 是 连通 的 ，Kruskal 算法 的 部 分 排序 版 本 将 不 具 优 势 ， 因 为 要 考虑 所 有 的 边 。 
即使 对 于 一 个 连通 图 ， 图 中 最 长 的 边 也 可 能 在 MST 中 ， 因 而 ，Kruskal 方法 的 任何 实现 部 会 
检查 所 有 的 边 。 例 如 ， 此 图 可 能 是 由 顶点 的 紧 致 类 组 成 的 ， 这 一 类 都 由 短 边 连接 在 一 起 ， 只 
有 一 个 相距 较 远 的 顶点 由 一 条 长 边 连 向 其 中 的 一 个 顶点 。 虽 然 有 这 种 异常 的 情况 ， 部 分 排序 
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方法 仍然 是 很 有 意义 的 ， 因 为 在 应 用 时 它 能 提供 很 大 收益 ， 如 果 有 开销 也 是 很 小 的 。 
历史 方面 的 情况 很 重要 ， 也 有 启发 性 。Kruskal 在 1956 年 提出 了 他 的 算法 ， 但 多 年 来 相 

关 ADT 的 实现 却 没 有 深入 研究 ， 因 此 ， 实 现 诸 如 优先 队列 的 性 能 特征 直到 20 世纪 70 年 代 
才 得 以 充分 理解 。 还 有 一 些 有 趣 的 历史 事件 是 ， 在 Kruskal 论文 中 提 到 了 Prim 算法 的 一 个 版 
本 〈 见 练习 20. 54) 以 及 Boruvka 提 到 了 这 两 种 方法 。 对 于 稀 朴 图 ，Kruskal 算法 的 有 效 实现 
在 Prim 算法 的 实现 之 前 ， 这 是 由 于 合并 - 查找 算法 (及 排序 ) ADT 的 使 用 在 优先 队列 ADT 
之 前 。 一 般 地 ， 正 如 Prim 算法 的 实现 ，Kruskal 算法 所 取得 的 进步 主要 归功 于 ADT 性 能 的 进 
展 。 玉 一 方面 ， 将 合并 -查找 抽象 应 用 到 Kruskal 算法 以 及 将 优先 队列 抽象 应 用 到 Prim 算法 
一 直 是 很 多 研究 人 员 寻 求 这 些 ADT 更 好 实现 的 主要 动机 。 
练习 

> 20. 48 按照 图 20-12 的 风格 ， 使 用 Kruskal 算法 ， 显 示 练 习 20. 21 中 所 定义 的 网 的 MST 的 
计算 结果 。 

5 20. 49 对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 〈 见 练习 20. 9 ~ 14) ， 进 行 实验 研究 来 分 析 MST 中 最 长 边 的 
长 度 和 图 中 不 大 于 这 条 边 的 边 数 的 关系 。 

se 20. 50 开发 合并 -查找 ADT 的 一 种 实现 ， 使 其 在 常量 时 间 实 现 查找 操作 和 在 与 TY 成 正比 
的 时 间 实 现 合 并 操作 。 
20. 51 ”对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 〈 见 练习 20. 9 ~ 14) ， 进 行 实验 研究 ， 在 Kruskal 算法 作为 客 
户 闯 时 ， 将 练习 20. 50 中 你 的 ADT 实现 与 带 有 折 半 加 权 合 并 -查找 (程序 1.4) 进行 比较 。 
排除 对 边 进行 排序 的 时 间 开 销 ， 因 此 来 研究 此 改变 对 总 开销 与 使 用 合并 -查找 ADT 有 关 的 
那 部 分 开销 的 影响 。 
20. 52 开发 基于 正文 中 所 描述 的 思路 的 一 个 实现 ， 其 中 将 Kruskal 算法 与 快速 排序 结合 ， 
从 而 对 于 每 条 边 ， 一旦 知道 其 所 有 的 更 小 边 都 已 经 得 到 检查 ， 则 能 够 检查 MST 中 边 的 合 

020.53 改编 Kruskal 算法 来 实现 两 个 ADT 函数 ， 填 写 一 个 客户 程序 提供 的 顶点 索引 的 数组 ， 
它 将 顶点 分 为 上 类 ， 具 有 性 质 : 在 不 同 的 类 中 ， 不 存在 长 度 大 于 4d 的 边 连接 两 个 顶点 。 对 于 
第 一 个 函数 ， 取 上 撕 作 为 参数 ， 并 返回 4。 对 于 第 二 类 ， 取 d 作为 参数 ， 并 返回 上。 对 于 各 种 
不 同 的 上 值 和 4d& 值 ， 使 用 随机 欧 几 里 得 近邻 图 和 网 格 图 ( 见 练习 20. 11 和 20. 13) 测试 你 的 
程序 。 
20. 54 开发 一 种 基于 对 边 进行 预 排序 的 Prim 算法 的 实现 。 

e20. 55 编写 一 个 程序 ， 完 成 对 Kruskal 算法 ( 见 20. 47) 动态 图 形 动画 演示 的 过 程 。 使 用 随 
机 欧 几 里 得 近邻 图 和 网 格 图 ( 见 练习 20. 11 和 20. 13) 测试 你 的 程序 ， 使 用 在 合理 时 间 内 所 
能 处 理 的 尽 可 能 多 的 点 。 


20.5 Boruvka 算法 


我 们 所 考虑 的 下 一 个 MST 算法 也 是 最 古老 的 一 人 个。 类似 Kruskal 算法 ， 要 回 MST 子 树 的 
一 个 分 布 森 林 中 增加 边 来 构建 MST; 但 是 这 里 是 分 步 完 成 的 ， 即 每 一 步 都 增加 数 条 MST 的 
边 。 在 每 一 步 中 ,会 找 出 连接 每 一 棵 MST 子 树 与 不 同 子 树 的 最 短 边 ， 再 将 所 有 这 样 的 边 都 
增加 到 MST 中 。 

同样 ， 由 第 1 章 的 合并 - 查找 ADT 可 得 一 个 有 效 实现 。 对 于 此 问题 ， 很 容易 对 搂 量 进 
行 扩 展 ， 构 造 一 个 客户 程序 可 用 的 查找 操作 。 我 们 使 用 此 肾 数 为 每 棵 子 树 关联 一 个 索引 ， 因 
而 可 以 很 快 地 知道 一 个 给 定 的 顶点 属于 哪 棵 子 树 。 有 了 这 种 能 力 ， 我们 可 以 高 效 地 实现 
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Boruvka 算法 所 需 的 各 种 操作 。 

首先 ， 要 维护 一 个 顶点 索引 的 数组 ， 对 于 每 个 MST 子 树 ， 它 能 识别 出 它 的 最 近邻 。 然 
后 ， 对 图 中 的 每 条 边 执行 如 下 操作 : 

。 如 果 此 边 连接 同一 棵 树 中 的 两 个 顶点 ， 则 抛弃 它 。 

。 否则 ， 检 查 由 该 边 所 连接 的 这 两 棵 树 之 间 的 最 近邻 距离 ， 如 果 存 在 最 近邻 则 更 新 

距离 。 

在 对 图 中 所 有 边 做 此 扫描 后 ， 最 近邻 数组 中 就 有 了 连接 子 树 的 所 需 信息 。 对 于 每 个 顶点 
索引 ， 执 行 一 个 union 操作 将 该 顶点 与 它 的 最 近邻 连接 起 来 。 在 下 一 步 中 ,抛弃 自前 连通 的 
MST 子 树 中 连接 其 他 顶点 对 的 所 有 更 长 的 边 。 图 20-14 和 图 20-15 展示 了 基于 示例 算法 的 这 
个 过 程 。 





图 20-14 Boruvka MST 算法 
左 图 显示 了 从 每 个 顶点 到 其 最 近 令 的 所 有 有 向 边 。 这 些 边 显示 了 0-2、1-7 和 3-5 每 条 都 是 依附 于 其 顶点 的 最 短 
边 。6-7 是 6 的 最 短 边 ， 且 4-3 是 4 的 最 短 边 。 这 些 边 都 属于 该 MST， 并 且 构 成 MST 子 树 的 森林 (中 图 ) ， 类 似 Borun- 
ka 算法 的 第 一 步 。 在 第 二 步 中 ， 该 算法 添加 0-7 和 4-7 后 就 完成 MST 的 计算 ( 右 图 )， 其 中 0-7 边 是 依附 于 它 所 连接 
的 子 树 中 的 顶点 的 最 短 边 ，4-7 边 是 依附 于 下 图 的 子 树 中 的 顶点 的 最 短 边 。 


程序 20. 6 是 Boruvka 算法 的 直接 实现 。 该 0 


1 2 3 & 5 6 7 
实现 被 封装 为 使 用 边 数组 的 一 个 函数 or 
GRAPHmstE， 可 由 构建 其 他 表示 的 GRAPHmst stage 2|1 1 1141 1 1 1 1 
函数 调用 ， 类 似 20. 1 节 中 的 讨论 。 有 三 个 主 ”图 20-15 在 Boruvka 算法 中 的 合并 -查找 数组 
要 因素 使 此 实现 非常 高 效 : 此 图 描述 了 与 图 20-14 中 的 示例 所 对 应 的 合并 一 


查找 数组 中 的 内 容 。 初 始 时 ， 每 个 元 素 包 含 自己 的 过 
。 每 个 查找 操作 的 开销 基本 上 是 常量 。 引 ， 表 示 单 个 顶点 组 成 的 森林 。 第 一 步 之 后 ， 有 3 个 


s 每 一 步 都 会 减少 森林 中 MST 子 树 的 ” 分量， 用 索引 0、1 和 3 表示 【〈 对 于 这 个 规模 极 小 的 
数目 示例 ， 其 合并 ~ 查找 树 都 是 平 的 ) 。 第 二 步 之 后 ， 只 
有 一 个 分 量 ， 用 1 表示 。 
e 在 每 一 步 中 ， 有 大 量 的 边 被 抛弃 掉 。 
很 难 对 上 述 的 三 个 因素 进行 量化 ， 但 容易 建立 如 下 的 界限 。 


程序 20.6 Boruvka MST 算法 


Boruvka MST 算法 的 实现 使 用 了 第 4 章 中 的 合并 - 查找 ADT， 并 为 所 构建 的 MST 子 树 关 
联 索 引 。 它 假设 查找 操作 (对 于 属于 每 个 子 树 的 所 有 顶点 返回 一 个 索引 ) 是 在 接口 中 。 

每 一 步 都 对 应 着 检查 所 有 剩余 的 边 ; 连接 不 同 分 量 中 的 顶点 的 边 被 保留 到 下 一 步 中 。 数 
组 a 用 于 存放 尚未 被 抛弃 且 尚 未 在 MST 中 的 边 。 索 引 N 用 于 存放 为 下 一 步 所 保留 的 边 〈 代 
码 在 每 一 步 后 都 将 上 重 置 为 从 N 开始 ) ， 且 索引 h 用 于 访问 要 被 检查 的 下 一 条 边 。 每 个 分 量 
的 最 近邻 被 保存 在 数组 nn 中 ， 以 find 分 量 编号 作为 索引 。 在 每 一 步 最 后 ， 我 们 将 每 个 分 量 
与 它 的 最 近邻 合并 ， 并 将 最 近邻 边 添加 到 MST 中 。 


Edge hn[maxV] ，a[maxE] ; 
void GRAPHmstE (Graph G, Edge mst []) 
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{ int h, i, j, k, Vv, w, N; Edge e; 
int E = GRAPHedges (a, G); 
for (UFinit(G->V); E != 0; E = N) 
t 
for (k = 0; k < G->V; k++) 
nn[k] = EDGE(G->V, G->V, maxWT); 
for (hh = 0, N= 0; h < E; ht++) 
{ 
i = find(a[h] .v); j = find(af[h] .w) ; 
if (i == j) continue; 
if (a[h]j .wt < nn[i] .wt) nn[i}] = a[lh]; 
if (a[lhj .wt < nn[j] .wt) nn[j] = al[lh]; 
a[N++] = alhj; 


for (k = 0; k < G->V; k++) 
e = nn[k]; v= e.v; w= 日.Wi; 


if ((v !1= G->V) && IUFfind(v, w)) 
{ UFunion(v, W); mst[k] = e; } 


} 





性 质 20. 11 Boruvka 算法 计算 图 的 MST 的 运行 时 间 为 O(E lgV lg*E)。 
证 明 由 于 每 一 步 的 森林 中 的 数目 均 减 半 ， 所 以 步 数 不 会 大 于 lg 了， 每 一 步 的 时 间 则 最 
多 与 个 查找 操作 的 开销 成 正比 ， 它 小 于 E lg * 户 ， 或 在 某 些 实际 情况 下 是 线性 的 。 国 
性 质 20. 11 中 给 出 的 运行 时 间 是 一 个 保守 的 上 界 。 因 为 它 并 没有 考虑 每 一 步 中 大 量 减少 
的 边 的 数目 。 查 找 操作 在 最 初 的 几 遍 中 花费 常量 的 时 间 ， 而 在 后 面 几 遍 的 搜索 中 ， 仅 有 少量 
的 边 。 实 际 上 ， 对 于 很 多 图 ， 边 数 与 顶点 的 数目 呈 指 数 减 小 ， 而 且 总 运行 时 间 与 成 正比 。 
例如 ， 如 图 20-16 所 示 ， 该 算法 仅 在 4 步 内 就 能 够 找 出 这 个 较 大 示例 图 的 MST。 
可 能 去 挥 lg * E 这 个 因子 来 使 Boruvka 算法 理论 上 的 运行 时 间 的 界限 降低 到 与 lgV 成 
正比 ,方法 是 使 用 一 个 双向 链表 而 不 是 合并 和 查找 操作 来 表示 MST 的 子 树 。 然 而 ， 这 种 改 
进 在 实现 上 更 为 复杂 ， 而 且 潜 在 性 能 改进 也 是 微乎其微 ,在 实际 中 使 用 很 可 能 不 值得 考虑 
( 见 练习 20. 61 和 20. 62)。 
我 们 已 经 提 到 ，Boruvka 算法 是 我 们 所 考虑 的 最 古老 的 算法 : 它 最 初 在 1924 年 是 为 电力 
分 布 应 用 而 设计 的 。 此 方法 在 1961 年 经 Sollin 重新 发 现 ; 后 来 由 于 其 有 效 的 渐 近 性 能 作为 
MST 算法 的 基础 得 到 关注 ， 男 外 作为 并 行 MST 算法 的 基础 也 得 到 关注 。 
练习 
> 20. 56 a 20-14 的 风格 ,使 用 Boruvka 算法 ， 显 示 练 习 20.21 中 所 定义 的 网 的 MST 的 
计算 结 
o 20. 57 20. 6 为 什么 能 够 在 执行 合并 操作 之 前 进行 查找 检查 ? 提示 : 考虑 等 长 的 边 。 
o20.58 程序 20.6 为 什么 能 够 在 执行 合并 操作 之 前 检查 v 1= G->V? 
e 20. 59 描述 一 组 了 个 顶点 五条 边 的 图 ,使 得 在 Boruvka 算法 执行 的 每 一 步 中 所 剩 下 的 边 数 
足够 多 ,导致 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 。 
20. 60 开发 一 种 基于 对 边 进 行 预 排 序 的 Boruvka 算法 的 实现 。 
020.61 开发 Boruvka 算法 的 一 个 实现 ,其 中 使 用 双向 循环 链表 表示 子 树 ,从 而 在 每 -一步 中 ,可 
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以 在 与 成 正比 的 时 间 内 完成 子 树 合 并 和 重 命名 操作 ( 因而 不 需要 等 价 关系 ADT) 。 

0 20. 62 对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练 习 20.9 ~ 14) ,进行 实验 研究 来 比较 练习 20. 61 中 的 
Boruvka 算法 实现 与 正文 (程序 20.6) 中 的 Boruvka 算法 实现 。 

。 20. 63 ”对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练习 20.9 ~ 14) ,进行 实验 研究 ,用 表格 列 出 Boruvka 算法 
中 的 步 数 与 每 步 中 所 处 理 的 边 数 。 
20. 64 ”开发 Boruvka 算法 的 一 个 实现 , 它 在 每 步 中 构造 一 个 新 图 ( 每 个 项 点 表示 森林 中 的 一 
棵 树 ) 。 

se20.65 编写 一 个 程序 ,完成 对 Boruvka 算法 ( 见 20.47 和 
20. 55) 动态 图 形 动画 演示 的 过 程 。 使 用 随机 欧 几 里 得 近邻 图 "yx ~ 让 .7 了 
和 网 格 图 ( 见 练习 20. 11 和 20. 13 ) 测试 你 的 程序 ,使 用 在 合理 ”党 y “7 全 ~- 
时 间 内 所 能 处 理 的 尽 可 能 多 的 点 。 A 


“~, 
20. 6 ”比较 与 改进 到 ~ 7 才 


表 20-1 总 结 了 我 们 所 考虑 过 的 基本 MST 算法 的 运行 时 间 ; “中 个 人。 
表 20-2 给 出 了 对 这 些 算法 进行 比较 的 实验 研究 结果 。 由 这 些 “一 一 - 忆 ^ 
表格 可 得 ,Prim 算法 的 邻接 矩阵 实现 是 对 于 稠密 图 的 所 选 方 。 -fy 
法 ,对 于 中 等 密度 的 图 ,其 他 方法 的 性 能 都 在 最 佳 可 能 结果 ( 取 。 ~ ZE 
出 边 所 需 时 间 ) 的 一 个 小 的 常量 因子 范围 内 。 对 于 稀疏 图 ， Z ~ 
Kruskal 方法 本 质 上 将 问题 归 约 为 排序 问题 。 cd 人- 

简 而 言 之 ,我 们 可 以 将 MST 问题 看 作 针对 实际 问题 的 "已 < ,3 R 
解决 的 问题。 对 于 大 多 数 图 , 找 出 MST 的 开销 只 是 比 取出 图 
的 边 的 开销 稍 高 一 些 。 除 了 那些 极端 稀 朴 的 巨型 图 ,这 个 规则 Jr 
均 适 用 ,但 是 对 已 知 最 好 算法 在 性 能 上 的 可 用 改进 最 好 能 达到 


大 约 10 倍 。 表 20-2 中 的 这 些 结果 依赖 于 产生 图 所 使 用 的 模 Wr 
型 ,但 它们 也 适用 于 很 多 其 他 图 模型 (例如 ,练习 20.74)。 而 , 
且 ,理论 上 的 结果 并 不 能 否认 存在 对 于 所 有 图 的 保证 线性 时 间 
算法 的 可 能 性 ;这 里 ,我们 将 简要 介绍 对 这 些 方法 的 改进 实现 所 
做 的 广泛 研究 。 
首先 ,很 多 研究 是 开发 更 好 的 优先 队列 实现 。Fibonacci 堆 
(Fibonacci heap) 数据 结构 是 一 种 扩展 的 二 项 队列 ,其 减 小 关键 
字 (decrease key ) 操作 为 常量 时 间 , 删 除 最 小 ( delete the mini- 
mum ) 操 作为 对 数 时 间 , 达 到 了 理论 上 的 最 优 性 能 。 由 性 质 
20. 8 可 知 ,其 行为 对 于 Prim 算法 而 言 ,运行 时 间 与 上 +VlgV 成 
正比 。Fibonacci 堆 比 二 项 队列 更 为 复杂 ,在 实际 中 不 太 实 用 ， 
但 某 些 更 简单 的 优先 队列 实现 可 有 类 似 的 性 能 特征 ( 见 第 5 部 
分 参考 文献 ) 。 
一 种 有 效 的 方法 是 在 优先 队列 的 实现 中 使 用 基数 方法 。 这 
种 方法 的 性 能 往往 等 价 于 Kruskal 方法 中 基数 排序 的 性 能 , 黄 至 20-16。 Boruvka MST 算法 
等 价 于 对 20. 4 节 中 所 讨论 的 在 部 分 - 排序 方法 中 使 用 一 个 基 对 于 这 个 例子 ,只 用 4 步 就 
数 快速 排序 方法 。 演化 出 MST( 上 图 到 下 图 ) 。 
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表 20-1 MST 算法 的 开销 


此 表 总 结 了 本 章 中 所 考虑 的 各 种 MST 算法 的 开销 (最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 ) 。 这 里 的 公式 基于 以 下 假设 :存在 MST 
(蕴含 着 E>V-1) 且 存在 X 条 边 不 大 于 MST 中 的 最 长 边 ( 见 性 质 20.10)。 这 些 最 坏 情况 下 的 界限 可 能 太保 守 , 而 不 能 
预测 真实 图 的 性 能 。 在 很 多 实际 情况 下 ,算法 的 运行 时 间 都 为 线性 的 。 


算 法 最 坏 情 况 开 销 注 释 
Prim( 标准 ) Vy 对 于 稠密 图 是 最 优 的 
Prim( PFS , 堆 ) ElgV 保守 上 界 
Prim( PFS, d-heap) E logs V 除了 极端 稀疏 图 外 ,是 线性 算法 
Kruskal ElgE 排序 开销 占据 主导 作用 
Kmskal( 部 分 排序 ) E+XlgV 开销 依赖 于 最 长 边 
Boruvka ElgV 保守 上 界 


-~ 
表 20-2 MST 算法 实验 研究 


对 于 各 种 密度 的 随机 加 权 图 ,此 表 显 示 了 各 种 算法 找 出 MST 的 相对 时 间 。 对 于 低 密度 的 图 , Kruskal 算法 是 最 好 的 ， 
因为 它 相当 于 一 个 快速 排序 。 对 于 高 密度 的 图 ,Prim 算法 的 经 典 实现 是 最 好 的 ,因为 它 不 会 带 来 表 处 理 的 开销 。 对 于 中 
密度 的 图 ,Prim 算法 的 PFS 实现 是 检查 图 中 每 条 边 所 需 时 间 的 一 个 小 的 倍数 。 





E V C H J P K K* e/E B e/E 
密度 为 
20 000 10000 2 22 27 9 11 1.00 14 3.3 
50 000 25000 8 69 84 24 31 1.00 38 3.3 
100 000 50000 15 169 203 49 66 1.00 89 3.8 
200 000 100 000 30 389 478 108 142 1.00 189 3.6 
密度 为 20 
20 000 1000 2 5 4 20 6 5 0.20 9 4.2 
50 000 2500 12 1 13 130 16 15 0.28 25 4.6 
100 000 5000 14 27 28 34 31 0.30 55 4.6 
200 000 10000 29 61 61 73 68 0.35 123 5.0 
密度 为 100 
100 000 1000 14 17 17 24 30 19 0.06 51 4.6 
250 000 2500 36 44 44 130 81 53 0.05 143 5.2 
500 000 5000 73 93 93 181 113 0.06 312 5.5 
1 000 000 10 000 151 204 198 377 218 0.06 658 5.6 
密度 v/2.5 
400 000 1000 61 60 59 20 137 78 0.02 188 4.5 
0.01 1472 5.5 


2 500 000 2500 597 409 400 128 1 056 687 


说 明 ; C 只 取出 边 
H Prim 算 法 (邻接 表 / 索 引 堆 ) 
] Prim 算法 的 Johnson 版 本 (d- 叉 堆 优 先 队 列 ) 
P Prim 算法 (邻接 矩阵 表示 ) 
K Kmskal 算法 
K”Kruskal 算法 的 部 分 排序 版 本 
B Bormvka 算法 
e 被 检查 的 边 〈( 合 并 操作 ) 
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还 有 一 种 简单 方法 早期 由 D. Johnson 于 1977 年 提出 ， 也 是 最 有 效 的 一 种 方法 : 用 d- 又 
堆 实现 Prim 中 的 优先 队列 ， 而 不 是 用 标准 一 又 堆 〈 见 图 20-17) 。 对 于 这 种 优先 队列 的 实现 ， 
减 小 关键 字 (decrease key) 操作 少 于 log, 了 步 ， 删 除 最 小 〈delete the minimum) 操作 所 需 时 
间 与 d log.Y 成 正比 。 由 性 质 20.8 ， 这 种 行为 导致 Prim 算法 的 运行 时 间 与 Vd logsV +E logsV 
成 正比 ， 对 于 非 稀 玻 图 而 言 则 是 线性 的 。 

性 质 20. 12 给 定 一 个 有 VV 个 顶点 、 玉 条 边 的 
图 ， 令 d 表示 密度 /AV。 如 果 d<2， 那 么 Prim 算法 
的 运行 时 间 与 也 培 了 成 正比 。 否 则 ， 可 以 使 用 
| 有 ATY1- 又 堆 表 示 优 先 队 列 ， 从 而 使 最 坏 情 况 下 运 
ee ET 

证 明 接着 前 一 段 的 讨论 ， 步 数 为 Vd logs V+ 
E log,V， 因 此 运行 时 间 至 多 与 logsV 成 正比 ， 即 
CB le WY lg \ 转 

在 请 与 WV 成 正比 时 ， 性 质 20. 12 导致 的 最 坏 情 
况 下 的 运行 时 间 为 EL/s ， 对 于 任何 常量 = ， 该 值 是 线 
性 的 。 例 如 ， 如 果 边 数 与 VY“ 成 正比 ， 那 么 开销 小 于 站 
2E; 如 果 边 数 与 了 “成 正比 ， 那 么 开销 小 于 3E; 而 
且 如 果 T” 成 正比 ,那么 开销 小 于 4E。 对 于 一 个 有 
百 万 个 项 点 的 图 ， 开 销 小 于 6 严 ， 除 非 密度 小 于 10。 1 








名 5 6 7 8 9 10 
10 18 29 34 32 46 0 60 51 31 


用 这 种 方法 试图 最 小 化 最 坏 情 况 下 运行 时 间 界 
限 需 要 认识 到 ， 开 销 的 Vd log, 了 部 分 是 不 可 避免 的 
(对 于 删除 最 小 操作 ， 当 四 下 移动 时 必需 检查 堆 中 
的 d 个 后 继 ), 但 E lg d 部 分 不 太 可 能 达到 (因为 


032. (29) (34) (18) 
(46) (40) (60) (51) (31) 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


10 32 29 34 18 46 40 60 51 31 


图 20-17 2 叉 堆 、3 叉 堆 和 4 又 堆 
在 将 标准 二 又 堆 排 序 的 完全 树 硝 放 在 数组 
中 时 (上 图 )， 我 们 使 用 隐 式 链接 来 表示 结 点 i 
连 至 树 中 下 方 的 子 结 点 21 和 2i+1， 以 及 树 中 
上 方 的 父 结 点 i/2。 在 3 又 堆 中 (中 图 ), i 的 
隐 式 链接 连 向 其 子 结 点 32-1，3i 和 3i+1 及 父 
结 点 | (i+1)/3]; 在 4 又 堆 中 《下 图 ), i 的 
隐 式 链接 连 向 其 子 结 点 4i -2, 4i-1,，4i 和 
4i+1 及 父 结 点 L (i+2)/4|。 增 加 隐 式 堆 实 现 
中 的 分 支 因 子 在 应 用 中 很 有 价值 ， 类 似 Prim 
算法 ， 需 要 大 量 减 小 关键 字 的 操作 。 


更 多 的 边 将 不 需要 更 新 优先 队列 ， 类 似 在 性 质 20.8 
后 面 的 讨论 所 示 ) 。 

”对 于 表 20-2 实验 中 的 典型 的 图 ， 减 小 d 对 运行 
时 间 没有 任何 影响 ， 而 使 用 一 个 大 的 4 值 则 会 使 实 
现 少 有 所 减 慢 。 然 而 ， 它 对 于 最 坏 情况 性 能 提供 了 
少许 保证 ， 使 得 该 方法 很 有 价值 ， 因 为 它 易于 实 
现 。 原 则 上 ， 我 们 可 能 微调 实现 ， 挑 出 某 种 类 型 图 
的 最 好 d 值 (选择 不 会 是 算法 减 慢 的 最 大 d 值 )， 
但 是 一 个 小 的 固定 值 (比如 说 4、5 或 6) 会 很 好 ， 
除了 具有 某 些 特征 的 特定 类 型 的 巨型 图 之 外 。 


程序 20.7 多 路 堆 PQ 实现 


堆 PQ 实现 〈 见 程序 9.5) 的 这 些 fixUp 和 fixDown 孔 数 维持 一 个 d- 又 堆 ， 因 此 ， 删除 最 
小 操作 所 需 时 间 与 d 成 正 比 ? 但 decrease key 操作 需要 的 步 数 少 于 logaV, 对 于 2 » 这 些 也 
数 分 别 等 价 于 程序 9.3 和 9.4。 


fixUp(IlItem a[], int Kk) 
{ 
While (k > 1 && less{a[(k+d-2)/d], aflk])) 
{ exch(la[lk], al(k+d-2)/d]); k = (k+d-2)/d; } 
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} 
fixDownt{Item a[], int k, int N) 
{ int i, j; 
while ((d*(k-1)+2) <= N) 
{ j = d*(k-1)+2; 
for (i = j+1; (i < j+d) && (i <= N); i++) 
if (less(a[lj], a[il)) j = i; 
if (lless(a[k], a[j])) break; 
exch(a[lk], a[j]); k = j; 
} 
} 





对 于 稀疏 图 使 用 d- 叉 堆 并 不 是 很 有 效 。 因 为 4d 必须 为 一 个 大 于 等 于 2 的 整数 ， 这 个 条 件 
隐 含 着 不 能 产生 小 于 TIg 了 的 渐 近 运行 时 间 。 如 果 密 度 是 较 小 的 常数 ,那么 线性 时 间 MST 算 
法 的 运行 时 间 必 须 与 了 成 正比 。 

开发 在 线性 时 间 内 计算 稀 玻 图 的 MST 的 实用 算法 的 目标 仍然 是 难以 解决 的 。 已 对 Boruvka 
算法 的 各 种 变形 做 了 大 量 的 研究 ， 作 为 稀 疏 图 的 渐 近 线性 时 间 MST 算法 的 基础 〈 见 第 $ 部 
分 参考 文献 )。 这 些 研 究 使 得 最 终 有 可 能 得 到 一 种 实用 的 线性 时 间 MST 算法 ， 其 至 表明 存在 
随机 线性 时 间 的 算法 。 尽 管 这 些 算 法 一 般 会 相当 复杂 ， 但 在 实际 中 ， 其 中 有 些 简 化 的 版 本 也 
是 很 有 用 的 。 同 时 ， 在 大 多 数 实际 情况 下 ， 可 以 使 用 这 里 所 考虑 的 基本 算法 在 线性 时 间 内 计 
算 MST， 对 某 些 稀 朴 图 可 能 要 增加 一 个 额外 的 因子 lg Y。 
练习 

5 20. 66 [V. Vyssotskyj 开发 20. 2 节 中 所 讨论 算法 的 一 种 实现 ， 通 过 每 次 增加 边 并 删除 所 构 
成 环 中 的 最 长 边 来 构建 MST ( 见 练习 20.28 ) 。 使 用 MST 子 树 森 林 的 父 链接 表示 。 提 示 : 在 
树 中 遍历 路 径 时 将 指针 反 向 。 

20. 67 ”对 于 各 种 类 型 的 其 权 图 ( 见 练习 20.9 ~14》， 进 行 实验 研究 ， 将 练习 20. 66 中 你 的 
实现 与 Kruskal 算法 进行 比较 。 检查 考虑 边 的 随机 顺序 是 否 对 结果 有 影响 。 

e20. 68 对 于 每 次 只 能 有 了 个 顶点 装 人 主 存 的 大 型 图 ， 找 述 如 何 找 出 该 图 的 MST。 

220. 69 开发 优先 队列 的 一 个 实现 ， 甚 中 删除 最 小 操作 和 查找 最 小 〈find the minimum) 操作 
都 是 常量 时 间 的 操作 ,减少 关键 字 所 需 时 间 与 优先 队列 大 小 的 对 数 成 正比 。 对 于 各 种 类 型 的 
加 权 图 ( 见 练习 20.9 ~14)， 在 使 用 Prim 算法 来 找 出 稀 朴 图 的 MST 时 ,将 你 的 实现 与 4- 叉 
堆 进 行 比 较 。 

20. 70 . 开发 一 个 实现 ， 将 Boruvka 算法 进行 推广 ,维护 一 个 包含 MST 子 树 森林 的 广义 队 
列 。( 使 用 程序 20.6 对 应 着 使 用 FIFO 队列 )。 对 于 各 种 类 型 的 加 权 图 ( 见 练 习 20.9 ~14) 
进行 实验 ， 并 与 其 他 广义 队列 实现 进行 比较 。 

e20.71 开发 随机 连通 立方 图 (每 个 顶点 的 度 为 3) 的 一 个 生成 器 ， 其 中 边 土 的 权 值 为 随机 
权 值 。 针 对 这 种 情况 ， 对 于 所 讨论 的 MST 算法 进行 微调 ， 然 后 确定 哪 一 种 算法 是 最 快 的 。 

020.72 对 于 V=10s， 画 出 使 用 4d- 叉 堆 的 Prim 算法 开销 的 上 界 与 5 的 比率 (作为 密度 d 的 
函数 ) 。d 的 取 值 为 1 ~ 100。 

020.73 由 表 20-2 可 得 ， 对 于 低 密 度 图 ，Ksuskal 算法 的 标准 实现 比 部 分 排序 了 实现 村 快 得 多 。 
解释 这 种 现象 。 i i 

。 20. 74 ”按照 图 20-2 的 风格 ， 对 于 含有 高 斯 权 值 的 随机 完全 图 ( 见 练习 20 1 区 8 
验 研 究 。 
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20.7 欧 几 里 得 MST 


假设 给 定 平面 上 的 N 个 点 ,我 们 想 要 找 出 连接 所 有 点 的 最 短线 段 集合 。 这 个 集合 问题 称 为 
欧 几 里 得 MST 问题 ( 见 图 20-18)。 求 解 此 问题 的 一 种 方法 是 构建 一 个 入 个 顶点 、N(N -1)/2 
条 边 的 完全 图 ， 每 对 顶点 都 有 一 条 边 连 接 ， 边 上 权 值 为 对 应 点 之 间 的 距离 。 那 么 ， 可 以 使 用 
Prim 算法 在 与 N* 成 正比 的 时 间 内 找 出 该 MST。 

一般 说 来 ， 这 种 解决 方案 太 慢 。 欧 几 里 得 问题 有 点 不 同 于 。。 
我 们 一 直 考虑 的 图 问题 ， 因 为 所 有 的 边 是 隐 含 定义 的 。 输 入 规 人 > 
模 只 与 w 成 正比 ， 因 而 上 面 所 描述 的 算法 是 此 问题 的 一 个 二 次 史 
(quadratic) 时 间 的 算法 。 研 究 已 经 证 明 还 可 能 有 更 好 的 方法 。 oo 
几何 结构 使 完全 图 中 大 多 数 的 边 都 与 问题 不 相关 ， 而 且 在 构造 和， 。，。 ~ 


最 小 生成 树 之 前 ， 并 不 需要 将 大 多 数 的 边 增加 到 这 个 图 中 。 人 
性 质 20. 13 我 们 可 以 在 与 Nlog NN 成 正比 的 时 间 内 找到 NN oe .> 


个 点 的 欧 几 里 得 MST。 

证 明 这 一 点 是 关于 平面 上 点 的 两 个 基本 事实 的 直接 结果 
(在 第 7 部 分 将 详细 讨论 )。 首 先 ， 根据 定义 ， 称 为 Delauney 三 
角 (Delauney triangulation) 的 图 含有 MST。 其次，Delauney 三 
角 是 一 个 边 数 与 NN 成 正比 的 平面 图 。 国 

这 样 ， 原 则 上 讲 ， 可 以 在 与 N log N 成 正比 的 时 间 内 计算 出 
Delauney 三 角 ， 然 后 运行 Kmskal 算法 或 优先 级 优先 搜索 方法 来 
找 出 欧 几 里 得 MST。 所 用 时 间 与 W log N 成 正比 。 但 是 写 一 个 计 
算 Delauny 三 角 的 程序 即使 是 对 于 有 经 验 的 程序 员 也 是 一 种 挑 图 20-18 欧 几 里 得 MST 
战 ， 因 为 对 于 这 个 问题 ， 这 种 方法 在 实际 中 过 于 复杂 。 给 定 平面 上 个 点 的 集合 

其 他 的 方法 则 源 于 将 在 第 7 部 分 考虑 的 几何 算法 。 对 于 随 《七 图 )， 欧 几 里 得 MST 是 将 
机 分 布 的 点 ， 我 们 可 以 将 平面 划分 成 若干 方形 ， 每 个 方形 中 都 。 某 空 ， 生生 站 地 的 痢 伙 红 二 
包含 大 约 lg N/2 个 点 ， 类 似 于 程序 3. 20 中 的 最 近 点 的 计算 。 然 ”一 个 图 处 理 问 题 ， 因 为 我 们 需 
后 ， 即 使 仅 将 各 点 与 其 相 邻 正方 形 中 的 点 连接 的 边 包含 在 图 中 ，。 要 利用 点 的 全 局 几何 信息 来 进 
也 很 有 可 能 (但 并 不 能 保证 ) 得 到 最 小 生成 树 中 的 所 有 边 ; 在 。 完 信 全 寺 区 芒 尝 过 的 所 及 个 
这 种 情况 下 ， 我们 可 以 运行 Kruskal 算法 或 Prim 算法 的 PFS 实 
现 来 有 效 地 完成 这 项 工作 。 图 20-10、 图 20-13 、 图 20-16 以 及 类 似 图 中 的 所 用 示例 都 是 用 这 
样 建 方法 创建 的 〈 见 图 20-19) 。 或 者 ， 还 可 以 基于 使 用 近邻 算法 开发 Prim 算法 的 另 一 个 版 
本 ， 来 避免 更 新 远 距 的 顶点 。 

基于 求解 此 问题 的 所 有 可 能 选择 ,以 及 求解 一 般 MST 可 能 存在 的 线性 算法 ， 重 要 的 说 
明 是 存在 一 个 我 们 可 能 做 到 的 简单 最 佳 下 界 。 

性 质 20. 14 找 出 入 个 点 的 欧 几 里 得 MST 并 不 比 对 NW 个 数 进行 排序 简单 。 

证 明 ”给 定 一 组 待 排序 的 数字 列表 ， 将 这 个 表 转 化 为 一 个 点 列表 ， 其 中 x 坐标 取 自 数字 
表 中 对 应 的 数 ，y 坐标 取 0。 找 出 这 个 点 列表 的 MST。 然 后 (与 Kmskal 算法 所 作 的 一 样 )， 
将 这 些 点 放 到 图 的 ADT 中 ， 并 且 运 行 DFS 来 产生 一 棵 生成 树 ， 从 最 小 x 坐标 的 那个 点 开始 。 
这 棵 生成 树 相 当 于 对 这 些 数 的 进行 链表 排序 ; 因此 ， 就 解决 了 排序 问题 。 | 

准确 地 表述 这 个 下 界 很 复杂 ， 因 为 这 两 个 问题 所 用 的 基本 操作 〈 对 于 排序 问题 是 比较 坐 
标 ， 对 于 MST 问题 则 是 比较 距离 ) 是 不 同 的 ， 而 且 还 有 可 能 使 用 诸如 基数 排序 和 网 格 等 方 
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法 。 然 而 ， 可 以 对 此 边界 做 以 下 解释 ， 它 表示 在 进行 排序 时 ， 应 当 将 使 用 N lg N 次 比较 的 欧 
几 里 得 MST 算法 认为 是 最 优 的 ， 除 非 利 用 了 坐标 的 数值 性 质 ， 在 这 种 情况 下 可 以 期 望 达到 
线性 时 间 。 

研究 欧 几 里 得 MST 所 引出 的 图 算法 和 几何 算法 之 间 的 关系 
是 很 有 趣 的 。 我 们 可 能 遇 到 的 很 多 实际 问题 要 么 可 以 形式 化 为 
几何 问题 ， 要 么 可 以 形式 化 为 图 问题 。 如 果 对 象 的 物理 位 置 是 
一 个 主要 特征 ， 那 么 就 可 以 调用 第 7 部 分 的 几何 算法 ; 但 如 果 
对 象 之 间 的 互 连 关系 非常 重要 ， 那 么 本 节 的 图 算法 可 能 更 胜 ”区 
一 筹 。 ze 

欧 几 里 得 MST 似乎 落 入 这 两 种 方法 的 交界 处 〈 输 入 涉及 几 EW 于 
何 特征 ， 输 出 涉及 互 连 特征 ) ， 开 发 欧 几 里 得 MST 的 简单 、 直 
接 方法 仍然 是 一 个 困难 的 目标 。 在 第 21 章 里 ， 我 们 看 到 一 个 同 
样 落 入 这 个 交界 处 的 类 似 问 题 ， 但 对 于 该 问题 ， 欧 几 里 得 方法 
本 质 上 允许 比 解 决 相应 图 问题 更 快 的 算法 。 


练习 
> 20. 75 ”给 出 一 个 反例 来 说 明 以 下 方法 对 于 找 出 欧 几 里 得 MST 
不 可 行 :“ 对 这些 点 按照 其 x 坐标 排序 ,然后 找 出 前 一 半点 和 后 





一 半点 的 最 小 生成 树 ， 再 找 出 连接 它们 的 最 短 边 。” 
20.76 ”开发 一 种 Prim 算法 的 快速 版 本 ， 对 于 平面 上 的 一 个 均 ”图 20-19 欧 几 里 得 近邻 图 
名 分 布 的 点 集 ， 忽 略 远 距 点 直到 接近 它们 的 一 棵 树 为 止 ， 计 算 ee hd ee 
出 欧 几 星 得 MST。 连接 距离 d 内 的 每 一 对 点 ， 如 
ee 20.77 开发 一 个 算法 ， 给 定 平面 上 的 入 个 点 集 ， 找 出 一 个 基 图 20-8 等 的 图 所 示 。 然 而 ， 如 
数 与 NN 成 正比 的 边 集 ， 其 中 必然 包含 MST 而 且 易 于 计算 , 使得” 采 d 太 大 (上 图 )， 这 种 方法 
能 够 为 该 算法 开发 一 个 简洁 而 高 效 的 实现 。 ee ee 
o20.78 在 一 个 单位 正方 形 中 ,给 定 一 个 NN 个 点 的 随机 集合 方法 也 不 能 保证 能 有 连接 所 有 
(均匀 分 布 )， 进 行 实验 确定 一 个 值 4 (保留 两 位 小 数 ) ， 使 得 距 ”点 的 边 (下 图 )。 
离 d 内 的 各 对 顶点 所 定义 的 边 集中 99% 包含 MST。 
o 20.79 ”如 果 每 个 点 的 坐标 由 均值 为 0.5、 标 准 方差 为 0.1 的 高 斯 分 布 得 到 ， 对 这 些 点 做 练 
习 20. 78。 


。 20. 80 ”描述 对 于 稀 蚊 欧 几 里 得 图 如 何 改 进 Kruskal 算法 和 Boruvka 算法 的 性 能 。 
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第 21 章 最 短路 径 


加 权 有 向 图 中 的 每 条 路 径 都 有 相关 的 路 径 权 值 ( path weight) ， 其 值 为 那 条 路 径 上 的 边 
权 值 之 和 。 这 个 基本 的 度量 允许 我 们 对 诸如 “ 找 出 两 个 给 定 顶 点 之 间 权 值 最 小 的 路 径 ” 这 
样 的 问题 形式 化 。 这 些 最 短路 径 问 题 (shortest-paths problem) 就 是 本 章 的 主题 。 最 短路 径 问 
题 不 仅 在 很 多 应 用 中 非常 直观 ， 而 且 还 带 我 们 进入 一 个 强大 和 通用 的 领域 ， 使 我 们 可 以 寻求 
解决 包含 大 量 特定 应 用 的 一 般 问 题 的 高 效 算法 。 

本 章 所 考虑 的 几 个 算法 与 第 17 ~ 20 章 所 考察 的 各 种 算法 直接 相关 。 基 本 的 图 搜索 范 型 
可 以 直接 应 用 ， 还 有 一 些 在 第 17 章 和 第 19 章 论 述 图 的 连通 性 时 所 使 用 的 特定 机 制 ， 可 以 提 
供 作 为 解决 最 短路 径 问 题 的 基础 。 

为 简洁 起 见 ， 我 们 称 加 权 有 向 图 为 网 (network)。 图 21-1 使 用 标准 表示 显示 了 一 个 示例 
网 。 从 我 们 在 20. 1 节 所 考虑 的 无 向 图 表示 所 对 应 的 函数 ,派生 处 理 网 所 需 的 基本 ADT 函数 
是 一 件 简单 的 事情 。 只 要 保留 每 条 边 的 一 种 表示 ， 与 从 17 章 的 无 向 图 表示 派生 第 19 章 中 有 
向 图 表示 完全 一 样 〈( 见 程序 20.1 和 20.2)。 从 第 17 章 和 第 18 章 中 的 非 加 权 无 向 图 ,第 19 
章 中 的 非 加 权 有 向 图 ， 或 第 20 章 中 的 加 权 无 向 图 的 ADT 可 以 派生 ADT ( 见 练习 21.9), 在 
需要 各 种 类 型 图 的 应 用 或 系统 中 ， 通 过 这 些 派生 的 ADT 来 定义 网 的 ADT， 是 软件 工程 书 中 
的 一 个 练习 。 
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图 21-1 示例 网 和 表示 

此 网 (加 权 图 ) 用 四 种 表示 显示 : 边 表 ， 绘 制图 形 ， 邻 接 给 阵 和 邻接 表 (从 左 到 右 )。 类 似 于 MST 算法 中 的 做 
法 ， 常 常 使 用 与 其 绘制 长 度 成 正比 的 边 权 值 ， 但 并 不 要 求 遵守 这 一 规则 。 

因为 大 多 数 的 最 短路 径 算 法 都 可 处 理 任意 的 非 负 权 值 ( 负 权 值 确实 会 带 来 特殊 的 挑战 ) 。 邻 接 岷 阵 表示 和 邻接 表 
表示 包含 了 带 有 每 边 表 示 的 权 值 ,与 在 加 权 无 向 图 中 一 样 。 该 邻接 矩阵 不 是 对 称 的 ， 且 邻接 表 中 包含 每 条 边 的 一 个 结 
点 《类似 于 非 加 权 有 向 图 ) 。 不 存在 的 边 在 给 阵 中 用 一 个 观察 哨 值 (图 中 为 室 ) 表示 出 ， 在 表 中 则 根本 不 会 出 现 。 出 
现 了 长 为 0 的 自 环 ， 是 因为 它们 能 够 简化 最 短路 径 算 法 的 实现 。 为 简便 起 见 ， 左 边 的 边 表 中 省 略 了 自 环 ， 而 且 当 创建 
一 个 邻接 给 阵 或 邻接 表 表 示 时 ， 按 照 约定 增加 这 些 自 环 时 会 指示 出 这 种 典型 情况 。 

处 理 网 时 ， 在 所 有 的 表示 中 保留 自 环 很 方便 。 这 个 约定 使 算法 可 以 灵活 地 使 用 最 大 权 值 
观察 哨 来 指示 一 个 顶点 由 自身 不 可 达 。 在 我 们 的 示例 中 ， 使 用 权 值 为 0 的 自 环 ， 尽 管 正 权 值 
自 环 在 应 用 中 的 确 也 是 有 意义 的 。 很 多 应 用 还 需要 平行 边 ， 也 许 平行 边 还 带 有 不 同 权 值 。 就 
像 在 20. 1 节 中 提 到 的 那样 ， 各 种 忽略 或 组 合 这些 边 的 选项 适合 于 不 同 的 应 用 。 在 这 一 章 里 ， 
为 了 简明 起 见 ， 示 例 中 都 不 使 用 平行 边 ， 在 邻接 矩阵 表示 中 也 不 允许 平行 边 ; 也 不 检查 平行 
边 或 删除 邻接 表 中 的 平行 边 。 

. 我 们 在 第 19 章 中 所 考虑 的 有 向 图 的 所 有 连通 性 质 在 网 中 也 很 重要 。 在 那 一 章 中 ， 希望 
知道 是 否 可 以 从 一 个 顶点 到 达 另 一 个 顶点 ; 在 这 一 章 里 ， 我 们 考虑 权 值 , 希望 找 出 从 一 个 项 
点 到 另 一 个 顶点 的 最 佳 方 式 。 
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定义 21.1 网 中 两 个 顶点 s 和 :之 间 的 最 短路 径 (shortest path) 是 一 条 从 到 上 的 简单 
有 向 路 径 ， 有 具有 性 质 : 不 存在 其 他 有 更 小 权 值 的 路 径 。 

此 定义 很 简洁 ， 但 这 种 简洁 性 掩盖 了 值得 深入 讨论 的 内 容 。 首 先 ， 如 果 1 不 能 由 s 可 达 ， 
那么 根本 不 存在 路 径 。 因 此 也 就 不 存在 最 短路 径 。 为 方便 起 见 ， 我 们 所 考虑 的 算法 往往 将 这 
种 情况 认为 是 等 价 于 从 ， 到 :存在 一 条 有 无 限 权 值 的 路 径 。 其 次 ， 类 似 在 MST 算法 中 所 做 的 
那样 ， 示 例 中 使 用 的 网 中 边 权 值 与 边 长 度 成 正比 ， 但 在 定义 中 没有 这 个 要 求 ， 而 且 算 法 
(除了 21.5 中 的 算法 ) 中 也 并 不 做 这 个 假设 。 实 际 上 ， 如 果 要 发 现 直 观 上 无 法 体现 出 来 的 
捷径 ， 最 短路 径 算法 就 是 最 好 的 算法 。 比 如 说 ， 通 过 几 个 其 他 顶点 的 两 个 顶点 之 间 的 路 径 ， 
其 总 权 值 小 于 连接 这 两 个 顶点 的 直接 的 边 上 的 权 值 。 第 三 ， 从 一 个 顶点 到 另 一 个 顶点 可 能 存 
在 多 条 路 径 有 相同 的 权 值 ; 一 般 只 要 找 出 其 中 的 一 条 就 满足 了 。 图 21-2 显示 了 带 有 一 般 权 
值 的 一 个 例子 ， 此 图 就 描述 了 这 些 情况 。 
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图 21-2 最 短路 径 树 

最 短路 径 树 (SPT) 定义 了 从 根 到 其 他 顶点 的 最 短路 径 ( 见 定义 21.2)。 一 般 地 ,不 同 路 径 可 能 有 相同 的 长 度 ， 
因此 ， 可 能 有 多 个 SPT 定义 了 从 菜 个 给 定 的 顶点 开始 的 最 短路 径 。 在 左边 所 示 的 示例 网 中 ,从 0 开始 的 所 有 最 短路 径 
都 是 此 网 右边 所 示 的 DAG 的 子 图 。 以 0 为 根 的 树 生 成 了 此 DAG， 当 上 且 仅 当 它 是 0 开始 的 一 个 SPT。 右 边 的 两 棵 树 就 是 
这 样 的 树 。 

定义 中 限制 路 径 为 对 简单 路 径 ， 对 于 包含 边 上 具有 非 负 权 值 的 网 是 不 必要 的 ， 因 为 在 这 
样 的 网 中 ， 路 径 中 的 任何 环 都 会 被 删除 ， 从 而 给 出 一 条 不 会 更 长 的 路 径 (而 且 一 般 会 更 短 ， 
除非 此 环 由 0 权 值 的 边 组 成 ) 。 但 是 在 考虑 可 能 有 负 权 值 的 边 的 网 时 ， 需 要 限制 为 简单 路 径 
的 要 求 就 变 得 明显 了 ; 和 否则， 如 果 一 个 网 中 存在 有 负 权 值 的 环 ， 那 么 最 短路 径 的 概念 就 没有 
意义 了 。 人 例如， 假设 图 21-1 中 的 网 中 ， 边 3-5 的 权 值 为 -0.38 和 5-1 的 权 值 为 -0.31。 那 
么 环 1-4-3-5-1 上 的 权 值 为 0.32 +0.36 -0.38 -0.31 = -0.01， 我 们 可 以 沿 着 环 旋转 来 产生 
任意 短 的 路 径 。 如 果 仔 细 可 以 注意 到 ， 负 权 值 环 中 的 所 有 边 不 必 都 是 负 权 值 ; 关注 的 是 边 上 
权 值 之 和 。 为 简明 起 见 ， 使 用 术语 负 环 (negative cycle) 表示 其 总 权 值 为 负数 的 有 问 环 。 

在 此 定义 中 ,假设 从 :到 :的 路 径 上 的 某 个 顶点 也 在 一 个 负 环 上 。 在 这 种 情况 下 ,从 。s 
到 :存在 一 条 ( 非 简 单 ) 最 短路 径 会 是 一 个 矛盾 ， 因 为 我 们 可 以 使 用 此 环 来 构造 一 个 权 值 比 
任何 给 定 值 更 小 的 路 径 。 为 了 避免 出 现 此 矛盾 ， 在 定义 中 限制 到 简单 路 径 ， 因 而 最 短路 径 的 
概念 在 任何 网 中 都 是 良 定 义 的 。 然 而 ， 到 21.7 节 才 会 考虑 负 环 ， 因 为 ， 我 们 会 看 到 ， 它 们 
设置 了 求解 最 短路 径 问 题 的 真正 的 基本 障碍 。 

为 了 找 出 一 个 加 权 无 向 图 中 的 最 短路 径 ， 我 们 构建 一 个 有 相同 顶点 、 且 原 图 中 每 条 边 都 
有 两 条 边 的 网 。 网 中 的 简单 路 径 与 图 中 的 简单 路 径 存在 一 一 对 应 关系 ， 而 且 路 径 的 成 本 是 相 
同 的 ， 因 此 ， 最 短路 径 问题 是 等 价 的 。 实 际 上 ， 当 构建 一 个 加 权 无 向 图 的 标准 邻接 表 或 邻接 
矩阵 表示 时 ， 就 构建 了 这 个 网 (例如 ， 见 图 20-3 所 示 )。 如 果 权 值 可 能 是 负 值 ， 这 种 构造 没 
有 人 么 用 处 ， 因 为 它 会 导致 网 中 有 人 负 环 ,而 且 我 们 并 不 知道 如 何 求 解 含 有 人 负 环 的 网 中 的 最 短路 
径 问 题 ( 见 21.7 市 )。 否 则 ,在 本 划 所 考虑 的 网 算法 同样 适用 于 加 权 无 加 图 。 
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在 茶 些 应 用 中 ， 除 了 在 边 上 带 有 权 值 ， 顶 点 上 带 有 权 值 也 很 方便 ; 我 们 也 可 能 考虑 更 复 
杂 的 问题 ， 其 中 路 径 上 的 边 数 及 路 径 上 的 总 权 值 起 着 一 个 作用 。 可 以 根据 边 权 值 网 重 构 来 解 
决 这 些 问题 ， 也 可 以 稍微 扩展 基本 算法 来 解决 (例如 ， 见 练习 21. 52)。 

通 前 从 上 下 文中 就 能 区 分 ， 我 们 并 不 引信 特殊 术语 对 加 权 图 中 的 最 短路 径 与 不 带 权 值 的 
图 的 最 短路 径 进 行 区 分 《其 中 路 径 权 值 就 是 其 上 的 边 数 ) ( 见 17.7 节 )。 通 常 的 情况 指 的 是 
( 边 加 权 的 ) 网 ， 类 似 本 章 中 所 使 用 的 。 因 为 无 向 图 或 非 加 权 图 所 引出 的 特例 都 可 由 处 理 网 
的 算法 来 解决 (例如 ， 见 练习 21.9)。 
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图 21-3 所 有 对 最 短路 径 

此 表 给 出 了 图 21-1 中 网 的 所 有 最 短路 径 及 其 长 度 。 此 网 是 强 连通 的 ， 因 此 存在 将 每 对 顶点 连接 起 来 的 路 径 。 

源 点 一 汇 点 最 短路 径 算法 的 目标 是 计算 此 表 中 的 一 个 元 素 ; 单 源 点 最 短路 径 算法 的 目标 是 计算 出 此 表 中 的 一 行 ; 
所 有 对 最 短路 径 算法 的 目标 是 计算 出 整个 表 。 一 般 地 ， 我 们 采用 更 为 简洁 的 表示 ， 它 们 包含 着 同样 的 基本 信息 ， 并 上 且 
允许 客户 程序 在 与 边 数 成 正比 的 时 间 内 跟踪 任何 路 径 ( 见 图 21-8)。 

我 们 对 在 18.7 节 中 为 无 向 图 和 非 加 权 图 所 定义 的 同一 些 基 本 问题 感 兴 趣 。 这 里 重新 闻 
述 这 些 问题 ， 注 意 到 定义 21. 1 隐 含 着 推广 了 这 些 问题 ， 从 而 网 中 考虑 了 权 值 。 

源 点 - 汇 点 最 短路 径 给 定 一 个 起 始 顶 点 s 以 及 一 个 完成 项 点 1:， 找 出 图 中 从 s 到 +: 的 一 
条 最 短路 径 。 我 们 称 起 始 顶 点 为 源 点 (source)， 完 成 顶点 为 汇 点 (sink)， 但 在 某 些 上 下 文 
中 ， 这 种 用 法 会 与 有 向 图 中 源 点 (没有 进入 边 的 顶点 ) 和 汇 点 (没有 离开 边 的 顶点 ) 的 定 
义 发 生 矛 盾 。 

单 源 点 最 短路 径 ”给 定 一 个 起 始 顶 点 s， 找 出 此 图 中 从 * 到 图 中 其 他 顶点 的 最 短路 径 。 

所 有 点 对 最 短路 径 ” 找 出 连接 图 中 每 对 顶点 之 间 的 最 得 路径。 为 简化 起 见 ， 我 们 有 时 使 
用 术语 所 有 最 短路 径 (all shortest path) 来 指 这 广 条 路 径 的 集合 。 

如 果 连 接任 何 顶点 的 给 定 对 之 间 存 在 多 条 路 径 ， 只 要 找 出 一 条 就 满足 了 。 因 为 路 径 上 的 
边 的 数目 可 以 不 同 ， 我 们 的 实现 提供 ADT 函数 ， 人 允许 客户 程序 在 与 路 径 长 度 成 正比 的 时 间 
内 跟踪 这 些 路 径 。 任 何 最 短路 径 也 隐 含 着 给 出 了 这 条 最 短路 径 的 长 度 ， 但 是 实现 上 显 式 地 提 
供 了 长 度 。 总 而 言 之 ， 为 了 准确 ,在 上 述 给 出 的 问题 中 当 我 们 称 “ 找 一 条 最 短路 径 ” 时 ， 
含义 是 “计算 最 短路 径 长 度 并 在 与 此 路 径 长 度 成 正比 的 时 间 内 跟踪 某 条 路 径 。 

图 21-3 展示 了 图 21-1 中 的 示例 网 中 的 最 短路 径 。 在 了 个 顶点 的 网 中 ， 需 要 确定 了 条 路 
径 来 求解 这 个 单 源 点 问题 ， 并 且 需 要 确定 V 条 路 径 来 求解 所 有 对 问题 。 在 我 们 的 实现 中 ， 
使 用 一 种 比 路 径 表 更 简洁 的 表示 ; 首先 在 18.7 中 提 到 过 这 种 表示 ， 然 后 在 21. 1 节 详 细 
考虑 。 

在 现代 实现 中 ， 我 们 将 这 些 问 题 的 算法 学 解构 建 为 ADT 实现 ， 人 允许 我 们 构建 高 效 的 客 
户 程序 ， 解 决 大 量 实际 图 处 理 问 题 。 例 如 ， 类 似 在 21.3 节 中 看 到 的 ， 封 装 所 有 对 最 短路 径 
问题 的 解 的 一 种 吸引 人 的 方法 是 将 它 作 为 ADT 接口 中 的 预 处 理 函 数 ， 提 供 一 个 常量 时 间 的 
最 短路 径 查 询 实 现 。 我 们 也 可 以 提供 一 个 求解 单 源 点 问题 的 预 处 理 函 数 ， 因 此 计算 从 一 个 特 
定 顶 点 〈 或 顶点 的 一 个 小 集合 ) 的 最 短路 径 的 客户 程序 可 以 避免 计算 其 他 顶点 的 最 短路 行 
的 成 本 。 仔 细 地 考虑 这 个 问题 并 使 用 我 们 所 考虑 的 合适 算法 就 可 以 体会 到 实际 问题 的 高 效 解 
和 客户 程序 无 法 使 用 的 昂贵 解 之 间 的 差异 。 
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最 短路 径 问 题 以 各 种 形式 出 现在 各 种 应 用 中 。 很 多 应 用 可 以 直接 反映 几何 直观 性 ， 但 很 多 
其 他 应 用 会 涉及 任意 的 成 本 结构 。 类 似 在 第 20 章 对 最 小 生成 树 (MST) 的 做 法 ， 我 们 有 时 利 
用 了 几何 直观 性 来 帮助 开发 对 求解 问题 的 算法 的 理解 ， 但 仍然 保持 着 算法 在 更 为 一 般 的 情况 下 
的 正确 操作 。 在 第 21.5 节 中 ， 我们 会 考虑 针对 欧 几 里 得 网 的 专门 算法 。 更 重要 的 是 ， 在 第 
21.6 和 21.7 节 ， 我 们 会 看 到 基本 算法 对 于 大 量 使 用 网 来 表示 计算 模型 的 应 用 问题 是 有 效 的 。 

公路 图 (Road map) ”给 出 所 有 主要 城市 对 之 间距 离 的 表 是 很 多 公路 图 的 一 个 显著 特 
征 。 我 们 假设 制图 者 已 经 下 功夫 确定 了 最 短 距 离 ， 但 这 个 假设 并 不 一 定 成 立 (例如 ， 见 练 
习 21.10)。 一 般 地 ， 这 样 的 表 是 用 于 无 向 图 的 ， 我 们 在 网 中 应 该 将 边 处 理 为 两 个 方向 ， 对 
应 着 每 条 道路 。 我 们 可 能 不 太 重视 处 理 城市 地 图 中 的 单 向 街道 以 及 一 些 类 似 的 情况 。 在 
21. 3 中 将 看 到 ， 要 提供 其 他 有 用 信息 并 不 困难 ， 比 如 说 一 个 表 会 告诉 我 们 如 何 执行 最 短路 
径 〈 见 图 21-4) 。 在 现代 应 用 中 ， 艇 入 式 系统 在 汽车 及 运输 系统 中 提供 了 这 种 能 力 。 地 图 是 欧 
几 里 得 图 ; 在 第 21. 4 节 中 ,在 查找 最 短路 径 时 ， 我 们 会 考察 考虑 顶点 位 置 的 最 短路 径 算 法 。 

航班 路 线 (airline route) 航班 或 者 其 他 运输 系统 的 路 线 
图 和 调度 表 可 表示 为 网 ， 其 中 各 种 最 短路 径 问 题 都 有 着 直接 的 
重要 性 。 例 如 ， 在 两 个 城市 间 飞 行 时 ， 可 能 希望 对 飞机 时 间 最 
小 或 者 旅途 成 本 最 小 。 在 这 样 的 网 中 的 成 本 会 是 时 间 、 金 钱 和 
其 他 复杂 资源 的 函数 。 例 如 ， 两 个 城市 之 间 的 航班 由 于 风 的 原 
因 ， 一般 在 一 个 方向 所 花费 的 时 间 比 在 另 一 个 方向 要 多 。 乘 客 
也 知道 费用 未 必 是 城市 之 间距 离 的 一 个 简单 函数 ， 在 这 种 情况 
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下 ， 使 用 迁 回 航线 (或 忍受 短暂 停留 ) 要 比 直 航 更 便宜 是 很 普 byon [200 400 420 
遍 的 。 使 用 本 章 所 考虑 的 基本 最 短路 径 算法 就 可 处 理 这 样 的 复 pe | 和 60 2 
杂 情 况 ; 所 设计 的 算法 可 用 于 处 理 任何 正 值 成 本 。 Tours | 420 620 120 

这 些 应 用 所 提 到 的 基本 最 短路 往 计 算 只 是 触及 到 最 短路 径 : | 
算法 应 用 的 表面 。 在 21.6 中 ， 我 们 考虑 哪些 似乎 与 这 些 自然 La De es 


问题 不 相关 的 应 用 领域 中 的 问题 ， 在 上 下 文中 讨论 归 约 (re- .Nice | Lyon Lyon Lyon 
duction) 的 概念 ， 为 问题 之 间 的 关系 提供 一 种 形式 化 机 制 。 我 人 人 | bn an Te 
们 将 这 些 应 用 问题 转化 为 抽象 最 短路 径 问 题 来 对 它们 求解 ， 这 罗 21.4 距离 和 路 径 
些 问 题 没有 上 述 描述 的 几何 上 的 直观 感受 。 实 际 上 ， 某 些 应 用 对 于 这 样 一 个 由 高 速 公路 
问题 使 我 们 考虑 带 有 负 权 值 的 网 中 的 最 短路 径 问 题 。 这 些 问题 ” 所 连接 的 法 国 城市 的 小 子 集 
要 比 没有 负 权 值 出 现 的 那些 问题 要 难 解 的 多 。 对 于 这 样 应 用 的 ( 因 世 未 )， 其 公路 因 一 极地 
最 短路 径 问 题 ， 不 仅 建立 了 基本 算法 与 未 解 算 法 学 难题 之 间 的 。 委 少 在 地 图 中 找到 像 下 图 这 
桥梁 ， 而 且 还 导致 强大 和 一 般 求解 问题 的 机 制 。 习 的 到 也 是 有 用 的 ， 因 为 它 和 
类 似 我 们 在 第 20 章 中 的 MST 算法 所 做 的 ， 我 们 常常 混合 ey 全 各 要 站 定 姑 
使 用 权 值 、 成 本 和 距离 这 些 概 念 。 即 当 处 理 的 是 有 任意 边 权 值 ”和 何 从 Pars 前 往 Nice ”可 以 检查 
的 一 般 情况 时 ， 仍 会 利用 几何 直观 性 的 自然 优势 ， 因 此 当 谈 到 此 表 ， 它 告诉 我 们 由 指向 Lyon 
“ 权 值 " ， 是 指 路 径 和 边 “ 长 度 ”， 当 谈 到 “ 权 值 更 小 ”是 指 一 。 扑 术 起 开始 。 
条 路 径 比 另 一 条 路 径 更 短 。 当 我 们 谈 到 从 * 到 vw 的 “最 小 权 值 有 向 路 径 ” 比 从 :到 w 的 “最 
小 权 值 有 向 路 径 ” 更 小 时 ， 是 指 " 比 “更 接近 ”*， 如 此 等 等 。 对 于 标准 使 用 术语 “最 短 
路 径 ” ， 其 用 法 是 固有 的 ， 而 且 即 使 权 值 与 路 径 无 关 ， 也 是 自然 的 〈 见 图 21- 2); 然而 ， 在 
21. 6 节 对 算法 进行 扩展 以 处 理 负 权 值 时 ， 还 必须 放弃 这 种 用 法 。 


本 音 组 织 如 下 。 在 21.1 节 介 绍 基 本 原理 后 ，21.2 和 21.3 介绍 单 源 点 最 短路 径 问 题 和 所 
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有 对 最 短路 径 问 题 。 然 后 ， 在 21. 4 节 考 虑 无 环 网 (或 用 缩写 形式 ， 加 权 DAG) ， 并 在 21. 5 
节 中 研究 针对 欧 几 里 得 图 源 点 -~ 汇 点 问题 利用 几何 性 质 的 几 种 方法 。 然 后 ，21.6 和 21.7 节 
从 另 一 角度 观察 更 一 般 的 问题 ， 将 最 短路 径 问题 作为 高 级 求解 问题 的 工具 ， 其 中 可 能 会 涉及 
带 有 负 权 值 的 网 。 
练习 
> 21. 1 在 平面 上 对 以 下 点 分 别 进 行 标号 (0 ~5) : 

(人 ，3) (2，1) {6, 5) {3, 4) {3,7 ) (5, 3) 
取 边 长 度 为 权 值 ， 考 虑 由 以 下 边 所 定义 的 网 

1-0 3-5 5-2 3-4 5-1 0-3 0-4 4-2 2-3 


画 出 该 网 ， 并 给 出 由 程序 17. 8 所 构建 的 邻接 表 结 构 ， 对 其 进行 修改 使 之 适合 于 处 理 网 。 
21.2 按照 图 21-3 的 风格 ， 显示 练 习 21. 1 中 所 定义 的 网 的 所 有 最 短路 径 。 

021.3 对 于 顶点 及 边 上 均 带 有 非 负 权 值 的 网 ， 表 明 其 最 短路 径 的 计算 (其 中 路 径 的 权 值 定 
义 为 此 路 径 上 顶点 和 边 的 权 值 之 和 ) 可 以 通过 构建 只 在 边 上 带 权 的 网 ADT 来 解决 。 

21.4 找 出 一 个 大 型 在 线 网 ， 可 以 是 一 个 地 理 数 据 库 ， 甚 元素 为 连接 城市 的 公路 ， 或 是 和 包 
含 距离 或 成 本 的 航班 或 铁路 时 刻 表 。 

21.5 基于 程序 17.6， 编 写 一 个 稀世 网 的 网 ADT， 网 中 的 权 值 介 于 0 ~1 之 间 。 其 中 包含 基 
于 程序 17.7 的 一 个 随机 网 生成 器 。 使 用 分 离 的 ADT 来 产生 边 的 权 值 ， 并 编写 两 个 实现 : 一 
个 用 于 产生 均匀 分 布 的 权 值 ， 男 一 个 用 于 产生 服从 高 斯 分 布 的 权 值 。 对 于 仔细 选择 的 V 值 和 
五 值 ， 编 写 针 对 这 两 种 权 值 分 布 产 生 随 机 网 的 客户 程序 ， 从 而 可 以 使 用 它们 对 于 有 各 种 边 权 
值 分 布 的 图 进行 实验 测试 。 

021.6 基于 程序 17.3， 编写 一 个 稠密 网 的 网 ADT， 网 中 的 权 值 介 于 0 ~ 1 之 间 。 其 中 包含 基 
于 程序 17. 8 的 一 个 随机 网 生成 怖 ， 且 边 权 值 的 生成 如 练习 21. 5 中 的 描述 。 对 于 和 仔细 选择 的 
V 值 和 EE 值 ， 编 写 针对 两 种 权 值 分 布 产 生 随机 网 的 客户 程序 ， 从 而 可 以 使 用 它们 对 于 有 各 种 
边 权 值 分 布 的 图 进行 实验 测试 。 

21.7 实现 一 种 与 表示 无 关 的 网 ADT， 要 求 用 带 有 权 值 的 边 (0 ~ 了 -1 之 间 的 整数 对 ， 且 
权 值 介 于 0 ~1 之 间 ) 来 构建 一 个 网 ， 这 些 边 的 权 值 由 标准 输入 而 得 。 

。 21.8 编写 一 个 产生 平面 上 V 个 随机 点 的 程序 ， 将 此 平面 上 距离 d 内 的 每 对 顶点 连接 起 来 ， 
然后 用 这 些 边 (在 两 个 方向 ) 构建 一 个 网 ( 见 练习 17.72) ， 将 每 条 边 上 的 权 值 设置 为 该 边 
所 连接 的 两 个 点 之 间 的 距离 。 确 定 如 何 设置 4， 使 得 边 的 期 望 数 为 E。 

o21.9 编写 使 用 网 ADT 来 实现 无 向 图 和 非 加 权 有 向 图 的 ADT 函数 。 

> 21. 10 下 表 得 自 于 一 个 已 出 版 的 公路 图 ， 声 称 给 出 了 连接 城市 最 短路 径 的 长 度 。 它 包含 有 
一 个 错误 。 改 正 此 表 。 另 外 ， 按 照 图 21-4 的 风格 ， 再 增加 一 个 显示 最 短路 线 的 表 。 


Providence Westerly New London Norwich 
Providence 一 - 53 54 48 | 
Wiesterly 53 一 18 101 


New London $4 18 一 12 
Norwich 48 101 12 一 
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21.1 基本 原理 


我 们 的 最 短路 径 算法 基于 一 个 称 为 松弛 (relaxation) 的 简单 操作 。 开 始 一 个 最 短路 径 算 
法 时 ， 只 知道 网 的 边 及 权 值 。 随 着 算法 的 进行 ， 收 集 连 接 每 对 顶点 之 间 最 短路 径 的 信息 。 算 
法 递增 地 更 新 所 有 最 短路 径 的 信息 ， 并 根据 目前 所 得 知识 ， 做 出 最 短路 径 的 推理 。 在 每 一 步 
中 ， 都 会 检查 是 否 可 以 找到 一 条 比 某 条 已 知 路 径 更 短 的 路 径 。 术 语 “ 松 弛 ”常用 于 描述 这 
一 步 ， 对 最 短路 径 放松 约束 。 可 以 将 连接 两 个 顶点 的 一 条 路 径 看 作 是 绷 紧 的 橡皮 筋 ， 成功 的 
松弛 操作 人 允许 我 们 在 一 条 更 短 的 路 径 上 对 橡皮 筋 的 绷 紧 程度 进行 放松 。 

我 们 的 算法 基于 反复 地 应 用 以 下 两 种 类 型 的 松弛 操作 : 

。 边 松 弛 : 检查 沿 着 给 定 边 行进 是 否 会 产生 到 目的 顶点 的 一 个 新 的 最 短路 径 。 

。 路 径 松弛 : 检查 沿 着 给 定 边 行进 是 否 会 产生 连接 两 个 其 他 给 定 顶 点 的 一 条 新 的 最 短 

路 径 。 

边 松 弛 是 路 径 松 弛 的 一 个 特例 ; 然而 ， 由 于 要 分 别 使 用 这 两 个 操作 (前 者 在 单 源 点 算法 
中 使 用 ， 后 者 在 所 有 对 最 短路 径 算法 中 使 用 ) ， 因 而 我 们 分 别 考虑 。 在 这 两 种 情况 下 ， 在 所 
用 数据 结构 上 施加 的 主要 要 求 是 容易 更 新 以 反映 松弛 操作 中 蕴含 的 变化 ， 这 个 数据 结构 用 于 
表示 网 的 最 短路 径 的 当前 状态 。 

首先 ， 我们 考虑 边 松 弛 操作 ， 如 图 21-5 所 示 。 我 们 考虑 的 所 有 
单 源 点 最 短路 径 算法 都 是 基于 这 一 步 : 对 于 给 定 的 一 条 边 ， 它 能 带 
来 一 条 从 源 点 到 其 目的 顶点 的 更 短路 径 吗 ? 

支持 此 操作 所 需 的 数据 结构 很 简单 。 首 先 ， 基 本 要 求 是 要 计算 
出 从 源 点 到 每 个 其 他 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 常 规 是 将 从 源 点 到 每 个 
顶点 的 已 知 路 径 的 最 短路 径 长 度 存 储 在 一 个 顶点 索引 的 数组 wt 中 。 
其 次 ， 当 从 顶点 到 顶点 移动 时 ， 要 记录 路 径 自身 。 其 中 所 用 数据 结 
构 与 在 第 18 章 ~ 第 20 章 中 的 其 他 图 搜索 算法 所 使 用 的 一 样 ; 使 用 
一 个 顶点 索引 的 数组 st 来 记录 从 源 点 到 每 个 顶点 的 最 短路 径 上 的 前 
一 个 顶点 。 这 个 数组 就 是 树 的 父 链接 表示 。 

有 了 这 些 数据 结构 ， 实 现 边 松弛 就 是 一 件 很 简单 的 任务 。 在 单 图 21-5 边 松弛 








源 点 最 短路 径 ， 上 \ \ 弛 从 vv 到 w 的 一 这 些 图 展示 了 单 源 点 
源 点 最 短路 径 代码 中 使 用 以 下 松弛 代码 来 松弛 从 的 最 短路 径 算法 的 美术 可 
条 边 操作 。 将 从 ， 到 每 个 顶点 
if (wt[w] > wt[v] + e@.wt) 的 已 知 最 短路 径 保 存 元 
{ wt[w] = wt[v] + e.wt; st[w] = v; } 来 ， 并 检查 边 v-w 是 和 否 给 


出 到 w 的 更 短路 径 。 在 上 
此 段 代码 既 简单 又 具 描 述 性 。 我 们 就 以 这 种 形式 包含 在 实现 中 ， 而 图 的 例子 中 ， 它 没有 给 
不 是 将 松弛 定义 为 高 级 抽象 操作 。 和 ne 
定义 21.2 给 定 一 个 网 及 一 个 指定 的 顶点 s，s 的 最 短路 径 树 。 的 更 短路 径 ， 因 此 我 们 会 
(SPT) 是 包含 和 由 s 可 达 的 所 有 顶点 的 一 个 子 网 ， 该 子 网 形成 以 更 新 数据 结构 以 便 指 示 出 
s 为 根 的 一 个 有 向 树 ， 满 足 每 条 树 路 径 是 网 中 的 一 条 最 短路 径 。 人 
连接 给 定 结 点 对 且 有 相同 长 度 的 路 径 可 能 有 和 多， 因此 ，SPT 不 
必 是 唯一 的 。 一 般 地 ， 如 图 21-2 所 示 ， 如 果 我 们 取 从 顶点 * 到 网 中 由 s 可 达 的 每 个 顶点 的 最 
短路 径 ， 以 及 这 些 路 径 上 的 边 所 导出 的 子 网 ， 则 可 得 一 个 DAG。 连 接 每 对 结 点 的 不 同 最 短 
路 径 都 可 能 作为 子路 径 出 现在 连接 这 些 顶 点 的 某 个 更 长 的 路 径 中 。 由 于 这 些 影响 ， 对 于 给 定 
的 有 向 图 及 起 始 顶 点 ， 只 要 计算 出 任何 一 个 SPT 就 满足 了 。 
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我 们 的 算法 一 般 会 将 数组 wt 中 的 元 素 初 始 化 为 观察 哨 值 maxxWT。 这 个 值 需要 足够 小 ， 
使 得 在 松弛 检查 中 增加 此 值 不 会 引起 上 溢 ， 而 且 还 要 足够 大 ， 使 得 不 存在 有 更 大 权 值 的 简单 
路 径 。 例 如 ， 如 果 边 权 值 在 0 和 1 之 间 ， 我 们 可 以 使 用 值 Y (作为 maxWT) 。 注 意 到 对 于 可 
能 带 有 负 权 值 的 网 ， 在 用 观察 哨 时 ， 必 须 特别 仔细 来 检查 对 观察 哨所 做 的 假设 。 例 如 ， 如 果 
两 个 顶点 都 有 观察 哨 值 ， 倘 若 e. wt 非 负 ， 则 上 述 给 出 的 松弛 代码 不 作 任 何 改变 (这 是 大 多 
数 的 实现 中 我 们 所 期 望 的 ) ， 但 如 果 权 值 为 负 ， 松 弛 将 改变 wt[w] 和 st[w]。 

st 数组 是 最 短路 径 树 的 一 种 父 链接 表示 ， 其 中 的 链接 指向 与 在 网 中 的 链接 指向 相反 ， 如 
图 21-6 所 示 。 我 们 可 以 从 上 到 * 向 树 的 上 方 行进 ， 计 算出 从 * 到 :的 最 短路 径 ， 以 相反 的 顺 
序 访 问 此 路 径 上 的 顶点 (t、st[t] 、st[ st[t] 」 如 此 等 等 ) 。 在 某 些 情 况 下 ， 相 反 的 顺序 正 是 
我 们 想 要 的 顺序 。 例 如 ， 如 果 返 回 的 是 此 路 径 的 链表 表示 ， 可 以 (按照 以 往 对 于 链表 的 约 
定 ， 其 中 NEW 是 为 结 点 分 配 内 存 的 函数 ， 用 其 参数 填充 结 点 的 域 ， 并 返回 指向 该 结 点 的 一 
个 链接 ) 使 用 类 似 下 面 的 代码 : 


p = NEW(t, null); 
while (t != S) 

{t= st[t]; p = NEW(t, p); } 
return p; 


丸 一 种 选择 是 使 用 类 似 于 将 路 径 上 的 项 点 压 人 栈 中 的 代码 ， 然 后 客户 程序 可 以 按照 从 本 
中 弹出 的 顺序 访问 路 径 上 的 顶点 。 





5-1 .29 人 st 5 4 3 3 3 
种 七 0 -1 .32 .36 .21 .29 wt .2 3 .50 0 "36 .31 
图 21-6 最 短路 径 树 
从 0 到 此 网 中 其 他 结 点 的 最 短路 径 分 别 是 0-1、0-5-4-2、0-5-4-3、0-5-4 和 0-5。 这 些 路 径 定义 一 个 生成 树 ， 用 中 
间 的 三 种 表示 显示 (网 中 纵 出 的 灰 边 ， 有 向 树 ， 以 及 带 有 权 值 的 父 链接 )。 父 链接 表示 (通常 计算 的 表示 ) 中 的 链接 
与 有 向 图 中 的 链接 恰好 相反 ， 因 此 有 时 会 处 理 其 送 有 向 图 。 从 3 到 北 图 中 其 他 结 点 的 最 短路 径 所 定义 的 生成 树 在 右 图 
中 描绘 出 。 此 树 的 父 链 接 表 示 给 出 了 原 图 中 从 每 个 其 他 顶点 到 3 的 最 短路 径 。 例 如 ， 通 过 沿 着 链接 stT0] =5，st[5] = 
4，st[4] =3， 就 可 以 找 出 从 0 到 3 的 最 短路 径 为 0-5-4-3。 
为 一 方面 ， 如 果 我 们 想 要 打印 或 者 处 理 路 径 中 的 顶点 ， 道 序 则 不 方便 ， 因 为 我 们 必须 按 
照 敢 序 在 这 条 路 径 上 行进 才能 达到 第 一 个 顶点 ， 然 后 ， 沿 着 这 条 路 径 返 回 以 处 理 顶 点 。 一 种 
统 过 这 种 困难 的 方法 是 处 理 逆 图 ， 如 图 21-6 所 示 。 
接 下 来 ， 我 们 考虑 路径 松弛 ， 它 是 某 些 所 有 对 最 短路 径 算 法 的 基础 。 通 过 一 个 给 定 的 顶 
点 可 得 连接 其 他 两 个 顶点 的 更 短 的 路 径 吗 ? 例如 ,假定 有 三 个 项 点 ss, x 和 :1， 我 们 希望 知道 
是 否 从 s 到 x， 然 后 再 从 z* 到 上 会 比 从 到 “上 而 不 经 过 x 更 好 昵 ? 对 于 欧 几 里 得 空间 中 的 直线 
连 线 ， 由 三 角 不 等 式 可 知 ,， 通 过 x 的 路 径 不 会 比 从 * 到 上 的 直接 路 径 更 短 ， 但 对 于 网 中 的 路 
径 ， 确 是 可 能 的 ( 见 图 21-7)。 为 了 确定 是 哪 一 条 更 短 ， 因 要 知道 从 :到 x, x 到 上 的 长 度 ， 
以 及 从 s 到 :的 路 径 ( 此 路 径 中 不 含 x*) 长 度 。 然 后 ,简单 检查 前 两 个 路 径 长 度 的 和 是 否 小 
于 第 三 条 路 径 的 长 度 ; 如 果 小 于 ， 则 更 新 相应 的 记录 。 
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路 径 松弛 适合 于 所 有 对 最 短路 径 的 问题 ， 其 中 维护 着 遇 到 的 所 有 对 最 短路 径 长 度 。 具 体 
地 说 ， 在 所 有 对 最 短路 径 的 这 类 代码 中 ， 维 护 一 个 数组 d， 满 足 d[s][t] 是 从 * 到 + 的 最 短 


我 们 称 前 者 为 距离 (distance) 和 矩阵， 后 者 为 路 径 (path) 和 矩阵。 图 21-8 显示 了 示例 网 的 这 
两 个 矩阵 。 距 离 矩 阵 是 此 计算 的 一 个 主要 目标 ,我 们 使 用 路 径 矩 阵 是 因为 它 比 图 21-3 中 所 


摘 述 的 完全 路 径 表 更 简洁 ， 但 携带 相同 的 信息 。 
根据 这 些 数 据 结构 ， 路 径 松 弛 的 代码 如 下 : 
if (d[s]j[t] > df[s] [x] + df[x] [t]) 
{ d[ls][t] = d[s][x] + d[x] [t]; p[s] [t] = pfls] [x]: } 
类 似 于 边 松弛 ， 此 段 代 码 可 以 认为 是 对 已 经 给 出 的 非 形式 化 描述 的 
重新 表述 ， 因 而 可 以 在 实现 中 直接 使 用 。 更 正式 地 ， 路 径 松 弛 反映 
了 如 下 内 容 : 

性 质 21. 1 如 果 顶 点 x 在 从 s 到 1 的 最 短路 径 上 ， 那 么 那 条 最 
短路 径 包 含 从 ss 到 x 的 最 短路 径 ， 后面 跟 着 一 条 从 x 到 1 的 最 短 
路 径 。 

证 明 用 反 证 法 。 可 以 使 用 从 s 到 x 或 从 x 到 :的 更 短路 径 来 构 
建 从 * 到 上 的 最 短路 径 。 国 

在 19. 3 节 讨 论 传递 闭 包 时 ， 就 遇 到 过 路 径 松弛 操作 。 如 果 此 
边 和 路 径 权 值 要 么 为 1， 要 么 为 无 穷 大 (也 就 是 说 ， 路 径 的 权 值 为 


1， 仅 当 那 条 路 径 中 的 所 有 边 权 值 为 1) ， 那 么 路 径 松弛 就 是 在 War- 


shall 算法 中 所 使 用 的 操作 (如 果 从 s 到 x 有 一 条 路 径 ， 从 x 到 上 有 
一 条 路 径 ， 那 么 从 ; 到 上 有 一 条 路 径 ) 。 如 果 我 们 将 路 径 的 权 值 定义 
为 那 条 路 径 中 的 边 数 ， 那 么 Warshall 算法 就 推广 为 找 出 非 加 权 有 向 
图 的 所 有 对 最 短路 径 的 Floyd 算法 ; 进一步 推广 可 应 用 到 网 中 ， 如 
在 21.3 节 中 所 看 到 的 。 

从 数学 家 的 角度 来 看 ， 务 必 请 注意 这 些 算法 都 能 转换 到 统一 的 
代数 环境 中 ， 并 帮助 我 们 理解 它们 。 从 程序 员 的 角度 来 看 ， 务 必 注 
意 使 用 一 个 抽象 + 操作 符 〈 由 边 权 值 来 计算 路 径 权 值 ) 和 一 个 抽象 
< 操作 符 〈 计 算 路 径 权 值 集中 的 最 小 值 ) 就 可 以 实现 这 些 算法 ， 这 





图 21-7 路 径 松 弛 
这 些 图 展示 了 所 有 对 
最 短路 径 算 法 的 基本 松弛 
操作 。 将 所 有 对 已 知 最 短 
路 径 保存 起 来 ， 并 检查 顶 
点 是 否 能 成 为 收 进 从 。s 
到 1 的 已 知 最 短路 径 的 证 
据 。 在 上 图 的 例子 中 ， 它 
不 是 ; 在 下 图 的 例子 中 ， 
它 是 。 每 当 遇 到 一 个 顶点 
i， 使 得 从 s 到 i 的 已 知 最 
短路 径 长 度 加 上 i 到 i 的 
已 知 最 短路 径 长 度 要 比 s 
到 1 的 已 知 最 短路 径 长 度 
更 小 时 ， 则 更 新 数据 结构 
以 便 指 示 出 从 8 到 二 的 更 
短路 径 ( 先 走 到 i)。 


两 种 方式 是 在 松弛 操作 的 上 下 文中 使 用 的 唯一 操作 〈 见 练习 19. 53 和 练习 19. 54)。 
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图 21-8 所 有 对 最 短路 径 
右边 的 两 个 矩阵 是 左边 示例 网 的 所 有 顶点 最 短路 径 的 简洁 表示 ， 包 含 着 与 图 21-3 中 完全 表 中 的 相同 信息 。 左边 的 


距离 矩阵 包含 着 最 短路 径 长 度 : s 行 和 1 列 中 的 元 素 为 从 s 到 1 的 最 短路 径 长 度 。 右 端的 路 径 


的 信息 : s 行 和 ! 列 中 的 元 素 为 从 到 上 的 路 径 上 的 下 一 个 顶点 。 
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性 质 21. 1 草 含 着 从 到 1: 的 最 短路 径 包 含 着 从 s 到 通 向 1 的 路 径 上 的 其 他 顶点 的 最 短路 
径 。 大 多 数 最 短路 径 算法 还 计算 从 s 到 距离 s 比 t 更 近 的 每 个 顶点 的 最 短路 径 (而 不 论 该 顶 
点 是 否 在 从 s 到 :的 最 短路 径 上 ) ， 尽 管 没 有 要 求 计算 出 该 顶点 的 最 短路 径 ( 见 练习 21. 16)。 
当 i 是 距离 * 最 远 的 顶点 时 ， 用 此 算法 求解 源 点 - 汇 点 最 短路 径 问题 就 等 价 于 求解 从 ， 开始 
的 单 源 点 的 最 短路 径 问题 。 相 反 ， 可 以 使 用 求解 从 s 开始 的 单 源 点 最 短路 径 问 题 的 方法 来 找 
出 距离 ; 最 远 的 顶点 。 

在 所 有 对 问题 的 实现 中 所 使 用 的 路 径 数组 表示 每 个 项 点 的 最 短路 径 树 。 将 p[s][t] 定 
义 为 从 s， 到 :的 最 短路 径 中 在 s 之 后 的 顶点。 也 是 逆 网 中 从 1 到 s 的 最 短路 径 中 在 s 之 前 的 同 
一 顶点 。 换 句 话说， 在 一 个 网 的 路 径 矩 阵 中 ， 列 上 表示 其 着 网 中 对 应 顶点 上 的 SPT 的 一 个 顶 
点 索引 的 数组 。 反 之 ， 对 于 一 个 网 ， 可 以 使 用 其 逆 网 中 相应 顶点 的 SPT 的 顶点 索引 数组 表示 
填充 每 列 ， 来 构建 一 个 路 径 矩 阵 。 这 种 对 应 关系 如 图 21-9 所 示 。 

我 们 在 21. 4 节 详 细 考虑 ADT 设计 ， 那 时 就 会 看 到 求解 所 有 对 问题 的 具体 解决 方案 。 在 
21. 2 节 ， 考 虑 单 源 点 最 短路 径 问 题 ， 并 使 用 边 松弛 来 计算 任何 给 定 源 点 的 SPT 的 父 链接 表 示 。 
练习 


21. 11 给 出 练习 21. 1 中 所 定义 的 网 及 其 逆 网 的 从 0 开始 的 SPT。 给 出 这 两 棵 树 的 父 链接 表示 。 
21. 12 将 练习 21.1 中 所 定义 的 网 中 的 边 考虑 为 无 向 边 ， 使 得 每 条 边 在 此 网 中 的 两 个 方向 
对 应 着 权 值 相等 的 边 。 对 于 这 个 网 回答 练习 21. 11 中 的 问题 。 

21. 13 ”改变 图 21-2 中 边 0-2 的 方向 。 绘 出 此 修改 的 网 中 以 2 为 根 的 两 个 不 同 的 SPT。 

21. 14 ”使 用 SPT 的 父 链接 表示 ， 编 写 -一 段 打印 出 到 根 的 每 条 路 径 的 代码 。 

21. 15 ”使 用 网 中 所 有 对 路 径 的 路 径 和 矩阵 表示 ， 编 写 一 段 打印 出 所 有 路 径 的 代码 ， 风 格 同 图 
21-3 。 

21. 16 ”给 出 一 个 例子 ， 对 于 某 个 x*， 在 不 知道 从 s 到 x 的 一 条 更 短 的 路 径 长 度 时 ， 说 明 如 何 
知道 从 * 到 :的 一 条 路 径 是 最 短 的 。 


21. 2 Dijkstra 算法 


在 20.3 节 中 ， 我 们 讨论 了 找 出 一 个 加 权 无 向 图 的 最 小 生成 树 (MST) 的 Prim 算法 : 每 
次 选择 一 条 边 构建 MST 时 ， 总 是 选择 连接 MST 的 一 个 顶点 与 不 在 MST 中 的 一 个 顶点 的 最 短 
的 边 。 我 们 可 以 使 用 一 种 近乎 相同 的 方法 来 计算 SPT。 从 将 源 点 放 在 SPT 中 开始 ， 然 后 每 次 
选择 一 条 边 构建 SPT， 总 是 选择 从 源 点 到 不 在 SPT 中 的 一 个 顶点 的 最 短路 径 的 边 。 换 句 话 
说 ， 向 SPT 中 增加 顶点 是 按照 它 与 起 始 顶点 的 距离 〈 通 过 SPT) 的 顺序 来 进行 的 。 这 种 方法 
被 称 为 是 Dijkstra 算法 (Dijkstra’s algorithm ) 。 

如 常 ， 需要 在 抽象 层次 的 算法 (采用 这 种 非 形 式 化 描述 ) 和 各 种 具体 实现 (主要 是 图 
的 表示 和 优先 队列 实现 的 差异 ， 如 程序 21. 1) 之 间 做 出 区 分 ， 即 使 在 文献 中 并 不 总 是 加 以 
区 分 。 在 确定 了 Diikstra 算法 能 够 正确 地 执行 单 源 点 最 短路 径 计算 后 ， 还 将 考虑 其 他 实现 并 
讨论 这 些 实现 与 程序 21. 1 之 间 的 关系 。 

性 质 21. 2 Dijkstra 工法 能 够 解决 带 有 非 负 权 值 的 网 的 单 源 点 最 短路 径 问 题 。 

. 证 明 给 定 一 个 源 顶 点 *， 必 须 确 定 Dijkstra 算法 所 计算 出 的 从 根 * 到 树 中 每 个 顶点 x 的 
树 路 径 对 应 图 中 从 s 到 x 的 一 条 最 短路 径 。 这 一 点 由 归纳 法 可 得 。 假 设 目前 所 计算 出 的 子 树 
具有 这 个 性 质 ， 只 需要 证 明 增 加 一 个 顶点 x 就 增加 了 到 此 顶点 的 一 条 最 短路 径 。 但 是 到 * 的 
所 有 其 他 路 径 必定 从 树 路 径 开 始 ， 后 面 跟着 指向 不 在 树 中 顶点 的 一 条 边 。 由 构造 ， 所 有 这 样 
的 路 径 都 比 当 前 考虑 的 从 ， 到 x 的 路 径 更 长 。 
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图 21-9 网 中 所 有 对 最 短路 径 
这 些 图 描述 了 图 21-8 的 北 网 中 每 个 顶点 的 SPT (从 上 到 下 0~5)， 表示 为 网 的 子 树 ( 志 图 )， 有 向 树 (中 图 )， 以 
及 包含 一 个 对 应 路 径 长 度 的 顶点 索引 数组 的 父 链 接 表 示 〔 右 图 )。 将 顶点 索引 数组 放 在 一 起 构成 路 径 和 矩阵 和 距离 矩阵 
(每 个 索引 数组 成 为 其 中 的 一 列 )， 就 得 到 图 21-8 中 所 描述 的 所 有 对 最 短路 径 。 
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同 理 可 证 如 果 Dijkstra 算法 从 源 点 开始 ， 在 汇 点 从 优先 队列 中 出 队 后 能 终止 ， 则 该 算法 
解决 了 源 点 - 汇 点 最 短路 径 同 题 。 加 

如 采 边 权 值 可 能 为 负 ， 则 结论 不 成 立 。 因 为 在 此 假设 当 向 路 径 增 加 更 多 的 边 时 ， 路 径 长 
度 不 会 减 小 。 在 含有 负 的 边 权 值 的 网 中 ， 此 假设 无 效 ， 因 为 我 们 遇 到 的 任何 边 都 可 能 导致 某 
个 树 顶 点 ， 而 且 可 能 有 足够 大 的 负 权 值 ， 从 而 给 出 一 条 到 此 顶点 的 比 树 路 径 更 短 的 路 径 。 在 
21.7 市 考虑 这 个 问题 ( 见 图 21-28 ) 。 

21-10 显示 了 一 个 示例 图 使 用 Dijkstra 算法 计算 时 的 SPT 的 演化 过 程 ; 图 21-11 显示 
了 一 个 大 型 SPT 树 的 带 有 方向 的 绘制 图 。 尽 管 Dijkstra 算法 与 Prim 算法 仅 在 优先 级 选择 上 有 
所 不 同 , 但 SPT 树 在 特征 上 还 是 不 同 于 MST。 它 们 的 根 都 是 起 始 顶点 ， 所 有 边 都 是 在 离开 根 
的 方向 ， 而 MST 是 无 根 和 无 向 的 。 在 使 用 Prim 算法 时 ， 将 MST 表示 为 有 向 、 有 根 树 ， 但 这 
些 结构 仍然 在 特征 上 不 同 于 SPT (将 图 20-9 的 有 方向 的 绘制 与 图 21-1 中 的 绘制 进行 比较 ) 。 
实际 上 ，SPT 的 本 质 还 有 点 依赖 于 起 始 顶点 的 选择 ， 如 图 21-12 所 示 。 

Dijkstra 的 原始 实现 适合 于 秽 密 图 ， 非 常 类 似 于 Prim MST 算法 。 具 体 地 说 ， 我 们 可 以 将 
程序 20.3 中 的 P 的 定义 由 

#define P G->adj [vj [wj ( 边 权 值 ) 
变 为 

#define P wtiv] + G->adj[vj[w] (从 源 点 到 边 的 目的 顶点 的 距离 ) 


这 个 改变 给 出 了 Dijkstra 算法 的 经 典 实现 : 一 次 增加 SPT 的 一 条 边 ， 每 次 都 检查 所 有 非 树 
顶点 ， 从 而 找 出 一 条 边 移 到 此 树 中 ,使 该 边 的 目的 顶点 是 距 源 点 有 最 小 距离 的 一 个 非 树 
顶点 。 

性 质 21. 3 使 用 Dijkstra 算法 ， 可 以 在 线性 时 间 内 找 出 一 个 稠密 网 的 任何 SPT。 

证 明 类 似 于 Prim MST 算 法 ， 显然 由 程序 20. 3 中 的 代码 直接 可 得 。 运 行 时 间 与 站 成 正 
比 ， 对 于 稀 密 图 是 线性 的 。 | 

对 于 稀 踊 图 ， 可 以 做 的 更 好 。 将 Dijkstra 算法 看 作 一 种 推广 的 图 搜索 方法 ， 与 深度 优先 
搜索 (DFS) 、 广 度 优先 搜索 (BFS) ， 以 及 Prim MST 算法 的 不 同 之 处 仅 在 于 所 使 用 的 向 树 中 
增加 边 的 规则 不 同 。 如 同 第 20 章 中 的 做 法 ， 可 以 将 连接 树 顶 点 与 非 树 顶点 的 边 保 存在 一 个 
称 为 边缘 集 (fringe) 的 广义 队列 中 ， 使 用 优先 队列 来 实现 广义 队列 ， 并 提供 更 新 优先 级 操 
作 ， 从 而 在 单个 实现 中 包含 DFS、BFS 和 Prim 算法 ( 见 20.3 节 )。 这 种 优先 级 优先 搜索 
(PFS) 的 模式 也 包含 了 Dijkstra 算法 。 也 就 是 说 ， 将 程序 20.4 中 P 的 定义 (从 源 点 到 边 的 
目的 顶点 的 距离 ) 改变 为 


#define P wt[v] + t->wt 


就 给 出 了 适合 于 稀 琉 图 的 Dijkstra 算法 的 一 种 实现 。 

程序 21. 1 是 用 于 稀 蕊 图 的 另 一 种 PFS 实现 ， 比 程序 20. 4 稍微 简单 一 些 ， 而 且 与 本 节 开 
始 时 给 出 的 Dijkstra 算法 的 非 形式 搞 述 非常 一 致 。 它 与 程序 20. 4 的 不 同 之 处 在 于 ， 它 用 网 中 
的 所 有 顶点 来 初始 化 优先 队列 ， 并 借助 于 观察 哨 值 来 维护 此 队列 中 的 顶点， 这 些 顶 点 ( 带 
有 观察 哨 值 的 不 可 见 顶 点 ) 既 不 在 树 中 也 不 在 边缘 集中 ; 对 比 之 下 ， 程序 20.4 只 将 由 此 树 
中 的 一 条 边 可 达 的 那些 顶点 保存 在 优先 队列 中 。 将 所 有 顶点 保存 在 优先 队列 中 简单 了 代码 ， 
但 对 于 某 些 图 可 能 带 来 一 些 性 能 上 的 代价 〈 见 练习 21. 31)。 | 
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图 21-10 ” Dijkstra 算法 

对 于 一 个 示例 网 ， 此 序列 描述 了 使 用 Dijkstra 算法 构造 根 为 0 的 最 短路 径 生 成 树 的 过 程 。 网 图 中 加 粗 的 黑 边 是 树 
边 ， 加 粗 的 友 边 是 边缘 边 。 中 图 显示 出 了 随 着 这 棵 树 增 大 相应 的 有 向 绘制 图 。 右 边 则 给 出 了 边缘 集 列 表 。 

第 一 ， 将 0 增加 到 树 中 ， 并 将 离开 它 的 边 (0-1 和 0-5) 增加 到 其 边缘 集中 (上 图 )。 第 二 ,将 这 些 边 中 的 最 短 边 
0-5 从 边缘 集中 移 到 此 树 中 ， 并 检查 离开 它 的 边 ; 将 边 5-4 增加 到 边缘 集中 ， 且 边 $-1 被 丢弃 ， 因 为 对 于 已 知 的 路 径 
0-1， 它 不 是 从 0 到 1 的 一 条 更 短路 径 的 一 部 分 〔 自 上 第 二 个 图 )。 边 缘 集 中 的 5-4 的 优先 级 是 从 0 起 始 的 路 径 长 度 ， 
表示 为 0-5-4。 第 三 ,将 0-1 从 边缘 集中 移 到 树 中 ， 将 边 1-2 增加 到 边缘 集中 ， 并 丢弃 1-4 ( 自 上 第 三 个 图 ) 。 第 四 ， 将 
5-4 从 边 缚 集中 移 到 树 中 ， 将 边 4-3 增加 到 边缘 集中 ， 并 用 4-2 替代 1-2， 因 为 0-$-4-2 是 比 0-1-2 更 短 的 路 径 〔 自 上 第 
四 个 图 ) 。 至 多 保留 一 条 指向 边缘 集中 任何 顶点 的 边 ， 且 选择 那 条 距 0 有 最 短路 径 的 边 。 通 过 将 4-2， 然 后 是 4-3 从 边 
毕 集 移 到 此 树 中 (下 图 ) 完成 此 计算 。 
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图 21-11 最 短路 径 生 成 树 

按照 图 18-13、 图 18-24 和 图 20-9 的 风格 ， 对 于 一 个 随机 欧 几 里 得 近邻 图 (在 两 个 方向 都 有 有 向 边 ， 对 应 通 出 的 
每 一 条 线 ) ， 此 序列 描述 了 使 用 Dijkstra 算法 求解 单 源 点 最 短路 径 的 问题 的 过 程 。 搜 索 树 在 特征 上 类 似 于 BFS， 因 为 顶 
点 会 按照 短路 径 连 向 另 一 个 顶点 ， 但 此 树 会 稍微 深 一 些 ， 而 且 宽 度 较 小 。 这 是 因为 距离 会 导致 比 路 径 长 度 稍 微 长 一 些 
的 路 径 。 

在 第 20 章 中 所 考虑 的 关于 优先 级 优先 搜索 (PFS) 的 性 能 的 一 般 结论 给 出 了 对 于 稀 政 
图 关于 Dijkstra 算法 的 这 些 实现 的 性 能 的 特定 信息 (程序 21. 1 和 程序 20.4， 适 当 修 改 ) 。 为 
了 说 明 ， 我 们 在 当前 上 下 文中 重新 阐述 这 些 结果 。 因 为 证 明 并 不 依赖 于 优先 级 函数 ， 因 而 这 
些 绪论 不 经 修改 就 可 应 用 。 这 是 应 用 到 这 两 个 程序 上 的 最 坏 情 况 下 的 结果 ， 但 对 于 某 些 类 型 
的 图 ， 由 于 维护 一 个 较 小 的 边缘 集 ， 程 序 20. 4 可 能 更 高 效 。 

性 质 21.4 对 于 所 有 网 和 所 有 优先 级 函数 ， 可 以 使 用 大 小 至 多 为 了 的 优先 队列 ， 在 与 了 
次 插入 (insert) 、 了 次 删除 最 小 〈delete the minimum ) 和 天 次 减 小 关键 字 (decrease key) 操 
作 所 需 时 间 成 正比 的 时 间 内 ， 计 算出 带 有 PFS 的 一 个 生成 树 。 

证 明 这 一 点 由 程序 20. 4 或 程序 21. 1 中 基于 优先 队列 的 实现 直接 可 得 。 此 结果 代表 了 
一 个 保守 界限 ,因为 优先 队列 的 大 小 往往 比 了 小 得 多 ， 尤 其 是 对 于 程序 20. 4。 图 

性 质 21.5 使 用 Dijkstra 算法 的 PFS 实现 (其 中 使 用 堆 来 实现 优先 队列 )， 那 么 可 以 在 
与 lgV 成 正比 的 时 间 内 计算 出 任何 SPT。 

证 明 ”由 性 质 21.4 可 直接 得 此 结论 。 图 

性 质 21.6 给 定 了 个 顶点 、 巨 条 边 的 一 个 图 ， 令 了 表示 图 的 密度 BEATY。 如 果 d<2， 那 
么 Dijkstra 算法 的 运行 时 间 与 VlgV 成 正比 。 和 否则 ， 可 以 将 | EAV ||- 又 堆 用 于 优先 队列 ， 将 最 
坏 情况 下 的 运行 时 间 改 进 lg(E/V) 的 一 个 因子 ， 达到 0(ElgsV) (如 果 忆 至少 为 V**， 那 么 
为 线性 的 ) 。 

证 明 结果 直接 反映 了 性 质 20. 12 和 其 后 讨论 的 多 路 堆 优 先 队列 实现 。 副 


程序 21. 1 Dijkstra 算法 ( 邻接 表 ) 


”pijkstra 算法 的 这 一 实现 使 用 了 顶点 的 优先 队列 (按照 距 源 点 的 距离 的 顺序 来 计算 一 
个 SPT。 使 用 源 点 的 优先 级 0 和 其 他 顶点 的 优先 级 为 maxWT 来 初始 化 此 队列 ， 然 后 进 人 一 
个 循环 ， 将 优先 级 最 小 的 顶点 从 队列 中 移 到 SPT 中 ， 并 松弛 该 顶点 的 依附 边 。 
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图 21-12 ”SPT 示例 


这 3 个 示例 显示 了 对 于 三 个 不 同 的 源 点 位 置 的 SPT 的 增长 过 程 : 即 源 点 在 左边 (上 图 )， 左 上 角 (中 图 )， 以 及 中 
部 (下 图 ) 位 置 。 


间接 的 优先 队列 接口 代码 与 程序 20.4 相同 ， 这 里 略 去 。 程 序 中 定义 了 一 个 静态 变量 pri- 
ority 和 一 个 函数 less， 人 允许 优先 队列 函数 操纵 顶点 名 《索引 ) 并 使 用 less 来 比较 由 此 代码 中 
的 wt 数组 所 维持 的 优先 级 。 

此 段 代 码 是 一 个 广义 的 图 搜索 ， 一 种 PFS 实现 。P 的 定义 实现 了 Dijkstra 算法 ; 其 他 定 
义 实现 了 PFS 的 其 他 算法 ( 见 正文 )。 


#define GRAPHpfs GRAPHspt 
#define P (wt[v] + t->wt) 
void GRAPHpfs (Graph G, int s, int st{], double wt[]) 
{ int v, w; link t; 
PQinit(); priority = wt; 
for (V = 0O; Vv < G->V; v++) 
{ st[v] = -1i; wt[v] = maxWT; PQinsert(v); } 
wt[s] = 0.0; PQdec(s); 
while (!PQempty()) 
if (wtfv = PQdelmin()] != maxWT) 
for (t = G->adj[v]; t != NULL; t = t->next) 
if (P < wt[w = t->v]) 


锚 21 和 草 爱 租 骂人 径 183 


{ wt[w] = P; PQdec(w); st[w] = v; } 
}. 


表 21-1 总 结 了 我 们 考虑 的 4 种 主要 PFS 算法 的 有 关 人 信息。 它们 的 差别 仅 在 所 使 用 的 优 
先 级 函数 上 有 所 不 同 ， 但 这 种 差别 导致 了 在 特征 上 (所 需 的 ) 完全 不 同 的 生成 树 。 对 于 表 
中 所 引用 的 这 些 图 (以 及 很 多 其 他 图 ) 中 的 示例 ，DFS 树 又 高 又 瘦 ，BFS 树 有 矮 又 胖 。SPT 
树 很 像 BFS 树 ， 但 既 不 十 分 矮 也 不 十 分 胖 ，MST 既 不 矮 胖 也 不 高 瘦 。 

我 们 还 考虑 了 PFS 的 4 种 不 同 实现 。 第 一 种 是 经 典 稠密 图 实现 ， 包 含 了 Dijkstra 算法 和 
Prim MST 算法 (程序 20.3); 其 他 3 种 是 稀 朴 图 的 实现 ， 差 异 仅 在 优先 队列 中 的 内 容 有 所 
不 同 : 

。 边缘 边 集 (程序 18. 10) 

。 边缘 顶点 集 (程序 20. 4) 

。 所 有 顶点 (程序 21. 1) 

在 这 些 实现 中 ， 第 一 种 实现 主要 具有 教学 价值 ; 第 二 种 实现 这 3 种 中 最 优化 的 ; 第 三 种 实现 
可 能 是 最 简单 的 。 这 个 框架 已 描述 了 经 典 图 搜索 算法 的 16 种 不 同 实现 ， 即 当 使 用 不 同 的 优 
先 队列 实现 时 ， 可 能 性 还 会 出 现 更 多 的 情况 。 网 、 算 法 和 实现 的 这 种 多 样 性 强调 了 性 质 
21.4 ~ 性 质 21.6 中 有 关 性 能 的 一 般 性 结论 的 实用 性 ， 也 在 表 21-2 中 给 出 。 

正如 MST 算法 ， 最 短路 径 算 法 的 实际 运行 时 间 很 可 能 比 建议 的 那些 最 坏 情 况 下 的 界限 
还 要 低 。 主 要 是 因为 大 多 数 边 不 必 执 行 减 小 关键 字 (decrease key) 的 操作 。 实 际 上 ， 除 了 
最 稀 玻 的 图 之 外 ， 我 们 都 认为 算法 的 运行 时 间 是 线性 的 。 


表 21-1 优先 级 优先 搜索 算法 


这 4 种 经 典 的 图 处 理 算法 都 可 以 使 用 PFS 来 实现 ， 它 是 一 种 推广 的 基于 优先 队列 的 图 搜索 方法 ， 每 次 增加 一 条 边 
来 构建 图 的 生成 树 。 搜 索 的 动态 细节 依赖 于 图 的 表示 、 优 先 队列 实现 和 PFS 实现 ; 但 搜索 树 一 般 地 表征 了 各 种 算法 的 
特征 。 如 第 4 列 中 所 引用 的 图 所 示 。 


算法 优先 级 结果 图 
DFS 道 前 序 递归 树 18. 13 
BFS 前 序 SPT ( 边 ) 18. 24 
Prim 边 权 值 MST 20. 8 
Dijkstra 路 径 权 值 SPT 21.9 


表 21-2 Dijkstra 算法 的 实现 开销 


此 表 总 结 了 Dijkstra 算法 的 各 种 实现 开销 〈 最 坏 情况 下 的 运行 时 间 ) 。 使 用 合适 的 优先 队列 实现 ， 除 了 极端 稀 朴 的 
网 之 外 ， 算 法 的 运行 时 间 为 线性 〔〈 对 于 稠密 网 与 广 成 正比 ， 对 于 稀疏 网 与 瓦 成 正比 ) 。 


算 法 最 坏 情况 下 的 开销 注 释 
经 典 看 对 稠密 图 最 优 
PFS、 完 全 堆 ElgV 最 简单 的 ADT 代码 
PFS、 边 缘 集 堆 ElgV 保守 界限 


PFS 、d- 又 堆 ElgsV 除了 极端 稀 栈 图 之 外 ， 是 线性 的 
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Dijkstra 算法 通常 既 用 于 表示 按照 顶点 与 源 点 的 距离 的 顺序 增加 顶点 来 构建 SPT 的 抽象 
方法 ， 又 指 这 种 抽象 方法 的 实现 〈 作 为 邻接 矩阵 表示 的 算法) ， 因 为 Dijkstra 在 其 1959 年 
的 论文 中 提出 了 这 两 种 方法 (同时 还 显示 了 这 种 方法 还 可 以 计算 MST) 。 对 于 稀疏 图 的 性 能 
改进 依赖 于 后 来 ADT 技术 以 及 优先 队列 实现 上 的 改进 ， 这 些 改进 并 不 是 特定 为 最 短路 径 问 
题 所 提出 的 。Dijkstra 算法 的 改进 性 能 是 这 项 技术 最 为 重要 的 应 用 之 一 ( 见 第 5 部 分 参考 文 
献 )。 正 如 对 于 MST 中 的 做 法 ， 我 们 使 用 诸如 “使 用 d- 叉 堆 的 Dijkstra 算法 的 PFS 实现 ”这 
一 术语 来 明确 特定 的 组 合 。 

在 18.8 节 我 们 已 经 看 到 ， 非 加 权 有 向 图 中 对 优先 级 采用 前 序 编号 可 使 对 优先 队列 的 操 
作 像 一 个 FIFO 队列 ， 并 得 到 一 个 BFS。Dijkstra 算法 给 出 了 BFS 的 另 一 种 实现 : 在 所 有 权 值 
都 为 1 时 ， 按照 距 起 始 顶 点 最 短路 径 的 边 数 的 顺序 来 访问 顶点 。 在 这 种 情况 下 ， 优 先 队列 上 
的 操作 并 不 完全 像 FIFO 队列 上 的 一 样 ， 因 为 有 相同 优先 级 的 元 素 不 必 按 照 它们 进入 队列 时 
的 顺序 出 队列 。 

各 种 实现 使 用 顶点 索引 的 参数 数组 st 来 构建 从 顶点 0 起 始 的 SPT 的 父 链接 表示 ， 同 时 使 
用 顶点 索引 的 参数 数组 wt 来 存放 SPT 中 每 个 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 如 常 ， 我 们 可 以 围绕 这 
种 模式 来 构建 各 种 便利 的 ADT 函数 ( 见 练习 21. 19 ~ 练习 21. 28 ) 。 
练习 

>21.17 按照 图 21-10 的 风格 ， 显 示 利 用 Dijkstra 算法 计算 练习 21. 1 中 所 定义 的 网 的 SPT 的 
结果 ， 起 始 顶 点 为 0。 

021. 18 如 何 找 出 一 个 网 中 从 > 到 上 的 次 短 (second) 路 径 。 

>21. 19 在 标准 网 ADT 中 增加 一 个 函数 ， 使 用 GRAPHspt 来 计算 连接 两 个 给 定 顶 点 s 和 :的 
一 条 最 短路 径 的 长 度 。 

21. 20 在 标准 网 ADT 中 增加 一 个 函数 ， 使 用 GRAPHspt 来 找 出 距 一 个 给 定 顶 点 ;最 远 的 顶 
点 〈 距 s 的 最 短路 径 最 长 的 那个 顶点 )。 

21. 21 在 标准 网 ADT 中 增加 一 个 函数 ， 使 用 GRAPHspt 来 计算 从 一 个 给 定 顶 点 到 由 它 可 达 
的 每 个 顶点 的 最 短路 径 的 平均 长 度 。 

o21.22 在 标准 邻接 表 网 ADT 中 增加 一 个 函数 ， 使 用 GRAPHspt 来 计算 连接 两 个 给 定 顶 点 。 
和 上 的 一 条 最 短路 径 的 链表 表示 ， 来 求解 源 点 - 汇 点 最 短路 径 问 题 。 

221.23 在 标准 网 ADT 中 增加 一 个 函数 ,通过 GRAPHspt 使 用 连接 两 个 给 定 顶 点 s 和 + 上 的 一 
条 最 短路 径 的 连续 顶点 索引 ， 填 充 一 个 给 定 的 参数 数组 的 初始 元 素 ， 来 求解 源 点 - 汇 点 最 短 
路 径 问 题 。 

21. 24 开发 一 个 基于 程序 21. 1 的 接口 和 实现 ， 将 连接 两 个 给 定 顶 点 s 和 + 的 一 条 最 短路 径 
压 人 用 户 提 供 的 栈 中 。 

21. 25 在 标准 邻接 表 网 ADT 中 增加 一 个 郴 数 ， 找 出 一 个 网 中 距 给 定 顶 点 的 距离 在 4 内 的 所 
有 顶点 。 你 的 隧 数 的 运行 时 间 应 该 与 这 些 顶 点 以 及 依附 于 它们 的 顶点 所 导出 的 子 图 的 规模 成 
正比 。 

21. 26 开发 找 出 一 个 给 定 网 中 一 条 边 的 算法 ,使 得 删除 此 边 导 致 从 一 个 给 定 硕 点 到 男 一 个 
给 定 顶 点 的 最 短路 径 长 度 有 最 大 幅度 的 增加 。 

e 21. 27 在 标准 邻接 矩阵 网 ADT 中 增加 一 个 函数 ， 对 于 给 定 的 一 对 项 点 s 和 :， 对 网 中 的 边 
进行 艇 感性 分 析 (sensitivity analysis) ， 计算 一 个 了 x 了 数组 ， 使 得 对 于 每 个 过 和 yy， 如 条 zz 
是 网 中 的 一 条 边 ， 且 其 权 值 增加 时 ， 从 到 :的 最 短路 径 不 会 增加 ， 则 zv 行 、" 列 的 元 素 值 为 
1; 否则 ， 此 处 的 值 为 0。 
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021.28 在 标准 邻接 表 网 ADT 中 增加 一 个 函数 ， 找 出 给 定 网 中 连接 一 个 给 定 顶 点 集 与 另 一 给 
定 的 顶点 集 的 一 条 最 短路 径 。 
21. 29 使 用 练习 21. 28 的 解决 方案 来 实现 找 出 随机 网 格 网 ( 见 练习 20.7) 的 一 条 从 左边 到 
右边 的 最 短路 径 。 
21. 30 ”显示 一 个 无 向 图 的 MST 等 价 于 此 图 的 瓶颈 SPT (bottleneck SPT) : 对 于 每 对 顶点 v 和 
w， 给 出 连接 这 对 顶点 的 路 径 ， 使 其 最 长 边 尽 可 能 短 。 
21. 31 ”进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 网 ( 见 练习 21.4 ~21.8)， 给 出 本 节 所 描述 的 针对 
稀 醇 图 的 两 种 版 本 的 Dijkstra 算法 (程序 21. 1 和 程序 20.4， 使 用 合适 的 优先 级 定义 ) 性 能 
比较 。 使 用 标准 堆 优 先 队 列 实现 。 
21. 32 进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 网 ( 见 练习 21.4 ~21.8)， 对 于 所 讨论 过 的 3 种 
PFS 的 每 种 实现 (程序 18. 10、 程 序 20. 4 和 程序 21. 1) ， 给 出 使 用 d- 又 堆 优先 队列 实现 〈 见 
程序 20.7) 的 最 好 4d 值 。 z 

e 21. 33 进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 网 ( 见 练习 21.4 ~21.8)， 确定 在 程序 21. 1 中 使 用 
索引 一 堆 - 锦标赛 优先 队列 实现 〈( 见 练习 9.53) 的 效果 。 

o21. 34 进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 网 ( 见 练习 21.4 ~21.8) ， 分 析 SPT 中 的 高 度 及 平 
均 路 径 长 度 。 
21. 35 ”开发 一 个 源 点 - 汇 点 最 短路 径 问 题 的 实现 ,使 用 源 点 和 汇 点 初始 化 队列 。 这 样 做 可 
使 自 每 个 顶点 开始 的 SPT 增长 ; 你 的 主要 任务 是 正确 地 确定 当 两 个 SPT 冲突 时 应 该 怎样 做 。 

e 21. 36 ”描述 V 个 顶点 、E 条 边 的 一 组 图 ， 使 得 Dijkstra 算法 对 于 每 个 图 都 达到 最 坏 情 况 运 
行 时 间 。 

ee 21. 37 开发 一 个 V 个 顶点 、 条 边 的 随机 图 的 合理 生成 器 ， 使 得 Dijkstra 算法 的 基于 堆 的 
PFS 实现 的 运行 时 间 为 超 线性 的 。 

es。21. 38 ”编写 一 个 客户 程序 ， 显 示 Dijkstra 算法 的 动态 图 形 动画 过 程 。 你 的 程序 应 该 产生 类 
似 图 21-11 的 图 像 ( 见 练习 17.55 ~17.59)。 使 用 随机 欧 几 里 得 网 ( 见 练习 21.8) 测试 你 的 
程序 。 


21. 3 所 有 对 最 短路 径 


在 这 一 节 里 ， 我 们 要 考虑 一 个 ADT 以 及 用 于 求解 所 有 对 最 短路 径 问 题 的 两 个 基本 实现 。 
所 实现 的 算法 直接 推广 了 在 19. 3 节 中 求解 传递 闭 包 问题 时 所 考虑 的 两 个 基本 算法 。 第 一 种 
方法 是 对 每 个 顶点 运行 Dijkstra 算法 ， 得 到 从 该 顶点 到 其 余 顶 点 的 最 短路 径 。 如 果 使 用 一 个 
堆 实现 此 优先 队列 ， 那 么 这 种 方法 的 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 与 YE ls V 成 正比 ， 而 且 对 于 很 
多 类 型 的 网 ， 使 用 d- 叉 堆 可 以 将 这 个 界限 改进 为 YE。 第 二 种 方法 ， 使 我 们 可 以 直接 在 与 
成 正比 的 时 间 内 求解 这 个 问题 。 这 是 Warshall 算法 的 一 个 扩展 ， 称 为 Floyd 算法 (Floyd 


algorithm ) 。 


程序 21.2 所 有 对 最 短路 径 ADT 


所 有 对 最 得 路径 问题 的 解 为 客户 程序 提供 了 一 个 预 处 理 函 数 GRAPHspALL 及 两 个 查询 
函数 .一 个 用 于 返回 从 第 一 个 参数 到 第 二 个 参数 的 最 短路 径 长 度 (GRAPHspDIST) ， 另 一 个 
用 于 返回 从 第 一 个 参数 到 第 二 个 参数 的 最 短路 径 上 的 下 一 个 顶点 (CRAPHspPATH) 。 由 约 
定 ， 如 果 不 存 在 这 样 的 路 径 ，GRAPHspPATH 返回 G->V,， 有 日 GRAPHspDIST 返回 一 个 天 于 此 
最 长 路 径 长 度 的 观察 哨 值 。 
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void GRAPHepALL(Graph G) ; 
double GRAPHspDIST(Graph G, int s, int 七 ) ; 
int GRAPHspPATH(Graph G, int s, int 七 ) ; 


可 以 使 用 其 中 任 一 算法 来 实现 一 个 预 处 理 函 数 ， 以 支持 网 ADT 中 的 抽象 最 短路 径 (ab- 
stract shortest-path) 图 数 ， 该 函数 可 在 常量 时 间 内 返回 任何 两 个 顶点 的 最 短路 径 ， 如 同 在 第 
19 章 中 基于 计算 传递 闭 包 来 构建 ADT 从 而 处 理 连通 性 查询 。 程 序 21. 2 是 一 个 接口 ， 它 描述 
了 可 增加 到 标准 网 ADT 中 的 三 个 函数 ， 从 而 支持 以 这 种 方式 找 出 最 短 距 离 和 路 径 。 第 一 个 
一 数 是 一 个 预 处 理 函 数 ， 第 二 个 函数 是 一 个 返回 从 一 个 给 定 顶 点 到 另 一 个 顶点 的 最 短路 径 长 
度 的 查询 函数 ， 第 三 个 函数 是 一 个 返回 从 一 个 给 定 顶点 到 另 一 个 顶点 的 最 短路 径 的 下 一 个 顶 
点 的 查询 函数 。 支 持 此 ADT 是 在 实际 中 使 用 所 有 对 最 短路 径 算法 的 主要 原因 。 


程序 21.3 计算 网 的 直径 


此 客户 程序 说 明了 程序 21.2 中 的 接口 的 使 用 。 它 在 给 定 的 网 中 找 出 最 短路 径 中 的 最 长 
路 径 ， 并 打印 其 权 值 (网 的 直径 ) 及 该 路 径 。 
void GRAPHdiameter (Graph G) 
{ int v, w, vMAX = 0, wMAX = 0; 
double MAX = 0.0; 
GRAPHspALL (6G); 
for (v = 0; Vv < G->V; v++) 
for (w= 0; Ww < G->V; w++) 
if (GRAPHspPATH(G, vv, w) != G->V) 
if (MAX < GRAPHspDIST(G, v, w)) 
{ VMAX = Vi wMAX = WW; 
MAX = GRAPHspDIST(G, v, w); } 
printf ("Diameter is Wf\n'", MAX); 
for (v = vMAX; v != wMAX; v = Ww) 
{ printf ("%d-", v); 
Ww = GRAPHspPATH(G, v, wMAX); } 
printf("%d\n", Ww); 


程序 21. 3 是 一 个 示例 客户 程序 ， 使 用 最 短路 径 ADT 函数 来 
找 出 一 个 网 的 加 权 直 径 (weighted diameter) 。 它 调用 预 处 理 荔 数 ， 
然后 检查 所 有 顶点 对 来 找 出 最 短路 径 长 度 是 最 长 的 一 对 顶点 ; 然 
后 ， 一 个 顶点 一 个 顶点 地 遍历 此 路 径 。 图 21-13 显示 了 此 程序 对 
于 欧 几 里 得 网 示例 所 计算 的 路 径 。 

本 节 的 算法 目标 是 支持 查询 函数 的 常量 时 间 实 现 。 通 常 ， 我 
们 可 以 预期 到 有 大 量 这 样 的 请 求 ， 因 而 愿意 投入 足够 的 内 存 资源 ， 
并 进行 预 处 理 从 而 快速 满足 这 些 请 求 。 

因此 ， 使 用 预 处 理 函 数 实现 了 求解 所 有 对 最 短路 径 问 题 问题 ， 
然后 在 查询 函数 中 简单 访问 这 个 解 。 假 设 扩展 了 标准 网 ADT， 使 其 图 21-13 ”网 的 直径 
包含 了 指向 两 个 矩阵 的 指针 : 一 个 是 用 于 距离 矩阵 的 VxV 数组 网 的 所 有 最 短路 径 乱 隆 
G -> dist， 另 一 个 是 用 于 路 径 表 的 VxV 数组 G -> path。 对 于 每 对 顶 4 0 
点 s 和 上 我 们 所 考虑 的 两 个 算法 的 预 处 理 函 数 都 将 C 一 > dist | s ] [ 度 。 这 里 显示 了 示例 欧 几 里 
设置 为 从 * 到 :的 最 短路 径 长 度 ,， 将 G->path[sj[ij 设置 为 从 > 到 上 得 网 的 直径 。 
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的 最 短路 径 上 下 一 个 项 点 的 索引 ;其 他 两 个 ADT 函数 在 常量 时 间 内 只 返回 这 些 值 。 


程序 21.4 所 有 对 最 短路 径 的 Dijkstra 算法 


程序 21. 2 中 的 接口 实现 在 逆 网 上 使 用 Dijkstra 算法 来 找 出 到 每 个 顶点 的 所 有 最 短路 径 
( 见 正文 )。 

假设 网 的 数据 类 型 有 一 个 指针 dist 用 于 距离 数组 ， 一 个 指针 path 用 于 路 径 数组 。Dijkstra 
算法 所 计算 的 wt 和 st 数组 分 别 是 距离 矩阵 和 路 径 矩 阵 中 的 列 ( 见 图 21-9)。 


static int st [maxV]:; 
static double wt [maxV] ; 
void GRAPHspALL (Graph G) 

{ int v, Ww; Graph R = GRAPHreverse(G); 
G->dist = MATRIXdouble(tG->V, G->V, maxWT); 
G->path = MATRIXint (G~->V, G->V, G->V); 
for (v = 0; Vv < G->V; v++) 

{ 
GRAPHpfs (R, v, st, wt); 
for (W = 0; W < G->V; w++) 
G~->dist[w] [v] = wt [wj; 
for (Ww = 0; Ww < G->V; wt++) 
if (st[w] '= -1) G->path[w] [vj] = st[w]; 
} 
} 
double GRAPHspDIST(Graph G, int s, int t) 
{ return G->dist[s] [tj; } 
int GRAPHspPATH(Graph G, int s, int t) 
{ return G->path[s] [t]; } 


这 种 通用 方法 的 主要 缺点 为 ， 对 于 大 型 网 ， 我 们 可 能 不 能 承受 预 处 理 的 时 间或 没有 可 用 
空间 存放 这 些 表 。 原 则 上 ， 此 接口 为 我 们 提供 了 权衡 预 处 理 时 间 和 空间 与 查询 时 间 的 标尺 。 
如 果 只 是 几 个 查询 ， 可 以 不 进行 预 人 处理 ， 只 对 每 次 查询 简单 运行 单 源 点 算法 ,但 是 中 间 情 形 
则 需要 更 为 高 级 的 算法 ( 见 练习 21. 48 ~21. 50) 。 对 于 第 19 章 的 大 部 分 内 容 有 个 难题 : 使 
用 有 限 空 间 支 持 常 量 时 间 可 达 性 查询 ， 而 这 个 问题 则 是 此 难题 的 推广 。 : 

我 们 考虑 的 第 一 个 所 有 对 最 短路 径 ADT 函数 实现 是 对 于 每 个 顶点 ， 用 求解 单 源 点 问题 
的 Dijkstra 算法 解决 了 这 个 问题 。 对 于 每 个 顶点 *， 使 用 对 于 * 的 单 源 点 最 短路 径 问 题 的 解 wt 
数组 来 填充 距离 矩阵 中 的 第 : 行 。 这 种 方法 将 在 17.7 节 中 所 考虑 的 非 加 权 有 向 图 的 基于 BFS 
的 方法 进行 了 推广 。 它 也 类 似 于 程序 19. 4 中 使 用 在 每 个 顶点 开始 的 DFS 来 计算 非 加 权 有 问 
图 的 传递 闭 包 。 

如 在 图 21-8 和 21-9 中 说 明 的 ， 计 算 路 径 和 矩阵 稍微 复杂 一 些 。 因 为 在 数组 st 中 的 父 链 接 
SPT 表示 给 出 的 边 是 错误 的 方向 。 这 个 困难 在 无 向 图 中 并 不 会 出 现 ， 因 为 所 有 边 都 有 两 个 方 
向 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 处 理 逆 网 ， 并 在 逆 网 中 用 :的 SPT 父 链接 表示 (数组 st) 填充 
路 径 表 中 的 1 列 。 由 于 最 短路 径 长 度 在 两 个 方向 相同 ， 也 可 以 用 从 :开始 的 单 源 点 最 短路 径 
问题 的 解 wt 数组 填充 距离 矩阵 的 1 列 。 


: 程序 21. 5 ”所 有 对 最 短路 径 的 Floyd 算法 
CRAPHspALL 的 此 段 代码 (以 及 程序 21.4 的 GRAPHspDIST 和 GRAPHspPATH 的 在 线 实 
现 ) 使 用 Floyd 算法 实现 了 程序 21.2 中 的 接口 ， 它 是 Warshall 算法 的 一 种 推广 ( 见 程序 
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19.4) ， 它 找 出 了 最 短路 径 而 不 只 是 检查 路 径 的 存在 性 。 
使 用 图 的 边 初始 化 距离 矩阵 和 路 径 矩 阵 后 ， 我 们 要 做 一 系列 松弛 操作 ， 来 计算 最 短路 
径 。 此 算法 简单 ， 易 于 实现 , 但 验证 它 计 算出 了 最 短路 径 较为 复杂 ( 见 正 文 )。 


void GRAPHspALL(Graph G) 
{ int i, s, 七 ; 
double **d = MATRIXdoubIe(G->V，G->V，maxWT) ; 
int **p = MATRIXint(G->V，G->V，G->V) ; 
for (s = 0; 8s < G->V; st++) 
for (t = 0; t < G->V; t++) 
if ((d[s]j [t] = G->adj [sj [t]) < maxWT) 
P[s]j [t] = t; 
for (i = 0; i < G->V; i++) 
for (s = 0; s < G->V; s++) 
if (d[s] [i] < maxWT) 
for (ft = 0; t < G->V; t++) 
if (d[sj [t] > dl[s] [i]+d[i] [t])) 
{ p[ls] [t] = pls]j [i]; 
d[s] [t] = dr[s] [i]+d[i] [t]; } 
G->dist = d; G->path = p; 
} 


程序 21. 4 是 一 种 基于 这 些 想 法 的 ADT 实现 。 它 可 用 于 邻接 矩阵 表示 ， 也 可 用 于 邻接 表 
表示 ， 但 主要 用 于 稀 臣 图 ， 因 为 它 利 用 了 Dijkstra 算法 对 于 此 类 图 的 高 效 性 。 

性 质 21.7 对 于 一 个 有 非 负 权 值 的 网 ， 使 用 Dijkstra 算法 ， 可 以 在 与 VE log,V 成 正比 
的 时 间 内 找 出 其 中 的 所 有 最 短路 径 ， 如 果 <2V， 那 么 d=2， 否 则 d= E/V。 

证 明 由 性 质 21.6 直接 可 得 。 国 

正如 对 于 单 源 点 最 短路 径 和 MST 问题 的 界限 ， 这 个 界限 也 是 保守 的 ， 而 且 VE 的 运行 时 
间 对 于 一 般 图 很 可 能 。 

对 于 稠密 图 ， 可 以 使 用 一 个 邻接 和 矩阵 表示 ， 并 通过 隐 式 地 转 置 矩 阵 〈 交 换行 和 列 索 引 ) 
来 避免 计算 道 图 ， 类 似 于 程序 19. 8 中 的 做 法 。 根 据 这 些 原 则 来 开发 实现 是 一 个 很 有 趣 的 程 
序 设计 练习 ， 并 且 可 以 得 到 一 个 简洁 的 实现 ( 见 练习 21.43); 然而 ,我 们 下 面 将 考虑 一 种 
不 同 的 方法 ， 会 得 到 一 种 更 为 简洁 的 实现 。 

选择 用 于 求解 稠密 图 中 的 所 有 对 最 短路 径 算 法 问题 的 方法 是 由 R，Floyd 开发 的 ， 除 了 在 
使 用 逻辑 或 操作 来 记录 路 径 的 存在 性 之 外 ， 它 与 Warshall 方法 完全 相同 。 该 方法 将 检查 每 条 
边 的 距离 来 确定 该 边 是 否 是 一 条 更 短路 径 的 一 部 分 。 实 际 上 ， 我 们 已 经 提 到 过 ，Floyd 和 
Warshall 算法 在 合理 抽象 级 上 是 相同 的 ( 见 19.3 节 和 21.1 节 )。 程 序 21.5 是 实现 Floyd 算 
法 的 所 有 对 最 短路 径 的 ADT 实现 。 

“性质 21.8 利用 Floyd 算法 ， 可 以 在 与 V 成 正比 的 时 间 内 计算 出 一 个 网 中 的 所 有 最 短 

路 径 。 

证 了 明 ”由 代码 直接 可 得 运行 时 间 。 使 用 归纳 法 来 证 明 算 法 的 正确 性 ， 与 在 Warshall 算法 中 
的 证 明 方 法 相同 。 循 环 的 第 i 次 迭代 计算 网 中 从 s 到 :的 一 条 最 短路 径 ， 此 路 径 中 不 含 索 引 大 
于 i 的 任何 项 点 (除了 端点 s 和 :之 外 )。 假 设 对 于 第 i 次 的 循环 结论 成 立 ， 我 们 证 明 对 于 第 
(i+1) 次 的 循环 结论 也 成 立 。 从 * 到 1: 的 一 条 不 含 索 引 大 于 i+1 的 顶点 的 最 短路 径 ， 要 人 么 是 
( i) 从 :到 ;的 不 含 索 引 大 于 的 i 的 任何 顶点 且 长 度 为 d[s1[t]」 的 路 径 ， 由 归纳 假设 ， 它 是 在 
此 循环 的 上 一 次 迭代 中 找到 的 ; 要 人 么 是 (ii) 包含 从 s 到 i 的 一 条 路 径 和 从 i 到 :的 一 条 路 径 ， 
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这 两 条 路 径 都 没 不 含 索 引 大 于 :的 任何 顶点 ， 在 这 种 情况 下 ， 内 循环 将 设置 d[slt[]。” ”图 

图 21-14 是 Floyd 算法 应 用 于 示例 网 的 详细 跟踪 过 程 。 如 果 将 每 个 空 元 素 转 换 为 0 ( 指 
示 该 边 不 存在 ) ， 并 将 每 个 非 空 元 素 转 换 为 1 (指示 该 边 存在 )， 那么 这 些 矩 阵 描 述 了 War- 
shall 算法 的 操作 过 程 ， 就 和 在 图 19-15 中 的 方式 一 样 。 对 于 Floyd 算法 ， 非 空 元 素 不 仅 表明 
存在 路 径 ; 还 给 出 了 关于 最 短 已 知 路 径 的 信息 。 距 离 矩 阵 中 的 元 素 为 连接 对 应 给 定 行 和 列 的 
顶点 的 已 知 最 短路 径 的 长 度 。 路 径 矩 阵 中 对 应 的 给 出 了 那 条 路 径 的 下 一 个 顶点 。 当 这 些 矩 阵 
秆 非 空 元 素 填 满 时 ， 运 行 Warshall 算法 就 相当 于 重复 检查 新 的 路 径 ， 它 们 连接 了 已 经 知道 有 
一 条 路 径 连 接 的 每 对 顶点 。 反 之 ，Floyd 算法 必须 比较 〈 如 果 需 要 还 要 更 新 ) 每 个 新 的 路 
径 ， 来 查看 是 否 新 路 径 会 导致 更 短 的 路 径 。 

要 比较 Dijkstra 算法 和 Floyd 算法 的 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 界 限 ， 可 以 采用 类 似 于 19.3 
中 的 相应 传递 团 包 算法 的 做 法 ， 得 出 这 些 所 有 对 最 短路 径 算 法 的 同样 的 结论 。 对 于 稀 琉 网 。 
显然 选择 对 每 个 顶点 运行 Dijkstra 算法 ， 因 为 此 运行 时 间 近 似 为 YE。 随 着 密度 增加 ，Floyd 
算法 〈 其 所 需 时 间 总 是 为 了 ) 开始 具有 竞争 性 〈 见 练习 21.67) ; 由 于 其 简单 易于 实现 ， 因 
此 应 用 广泛 。 

这 些 算法 之 间 还 有 一 个 更 为 基本 的 差别 ， 即 Floyd 算法 甚至 在 有 负 权 值 的 网 中 也 是 有 效 
的 《假设 不 存在 负 环 ) ，21.7 节 将 检查 这 些 差 别 。21. 2 节 中 已 经 提 到 ， 在 这 样 的 图 中 ，Di- 
jkstra 算法 不 一 定 能 找 出 最 短路 径 。 

对 于 所 有 对 最 短路 径 问 题 ， 我 们 所 描述 的 经 典 解 决 方案 均 假设 有 可 用 的 空间 来 保存 距离 
和 矩阵 和 路 径 矩 阵 。 对 于 大 型 的 稀 玻 图 ， 则 无 法 承受 任何 了 xy 矩阵， 这 样 就 带 来 另外 -一些 困 
难 和 有 趣 的 问题 。 在 第 19 章 已 经 看 到 ， 将 此 空间 开销 减少 为 与 了 成 正比 ， 同 时 仍 能 支持 常 
量 时 间 的 最 短路 径 查 询 ， 这 是 一 个 开放 问题 。 甚 至 我 们 发 现 ， 对 于 更 简单 的 可 达 性 问题 
( 即 满足 于 能 够 在 常量 时 间 内 知道 是 否 存 在 连接 一 个 给 定 的 顶点 对 的 任何 一 条 路 径 ) 的 算法 
也 很 困难 ， 因 此 不 能 期 望 对 于 所 有 对 最 短路 径 问 题 有 一 个 简单 的 解决 方案 。 实 际 上 ， 即 使 对 
于 稀疏 图 ,不同 最 短路 径 长 度 的 数目 通常 也 与 广 成 正比 。 从 某 种 意义 上 说 ， 这 个 值 度量 了 
需要 处 理 的 信息 量 ， 而 且 可 能 表明 我 们 在 空间 上 确实 有 限制 ， 所 以 可 能 必须 在 各 个 查询 上 花 
费 更 多 的 时 间 ( 见 练习 21. 48 ~21. 50) 。 
练习 
21. 39 ”如 果 要 求 使 用 Floyd 算法 在 10 秒 内 计算 出 一 个 图 的 所 有 最 短路 径 ， 估 计 你 的 计算 机 
和 程序 设计 系统 所 能 处 理 的 密度 为 10 的 最 大 图 (使 用 顶点 数 度量 ) ， 数 量 级 为 10。 
21. 40 ”如 果 要 求 使 用 Dijkstra 算法 在 10 秘 内 计算 出 一 个 图 的 所 有 最 得 路径 ， 估 计 你 的 计算 
机 和 程序 设计 系统 所 能 处 理 的 密度 为 10 的 最 大 图 (使 用 边 数 度量 ) ， 数 量 级 为 10。 
21. 41 按照 图 21-9 的 风格 ， 显 示 利 用 Dijkstra 算法 计算 练习 21. 1 中 所 定义 的 网 的 所 有 最 短 
路 径 的 结果 。 
21. 42 按照 图 21-14 的 风格 ， 显 示 利 用 Floyd 算法 计算 练习 21. 1 中 所 和 定义 的 网 的 上 所 有 最 短 
路 径 的 结果 。 
21. 43 组 合 程序 20. 3 和 程序 21. 4 形成 一 个 用 于 稠密 网 的 所 有 对 最 短路 径 ADT 接口 实现 
(基于 Dijkstra 算法 ) ， 使 得 不 需要 显 式 计算 逆 网 。 请 不 要 为 GRAPHpfs 定义 男 一 个 消 数 ,只 
要 将 程序 20.3 中 的 代码 直接 放 入 内 循环 中 ， 消 除 参 数 数组 wt 和 st， 并 将 结果 直接 G -> dist 
和 G -> path (或 像 程序 21. 5 那样 使 用 局 部 数组 d 和 了 p) 。 
21. 44 ”进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 网 ( 见 练习 21.4 ~21.8)， 对 Dijkstra 算法 (程序 
21.4 和 练习 21.43) 和 Floyd 算法 (程序 21.5) 进行 比较 。 
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图 21-14 Floyd 算法 

此 序列 显示 了 使 用 Floyd 算法 构造 所 有 对 最 短路 径 矩 阵 的 过 程 。 对 于 【从 0 到 S$ (从 上 图 到 下 图 )， 对 于 所 有 s 和 上， 
考虑 从 ss 到 1 的 所 有 路 径 ， 其 中 没有 大 于 i 的 中 间 顶 点 (加 阴影 的 顶点 )。 初 始 时 ， 叭 一 的 路 径 就 是 网 中 的 边 ， 因 而 距离 
天 阵 (中 图 ) 就 是 图 的 邻接 和 矩 了 泗 ， 而 用 p[s][t] =t 设 置 每 条 边 就 得 路 径 短 阵 〔〈 右 图 )。 对 于 顶点 0 (最 上 图 ) ， 由 于 不 存 
在 边 3-1， 算 法 找 出 3-0-1 比 现 有 观察 哨 值 更 短 ， 因 此 要 更 新 矩阵 。 对 于 诸如 3-0-5 等 路 径 则 不 会 这 样 做 ， 因 此 它 不 比 已 
知 的 3-5 更 短 ， 接 下 来 ， 算 法 将 考虑 通过 0 和 的 路 径 ( 自 上 第 二 个 图 )， 并 找 出 新 的 更 短路 径 0-1-2、0-1-4、3-0-1-2、 
3-0-1-4 和 5-1-2。 上 数 第 3 行 显示 了 对 应 通过 0、1 和 2 的 更 短路 径 的 更 新 ， 如 此 继续 。 

将 矩阵 中 的 灰色 改 成 黑色 表示 出 ， 算 法 找 出 了 一 条 较 之 以 前 找到 的 更 短路 径 。 例 如， 下 图 中 的 3 行 、2 列 处 1,37 
收成 了 0.91 是 因为 算法 发 现 3-5-4-2 是 比 3-0-1-2 更 短 的 路 径 。 
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21. 45 进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 网 ( 见 练习 21.4 ~21.8)， 确定 Floyd 算法 和 Dijk- 
stra 算法 对 距离 矩阵 中 的 元 素 更 新 的 次 数 。 

21. 46 给 出 一 个 矩阵 ， 其 中 * 行 和 + 列 的 元 素 等 于 图 21-1 中 连接 s 和 :的 简单 不 同 有 向 路 径 
的 数目 。 

21. 47 ”实现 一 个 网 ADT 函数 ， 计 算 练 习 21. 46 中 所 描述 的 路 径 数 矩 阵 。 
21. 48 开发 稀 琉 图 的 一 个 抽象 最 短路 径 ADT 的 实现 ， 通 过 将 查询 时 间 增 加 到 与 V 成 正比 ， 
从 而 将 空间 开销 降低 到 与 V 成 正比 。 

*21.49 开发 稀疏 图 的 一 个 抽象 最 短路 径 ADT 的 实现 ， 使 用 空间 远 小 于 0(V?) ， 但 支持 查询 
时 间 远 小 于 0(V) 。 提 示 : 计算 顶点 某 个 子 集 的 所 有 对 最 短路 径 。 

21. 50 ”开发 稀 玖 图 的 一 个 抽象 最 短路 径 ADT 的 实现 ,使 用 空间 远 小 于 0(V*)， 并 (使 用 
随机 化 ) 支持 常量 期 望 查询 时 间 。 

21. 51 开发 一 个 抽象 最 短路 径 ADT 的 实现 ,采用 一 种 “ 懒 ” 方 法 ， 即 当 客 户 程序 首次 提 
出 以 s 起 始 的 最 短路 径 查 询 时 ， 使 用 Dijkstra 算法 来 构建 SPT (以 及 相关 距离 向 量 )， 然 而 ， 
在 以 后 的 查询 中 引用 这 些 向 量 。 

21. 52 修改 最 短路 径 ADT 和 Dijkstra 算法 ， 来 处 理 网 中 顶点 和 边 均 有 权 值 的 最 短路 径 计算 。 
请 不 要 重建 该 图 的 表示 (练习 21.3 中 描述 了 此 方法 ); 修改 代码 即 可 。 

21. 53 构建 航班 路 线 和 连接 时 间 的 一 个 小 型 模型 ， 可 以 基于 你 已 经 采用 的 某 些 航班 。 使 用 
练习 21. 52 的 解决 方案 来 计算 从 某 个 航班 终点 到 另 一 航班 终点 的 最 快 路 线 。 然 后 ， 用 真实 数 
据 测 试 你 的 程序 ( 见 练习 21. 4)。 


21.4 无 环 网 中 的 最 短路 径 


在 第 19 章 中 ， 我 们 发 现 ， 尽 管 直观 地 可 以 看 出 DAG 要 比 一 般 有 向 图 要 易于 处 理 ， 但 与 
一 般 有 了 向 图 相 比 ， 对 于 DAG 要 开发 性 能 更 好 的 算法 是 一 个 极为 困难 的 目标 。 对 于 最 短路 径 
问题 ， 确 实 有 一 些 DAG 的 算法 ， 要 比 我 们 考虑 过 的 用 于 一 般 有 向 图 的 基于 优先 队列 的 方法 
更 简单 、 快 速 。 具 体 地 说 ， 本 节 我 们 将 考虑 无 环 网 的 算法 ， 如 下 : 

。 在 线性 时 间 内 求解 单 源 点 问题 。 

。 在 与 VE 成 正比 的 时 间 内 求解 所 有 对 问题 。 

。 解决 其 他 问题 ， 如 找 最 长 路 径 。 

在 前 两 种 情况 下 ， 可 以 将 运行 时 间 中 的 对 数 因 子 去 掉 ， 该 因子 出 现在 对 于 稀 玻 图 的 最 好 
的 算法 中 ; 在 第 三 种 情况 下 ， 对 于 一 般 网 ， 有 些 难 解 的 问题 有 简单 算法 。 这 些 简单 的 算法 都 
是 第 19 章 中 所 考虑 的 DAG 中 对 于 可 达 性 和 传递 闭 包 的 算法 的 直接 扩展 。 

由 于 根本 不 存在 环 ， 也 就 不 存在 负 环 ; 因此 负 权 值 不 会 对 DAG 上 的 最 短路 径 问 题 带 来 
困难 。 因 此 ， 本 节 对 边 权 值 不 做 任何 限制 。 

接 下 来 ， 对 于 术语 的 解释 : 称 边 上 有 权 值 且 不 存在 环 的 有 向 图 为 加 权 DAG (weighted 
DAG) 或 无 环 网 (acyclic network) 。 我 们 交 蔡 使 用 这 两 个 术语 ， 以 强调 它们 的 等 价 性 。 在 引 
用 文献 时 也 可 避免 混淆 ， 它 们 在 文献 中 得 到 广泛 使 用 。 有 时 使 用 前 者 来 强调 与 有 隐 含 权 值 的 
非 加 权 DAG 的 差别 ， 有 时 则 使 用 后 者 来 强调 无 环 性 所 隐 含 的 一 般 网 的 差异 ， 这 会 很 方便 。 

我 们 应 用 的 4 种 基本 思路 可 以 导出 第 19 章 中 的 未 加 权 DAG 的 高 效 算法 ， 这些 思 路 甚至 
对 于 加 权 DAG 更 有 效 。 

。 使 用 DFS 求解 单 源 点 问题 。 

。 使 用 源 队列 求解 单 源 点 问题 。 


局 
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。 调用 上 述 其 中 任意 一 种 方法 ， 对 于 每 个 顶点 调用 一 次 ， 求 解 所 有 对 问题 。 

。 使 用 单个 DFS (及 动态 规划 ) 求解 所 有 对 问题 。 

这 些 方法 可 在 与 五 成 正比 的 时 间 内 解决 单 源 点 问题 ， 而 在 与 琵 成 正比 的 时 间 内 解决 
所 有 对 问题 。 它 们 都 是 有 效 的 。 这 是 因为 存在 拓扑 排序 ， 使 我 们 可 以 为 每 个 顶点 计算 最 短 
路 径 而 不 需 作 重新 访问 。 本 节 ， 将 对 各 个 问题 考虑 一 个 实现 : 其 他 实现 则 留 作 练习 ( 见 练 
2 21.62 ~21.65)., 

我 们 稍微 换个 角度 。 每 个 DAG 至 少 有 一 个 源 点 ,但 可 能 有 多 个 源 点 ， 因 此 ， 自 然 考虑 
以 下 最 短路 径 问 题 . 

多 源 点 最 短路 径 问 题 给 定 一 组 起 始 顶 点 ， 对 于 每 个 其 他 顶点 w， 找 出 从 每 个 起 始 顶 点 
到 zw 的 最 短路 径 中 的 一 条 最 短路 径 。 

此 问题 基本 等 价 于 单 源 点 最 短路 径 问 题 。 可 以 增加 一 个 虚拟 顶点 ， 将 多 源 点 问题 转化 为 
单 源 点 问题 ， 其 中 该 虚拟 顶点 到 网 中 其 他 顶点 的 边 的 长 度 为 0。 相 反 ， 可 以 通过 处 理由 所 有 
顶点 及 源 点 可 达 的 边 所 定义 的 导出 子 网 ， 将 单 源 点 问题 转换 为 多 源 点 问题 。 我 们 很 少 会 显 式 
构造 这 样 的 子 网 ， 因 为 如 果 将 起 始 顶 点 处 理 为 好 像 它 是 网 中 唯一 的 源 点 (即使 并 非 如 此 )， 
算法 就 会 自动 对 这 些 子 网 进行 处 理 。 

拓扑 排序 直接 给 出 了 多 源 点 最 短路 径 问 题 以 及 很 多 其 他 问题 的 一 种 解决 方案 。 我 们 维护 
一 个 顶点 索引 数组 wt， 此 数组 给 出 了 从 任何 源 点 到 每 个 顶点 已 知 的 最 短路 径 的 权 值 。 为 了 
解决 多 源 点 最 短路 径 问 题 ， 将 数组 wt 初始 化 ， 对 于 源 点 初始 化 为 0， 其 他 顶点 初始 化 为 
MAXwt。 然 后 ， 按 照 拓扑 排序 的 顺序 处 理 顶 点 。 为 了 处 理 顶 点 v， 对 每 条 离开 边 v-w 执行 一 
个 松弛 操作 ， 如 果 v-w 给 出 从 一 个 源 点 到 w (通过 v) 的 一 条 更 短路 径 ， 则 更 新 到 w 的 最 短 
路 径 。 这 个 过 程 检查 从 任 一 源 点 到 图 中 每 个 项 点 的 所 有 路 径 ; 松弛 操作 保存 最 小 长 度 的 此 类 
路 径 ， 而 拓扑 排序 保证 了 按照 一 种 合适 的 顺序 处 理 顶 点 。 

可 以 采用 以 下 两 种 方法 之 一 来 直接 实现 此 方法 。 第 一 种 方法 是 在 程序 19.8 中 的 拓扑 排 
序 中 增加 几 行 代码 : 在 从 源 点 队列 中 删除 一 个 顶点 v 之后， 对 于 该 顶点 的 每 条 边 执行 指示 的 
松弛 操作 ( 见 练 习 21.56)。 第 二 种 方法 是 将 项 点 按照 拓扑 排序 放置 ， 然 后 扫描 它们 ， 并 完 
全 按照 上 一 段 述 的 描述 执行 松弛 操作 。 这 些 相 同 的 过 程 (以 及 其 他 松弛 操作 ) 可 以 解决 很 
多 图 处 理 问题 。 例 如 ， 程 序 21.6 是 第 二 种 方法 〈 排 序 ， 然 后 扫描 ) 求解 多 源 点 最 长 路 径 
(mnultisource longest path) 问题 的 一 种 实现 : 对 于 网 中 的 每 个 顶点 ， 从 某 个 源 点 到 那个 顶点 
的 最 长 路 径 是 什么 ? 

可 以 将 关联 每 个 顶点 的 wt 中 的 元 素 解释 为 从 任 一 源 点 到 那个 顶点 的 已 知 最 长 〈longest ) 
路 径 的 长 度 ， 将 所 有 权 值 均 初始 化 为 0， 用 松弛 操作 改变 比较 的 意义 。 图 21-15 跟 踩 了 程序 
21.6 在 示例 无 环 网 上 的 操作 过 程 。 

性 质 21.9 可 以 在 线性 时 间 内 解决 无 环 网 中 的 多 源 点 最 短路 径 问 题 和 多 源 点 最 长 路 径 
问题 。 . 

证 明 ”对 于 最 长 路 径 、 最 短路 径 以 及 一 些 其 他 路 径 性 质 均 可 使 用 相同 的 证 明 。 为 与 程序 
21.6 一致， 我 们 给 出 最 长 路 径 的 证 明 过 程 。 对 循环 变量 i 使 用 归纳 法 证 明 。 对 于 已 经 处 理 的 
所 有 顶点 vz = ts[j],， 且 j< i wi[v] 是 从 一 个 源 点 到 vw 的 最 长 路 径 长 度 。 在 2 = tsLij 时 ， 
令 1 是 从 源 点 到 vw 的 任何 路 径 上 在 vv 之 前 的 顶点 。 因 为 ts 数组 中 的 顶点 是 按照 逆 拓 扑 有 序 的 
顺序 ，: 必定 已 经 被 处 理 过 。 由 归纳 假设 ，wt[t] 是 到 :的 最 长 路 径 的 长 度 ， 且 代码 中 的 松 
弛 步 检 查 该 路 径 是 否 给 出 通过 1 到 vw 的 一 条 更 长 的 路 径 。 归 纳 假设 还 蕴含 着 当 处 理 v 时 ， 按 
照 这 种 方式 检查 到 wv 的 所 有 路 径 。 图 
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图 21-15 计算 无 环 网 中 的 最 长 路 径 

在 这 个 网 中 ， 每 条 边 都 关联 一 个 顶点 的 权 值 ， 该 边 由 此 顶点 发 出 。 在 左上 图 列 出 。 汇 点 有 一 条 边 指 向 虚拟 顶点 
10， 未 在 图 中 显示 。wt 数组 含有 从 某 个 源 点 到 每 个 顶点 的 已 知 最 长 路 径 的 长 度 ，st 数组 含有 这 条 最 长 路 径 上 的 前 一 个 
顶点 。 此 图 展示 了 程序 21.6 的 操作 过 程 。 使 用 FIFO 原则 从 源 点 中 进行 选择 (每 个 图 中 有 阴影 的 顶点 ) ， 然 而 在 每 一 
步 中 每 个 源 点 都 可 能 被 选 。 通 过 删除 0 开始 ， 并 检查 它 的 每 条 依附 边 ， 找 出 到 达 1、7 和 9 且 仅 有 一 条 边 的 路 径 长 度 为 
0.41。 接 下 来 ， 删除 $5， 并 记录 从 5 到 10 的 含 一 条 边 的 路 径 (左边 自 上 第 2 个 图 )。 然 后 ， 人 删除 9， 并 记录 长 度 为 
0. 70 的 路 径 0-9-4 和 0-9-6 (左边 自 上 第 3 个 图 )。 按 照 这 种 方式 继续 ， 并 在 找到 更 长 的 路 径 时 修改 数组 。 倒 如 ， 删 除 
7 (左边 自 下 第 2 个 图 ) ， 记 录 到 达 8 和 3 的 路 径 长 度 0.73; 然后 ， 删 除 6， 记 录 到 达 8 和 3 的 更 长 的 路 径 【〈 长 度 为 
0.91) (右上 图 )。 计 算 的 关键 是 找 出 到 虚拟 结 点 10 的 最 长 路 径 。 在 这 种 情况 下 ， 路 径 是 0-9-6-8-2， 其 长 度 为 1.73。 
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此 性 质 非 常 重要 ， 因 为 由 此 可 知 处 理 无 环 网 要 比 处 理 有 环 网 容易 得 多 。 对 于 最 短路 径 ， 
源 -队列 法 比 Dijkstra 算法 快 一 个 因子 ,. 此 因子 与 Dijkstra 算法 中 优先 队列 操作 的 开销 成 正 
比 。 对 于 最 长 路 径 ， 我 们 有 无 环 网 的 线性 时 间 算 法 ， 而 对 于 一 般 网 却 是 一 个 难 解 问题 。 此 
外 ， 负 权 值 不 会 带 来 特殊 的 困难 ， 但 是 对 于 一 般 网 的 算法 ， 它 们 则 带 来 了 不 可 逾越 的 障碍 ， 
如 21.7 节 所 述 。 

以 上 所 述 方法 仪 依赖 于 以 下 事实 ， 即 我 们 以 拓扑 排序 的 顺序 来 处 理 顶 点 。 因 此 ， 任何 拓 
扑 排 序 算法 都 可 以 被 改编 用 于 求解 最 短路 径 问 题 和 最 长 路 径 问 题 以 及 其 他 此 类 的 问题 ( 例 
如 ， 见 练习 21.56 和 练习 21. 62 ) 。 

由 第 19 章 可 知 ，DAG 抽象 是 在 许多 应 用 中 出 现 的 一 般 抽 象 。 例 如 ， 可 以 在 21.6 节 看 到 
一 个 应 用 ， 看 似 与 网 无 关 ， 但 是 可 直接 使 用 程序 21.7 解决 。 

接 下 来 ， 我 们 转 到 无 环 网 的 所 有 对 最 短路 径 问 题 。 正 如 在 19.3 中 那样 ， 用 于 求解 此 问 
题 的 一 种 方法 是 对 每 个 顶点 运行 单 源 点 算法 ( 见 练习 21. 63 ) 。 这 里 考虑 具有 同样 效果 的 一 
种 方法 是 使 用 带 有 动态 规划 的 单个 DFS， 这 类 似 于 19.5 节 中 的 计算 传递 闭 包 ( 见 程序 
19.9) 所 采用 的 做 法 。 如 果 按 照 道 拓扑 排序 的 顺序 考虑 项 点， 那么 从 每 个 邻接 顶点 的 最 短 
路 径 回 量 ， 可 以 得 到 每 个 顶点 的 最 短路 径 向 量 ， 只 需 在 松弛 步 中 简单 使 用 每 条 边 。 

程序 21.7 是 按照 这 些 原 则 得 到 的 一 个 实现 。 此 程序 在 一 个 示例 加 权 DAG 上 的 操作 如 图 
21-16 所 示 。 除 了 推广 加 人 了 松弛 ， 这 个 计算 与 针对 DAG 的 传递 闭 包 计算 还 有 一 个 重要 的 区 
别 : 在 程序 19.9 中 ， 我 们 选择 忽略 DFS 树 中 的 下 边 ， 因 为 它们 没有 提供 可 达 性 的 新 的 信息 ; 
然而 ， 在 程序 21.7 中 ， 我 们 需要 考虑 所 有 边 ， 因 为 任何 边 都 可 能 导致 一 条 更 短 的 路 径 。 

性 质 21. 10 ”可 以 在 与 WE 成 正比 的 时 间 内 使 用 单个 DFS 求解 无 环 网 中 的 所 有 对 最 短路 
径 问 题 。 

证 明 ”由 对 每 个 顶点 使 用 单 源 点 最 短路 径 问 题 的 策略 直接 可 得 这 一 点 ( 见 练 习 21. 65 ) 。 
我 们 也 可 以 由 程序 21.7 用 归纳 法 来 证 明 。 在 对 顶点 "做 递归 调用 之 后 ， 就 知道 已 经 计算 出 
了 > 的 邻接 表 中 每 个 顶点 的 所 有 最 短路 径 ， 因 此 可 以 通过 检查 ”的 每 条 边 来 找 出 从 ”到 每 个 
顶点 的 最 短路 径 。 对 于 每 条 边 要 做 了 次 松 凶 ， 总 共有 VE 个 松弛 步 。 图 





程序 21.6 无 环 网 中 的 最 长 路 径 


要 找 出 无 环 网 中 的 最 长 路 径 ， 可 以 按照 拓扑 排序 的 顺序 来 考虑 项 点 ， 通 过 对 每 条 边 进行 
松弛 ， 将 到 每 个 顶点 的 已 知 最 长 路 径 的 权 值 保 存在 顶点 索引 的 数组 wt 中 。 此 程序 还 计算 出 
从 一 个 源 点 到 每 个 顶点 的 最 长 路 径 的 生成 森林 ， 放 在 顶点 索引 的 数组 st 中 。 


static int ts [maxV] ; 
void GRAPHLIPt(Graph G, int s, int st[], double wt []) 
{ int i, v, w; link 七 ; 
GRAPHts (G, ts); 
for (v = ts[i = 0]; i < G->V; v = ts[i++]) 
for (t = G->adj[v]; t != NULL; t = t->next) 
if (wt[w = t->v] < WE[v] + t~->wt) 
{ st[w] = vi wtfw] = wt[lv] + t->wt; } 
} 


因此 ， 对 于 无 环 网 ， 逆 拓扑 排序 使 我 们 可 以 避免 Dijkstra 算法 中 优先 队列 的 开销 。 类 似 
Floyd 算法 ， 程 序 21.7 所 求解 的 问题 比 Dijkstra 算法 求解 的 问题 更 具 一 般 性 ， 因 为 不 像 Dijk- 
stra 算法 ( 见 21.7 节 ) ， 该 算法 即使 对 于 出 现 负 边 权 值 的 情况 也 能 处 理 ， 如 果 在 无 环 网 中 使 
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所 有 权 值 为 负 ， 运 行 此 算法 ， 那 么 它 找 出 所 有 最 长 路 径 。 如 图 21-17 所 示 。 或 者 ， 在 松弛 算 
法 中 ， 将 不 等 式 检查 反 向 ， 可 以 找 出 最 长 路 径 ， 如 程序 21.6。 
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图 21-16 无 环 网 中 的 最 短路 径 

此 图 描述 了 一 个 示例 加 权 DAG (左上 图 ) 的 所 有 对 最 短 距离 的 计算 ( 右 下 图 )， 计算 每 一 行 作为 递归 DFS 函数 中 
的 最 后 一 个 操作 。 由 邻接 顶点 的 相应 行 来 计算 出 这 一 行 ， 这 些 行 出 现在 表 的 前 面 ， 因 为 是 按照 北 拓 扑 顺 序 来 计算 每 一 
行 的 《左下 围 显示 了 后 序 遍历 此 DFS 树 ) 。 右 上 图 中 的 数组 显示 了 接 计 算 的 顺序 所 得 出 的 婚 阵 的 行 。 例 如 ， 要 计算 对 
应 于 0 的 行 中 的 元 素 ， 在 对 应 于 1 的 相应 行 的 元 素 增 加 0.41 (采用 0-1 之后， 得 到 从 0 到 该 顶点 的 距离 )， 然 后 在 对 
应 于 3 的 相应 行 的 元 素 增 加 0.45 (采用 0-3 之 后 ,得 到 从 0 到 该 顶点 的 距离 )， 并 采用 这 两 者 中 的 较 小 者 。 这 里 的 计 
算 与 DAG 传递 闭 包 的 计算 基本 相同 (例如 ， 见 图 19-23)。 这 两 者 最 大 的 区 别 是 传递 闭 包 算法 可 能 忽略 下 边 ( 此 例 中 
为 1-2)， 因 为 它们 走 到 已 知 可 达 的 顶点 ,而 最 短路 径 算法 必须 检查 关联 下 边 的 路 径 要 比 已 知 路 径 更 短 。 如 果 要 忽略 此 
例 中 的 1-2， 就 会 找 不 到 最 短路 径 0-1-2 和 1-2。 
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图 21-17 无 环 网 中 的 所 有 最 长 路 径 
计算 无 环 网 中 所 有 最 长 路 径 的 方法 即使 对 于 负 反 值 也 能 处 理 。 因 此 ， 可 以 使 用 此 方法 来 计算 最 长 路 径 ， 只 需 先 简 
单 对 所 有 权 值 取 负 ， 类 似 图 21-16 中 对 于 网 的 描述 。 最 长 简单 路 径 是 0-1-5-4-2-3， 权 值 为 1.73。 


程序 21.7 无 环 网 中 的 所 有 最 短路 径 


GRAPHspALL 的 针对 加 权 DAG 的 实现 是 通过 在 程序 19. 10 的 基于 动态 规划 的 传递 闭 包 
虹 数 中 增加 合适 的 松弛 操作 得 到 的 。 


void SPdfsR(Graph G，int s) 
{ link u; int i, t; double wt; 
int **p = G~>path; double **d = G->dist,; 
for (ua = G->adj[s]; 1 != NULL; Du = u->next) 
{ 
t = U~>Vi wt = ->Wt 
if (dlsj[t] > wt) 
{ d[lsj[t] = wt; p[ls]j{t}] = t; } 
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if (d[tij[t] == maxWT) SPdfsR(G, t). 
for (i = 0; i < G->V,; i++) 
if (Cd[tj [i] < maxWT) 
if (dls][i] > wt+d[t] [i]) 
{ dls]j [i] = wt+dlt] [i]; p[lsj[i] = t; } 
} 
} 
void GRAPHspALL (Graph G) 
{ int v; 
G->dist = MATRIXdouble(G->V, G->V, maxWT): 
G->path = MATRIXint (G->V, G->V, G->V): 
for (v = 0; v < G->V; v++) 
if (G->dist[v] [v] == maxWT) SPdfsR(G, v); 
} 





在 本 节 开 始 提 到 的 找 出 无 环 网 中 最 短路 径 的 其 他 算法 对 第 19 章 中 的 方法 做 了 推广 , 方 
法 类 似 于 本 章 所 考察 的 其 他 算法 。 开 发 它们 的 一 个 实现 对 于 巩固 理解 DAG 和 最 短路 径 是 一 
件 很 有 意义 的 工作 ( 见 练习 21.62 ~21.65)。 所 有 这 些 方法 在 最 坏 情况 下 的 运行 时 间 都 与 
VE 成 正比 ， 而 实际 的 开销 取决 于 DAG 的 结构 。 原 则 上 说 ， 对 于 某 些 稀 朴 加 权 DAG， 还 可 以 
做 得 更 好 见 练习 19. 119 ) 。 
练习 

>21.54 给 出 练习 21.1 中 和 定义 的 网 的 多 源 点 最 短路 径 问 题 和 多 源 点 最 长 路 径 问 题 的 解决 方 
案 ， 其 中 将 边 2-3 和 1-0 反 向 。 

> 21.55 修改 程序 21.6， 使 其 可 以 求解 无 环 网 的 多 源 点 最 短路 径 问 题 。 

> 21.56 给 出 CRAPHlpt 的 一 种 实现 ， 由 程序 19. 8 的 基于 源 点 队列 的 拓扑 排序 代码 导出 ， 对 
于 每 个 顶点 要 求 将 此 顶点 从 此 源 点 队列 中 删除 后 执行 松弛 操作 。 

021.57 为 松弛 操作 定义 一 个 ADT， 提供 其 实现 。 并 使 用 你 的 ADT 修改 程序 21.6， 使 得 只 
要 改变 松弛 实现 ， 就 可 以 使 用 程序 21.6 求解 多 源 点 最 短路 径 问 题 、 多 源 点 最 长 路 径 问 题 以 
及 其 他 问题 。 

21. 58 ”使 用 练习 21. 57 的 通用 实现 来 实现 ADT 操作 ， 它 们 可 返回 从 任何 源 点 到 DAG 中 任 
何其 他 顶点 的 最 长 路 径 长 度 、 此 路 径 的 最 短路 径 长 度 以 及 经 由 路 径 可 达 (长 度 落 入 一 个 给 
定 范 围 内 ) 的 顶点 数目 的 。 

e21.59 定义 松弛 的 性 质 ， 从 而 可 以 修改 性 质 21.9 的 证 明 ， 以 应 用 程序 21.6 的 一 个 抽象 版 
本 。( 类 似 练习 21.57 中 所 描述 的 版 本 ) 。 

>21. 60 ”按照 图 21-16 的 风格 ， 显 示 使 用 程序 21.7 计算 练习 21. 54 中 定义 的 网 的 所 有 对 最 短 
路 径 和 矩阵 的 结果 。 

021.61 给 出 程序 21.7 所 访问 的 边 权 值 数 目的 一 个 上 界 。 并 将 其 作为 网 的 基本 结构 性 质 的 
一 个 函数 。 编 写 一 个 程序 来 计算 此 困 数 ， 对 于 各 种 类 型 的 无 环 网 (在 第 19 章 中 的 模型 中 适 
当 增 加 权 值 ) ， 使 用 此 天 数 估计 VE 界 的 精确 度 。 

co21. 62 编写 一 个 基于 DFS 的 求解 无 环 网 的 多 源 点 最 短路 径 问 题 的 解决 方案 。 你 的 解决 方案 
能 正确 处 理 负 边 权 值 的 情况 吗 ? 解释 你 的 回答 。 

> 21. 63 扩展 练习 21. 62 的 解决 方案 ， 为 无 环 网 提供 所 有 对 最 短路 径 ADT 接口 的 2R 玫 
与 VE 成 正比 的 时 间 内 构建 所 有 路 径 数 组 和 所 有 距离 数组 。 
21. 64 按照 图 21-9 的 风格 ， 显 示 使 用 练习 21. 63 的 基于 DFS 的 方法 来 计算 练习 21394。 
定义 的 网 的 所 有 对 最 短路 径 的 结果 。 bb 
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> 21.65 修改 程序 21.6， 使 其 能 够 求解 无 环 网 中 单 源 点 最 短路 径 问 题 ， 然 后 使 用 它 来 开发 无 
环 网 的 所 有 对 最 短路 径 ADT 接口 的 一 个 实现 ， 此 接口 在 与 全 成 正比 的 时 间 内 构建 所 有 路 径 
数组 和 所 有 距离 数组 。 

021.66 对 于 所 有 对 最 短路 径 ADT 的 基于 DFS (练习 21. 63) 的 实现 和 基于 拓扑 排序 (练习 
21. 65 ) 的 实现 ， 处理 练习 21. 61。 对 于 这 三 种 方法 的 开销 比较 ， 可 得 出 什么 结论 ? 

21. 67 进行 实验 研究 ， 按 照 图 20-2 的 风格 ， 对 于 各 种 类 型 的 无 环 网 (在 第 19 章 中 的 模型 
中 适当 增加 权 值 ) ， 对 本 节 描 述 的 所 有 对 最 短路 径 问 题 的 3 个 程序 ( 见 程序 21.7 、 练 习 
21. 63 和 练习 21. 65) 进行 比较 。 


21.5 欧 几 里 得 网 


在 用 网 来 对 地 图 建 模 的 应 用 中 ， 主 要 兴趣 是 找 出 从 一 个 位 置 到 另 一 个 位 置 的 最 佳 路 线 。 在 
这 一 万 里 ,我们 考察 此 问题 的 一 种 策略 : 欧 几 里 得 网 《Euclidean network ) 中 源 点 - 汇 点 最 短 
路 径 问 题 的 一 种 快速 算法 ， 这 种 网 的 顶点 是 平面 上 的 点 ， 边 权 值 定义 为 这 些 点 之 间 的 几何 距离 。 

这 些 网 满足 一 般 边 权 值 不 必 满 足 的 两 个 重要 性 质 。 第 一 ， 距 离 满足 三 角 不 等 式 : 从 s 到 4 
的 距离 不 大 于 从 ， 到 x 的 距离 加 上 从 x 到 d 的 距离 。 第 二 ， 顶 点 位 置 给 出 了 路 径 长 度 的 一 个 下 
界 。 不 存在 从 s 到 d 的 路 径 会 比 从 : 到 4 的 距离 更 短 。 本 节 所 考察 的 源 点 - 汇 点 最 短路 径 问题 
的 算法 就 利用 这 两 个 性 质 来 提高 性 能 。 z 

欧 几 里 得 网 常常 还 是 对 称 的 (summetric) : 在 两 个 方向 上 都 有 边 。 在 本 章 已 开始 提 到 过 ， 
如 果 将 无 向 加 权 欧 几 里 得 图 ( 见 20.7 节 ) 的 邻接 矩阵 或 邻接 表 解 释 为 一 个 加 权 有 向 图 〈 网 )， 
那么 就 会 出 现 这 种 网 。 在 画 出 一 个 无 向 欧 几 里 得 网 时 ， 我 们 假设 有 此 解释 以 避免 绘图 时 出 现 过 
多 箭头 的 混乱 情况 。 

基本 思路 很 简单 :优先 级 优先 搜索 为 我 们 提供 了 搜索 图 中 路 径 的 一 种 一 般 机 制 。 使 用 Di 
jkstra 算法 ， 按 照 与 起 始 顶 点 距离 的 远近 顺序 来 检查 路 径 。 这 一 顺序 可 以 保证 在 达到 汇 点 时 ， 
就 已 经 检查 了 图 中 所 有 的 更 短路 径 ， 其 中 无 一 能 够 达到 汇 点 。 但 在 欧 几 里 得 图 中 ， 还 有 另外 的 
信息 : 如 果 正 在 查找 一 条 从 源 点 s 到 汇 点 d 的 路 径 ， 并 且 遇 
到 第 三 个 顶点 v， 那 么 就 知道 不 仅 要 取 已 经 找到 的 从 * 到 ， 
的 路 径 ， 而 且 要 从 vw 访问 到 d， 最 好 的 做 法 是 首先 取 边 v-w， 
然后 找 出 一 条 长 度 为 从 w 到 d 的 直线 距离 的 路 径 ( 见 图 
21-18)。 使 用 优先 级 优先 搜索 ，. 可 以 很 容易 将 这 一 额外 的 信 
息 考虑 进来 ， 以 提高 算法 的 性 能 。 我 们 使 用 标准 算法 ， 但 使 
用 以 下 三 个 量 的 和 作为 每 条 边 ww 的 优先 级 : 从 * 到 ，* 的 已 
知 路 径 长 度 ， 边 v-w 的 权 值 ， 以 及 从 w 到 :的 距离 。 如 果 总 jn 
是 选择 此 数 最 小 的 边 ， 那 么 ， 当 到 达 + 时， 仍然 可 以 确保 图 人 
中 不 存在 从 s 到 :的 更 短 的 路 径 。 此 外 ， 在 典型 网 中 ， 要 得 。 短 距离 时 ， 可 将 到 目的 点 的 距离 考虑 


| 这 个 结论 ， 相 允 Dijkstra 算法 ， 我 们 上 工作 要 ”在 松弛 操作 中 。 这 此 例 中 ， 我 们 可 以 
到 这 下 结论， 相对 于 使 用 Dijkstra 算法 ， 我 们 所 做 的 工作 得 出 奸 和 人 到 克 且 作答 放 上 
少 得 多 。 w 不 会 导致 比 已 经 找到 的 从 8s 到 4 的 路 

为 了 实现 这 种 方法 ， 我 们 使 用 了 Dijkstra 算法 的 一 个 标 径 更 短 的 路 径 ， 因 为 任何 这 种 路 径 的 
准 PFS 实现 (程序 21. 1， 这 是 因为 欧 几 里 得 图 常常 是 稀疏 长度 至 少 为 从 s 到 v 的 路 径 长 度 ， 加 上 


V- 雪 的 长 度 ， 加 上 从 包 到 d 的 直线 距 
的 ， 也 可 参见 练习 21. 73)， 其 中 有 两 个 改变 ; 第 一 ， 在 搜 ”元 ,这 要 比 已 知 的 从 。 到 过 的 路 径 长 度 


索 的 开始 不 是 将 wt[s] 初始 化 为 0.0， 而 是 将 它 设置 为 距离 更 长 。 这 样 检查 可 以 大 大 减少 必须 考 
量 dist(s, d) ， 其 中 dist 是 一 个 返回 两 个 顶点 间距 离 的 函数 。 。 符 的 路 径 教 日。 
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第 二 ， 将 优先 级 了 定义 为 如 下 函数 


(wt[v] + t->wt + dist(t->v, d) ~ dist(v, d)) 


而 非 程序 21. 1 中 所 使 用 的 函数 (wt[v] + t->wt)。 这 些 变化 我 们 称 之 为 欧 几 里 得 启发 式 搜 
索 (Euclidean heuristic) 维持 了 以 下 不 变 式 ， 且 对 对 每 个 顶点 vw， 量 wtl vj] 一 dist(v, d) 是 网 
中 从 s 到 ”的 最 短路 径 长 度 〈 因 而 ，wt[ v] 也 是 从 s 到 vd 且 通 过 4 的 最 短 可 能 路 径 长 度 的 下 
界 ) 。 我 们 将 边 权 值 (到 +->v 的 距离 ) 再 加 上 从 t->v 到 汇 点 d 的 距离 增加 到 此 量 中 来 计算 
wt[ t—>v|。 

性 质 21. 11 带 有 了 欧 几 里 得 启发 式 搜索 的 优先 级 优先 搜索 可 以 解决 欧 几 里 得 图 中 源 点 - 
汇 点 最 短路 径 问 题 。 

证 明 ”应 用 性 质 21.2 的 证 明 : 在 将 一 个 顶点 x 增加 到 树 中 时 ， 从 x 到 d 的 距离 会 增加 
到 优先 级 中 ， 这 并 不 影响 到 以 下 结论 ， 即 从 s 到 % 的 树 
路 径 是 图 中 从 s 到 *% 的 一 条 最 短路 径 ， 因 为 同一 个 量 被 
增加 到 所 有 到 x 的 路 径 上 。 当 d 增加 到 树 中 时 ， 我 们 知 
道 不 存在 其 他 从 * 到 d 的 路 径 会 比 树 路 径 更 短 ， 因 为 任 
何 这 样 的 路 径 必定 包含 一 条 树 路 径 后 跟着 到 达 不 在 此 树 
中 的 菜 个 顶点 w 的 一 条 边 ， 再 跟着 一 条 从 w 到 d 的 路 径 A 
(其 长 度 不 会 比 从 w 到 d 的 距离 更 短 ); 而 且 ， 由 构造 过 ~ 
程 ， 我们 知道 从 ， 到 w 的 路 径 长 度 加 上 从 w 到 4 的 距离 
不 会 小 于 从 s 到 4 的 树 路 径 的 长 度 。 硬 

在 21.6 节 中 ， 我 们 讨论 实现 欧 几 里 得 启发 式 搜索 的 
另 一 种 简单 方法 。 第 一 ， 对 图 进行 一 边 扫 描 以 改变 每 条 
边 的 权 值 : 对 于 每 条 边 ww， 增加 量 dist(w, d) - dist(v， 
d) 。 然 后 ， 运 行 标准 最 短路 径 算法 ,在 s 开始 (同时 将 
wt[s] 初始 化 为 dist(s, d) ) 并 在 到 达 d 时 终止 。 这 种 
方法 在 计算 上 等 价 于 我 们 已 经 描述 的 方法 (基本 上 动态 
地 计算 同样 的 权 值 ) ， 而 且 是 一 个 基本 操作 的 特例 ， 此 
操作 称 为 对 网 进行 重新 加 权 (reweighting)。 重 新 加 权 在 
解决 有 负 权 值 的 最 短路 径 问 题 中 起 着 关键 的 作用 ; 我 们 
将 在 21. 6 节 详 细 讨 论 这 种 方法 。 

欧 几 里 得 启发 式 搜索 会 影响 到 Dijkstra 算法 对 于 源 
点 - 汇 点 最 短路 径 计算 的 性 能 , 但 对 其 正确 性 没有 影 
响 。 如 同 在 性 质 21. 2 中 所 讨论 的 ， 使 用 标准 算法 来 解决 
源 点 - 汇 点 问题 相当 于 构建 一 个 SPT， 其 中 包含 了 较 之 
汇 点 4 距 起 始点 更 近 的 所 有 顶点 。 利 用 欧 几 里 得 启发 式 
搜索 SPT 只 包含 某 些 顶点 ， 从 ， 到 这 些 顶 点 的 路 径 加 上 
到 q 的 距离 小 于 从 * 到 d 的 最 短路 径 的 长 度 。 对 于 很 多 ”图 21.19 欧 几 里 得 图 中 的 最 短路 径 
应 用 ， 我 们 期 望 这 棵 树 非 常 小 ， 因 为 启发 式 搜索 会 剪 掉 站 
大 量 的 长 路 径 。 具 体 的 节省 依赖 于 图 的 结构 和 顶点 的 几 ”时 ,可 将 搜索 限制 到 路 径 周 围 的 一 个 相 
何 位 置 。 图 21-19 显示 了 欧 几 里 得 启发 式 搜索 在 示例 图 。 区 小 的 补 图 范围 内 的 顶点， 加以 上 > 个 


i 、 例子 所 示 ， 在 此 显示 了 图 21-12 中 示例 
上 的 操作 过 程 ， 其 中 的 节省 是 巨大 的 。 将 这 种 方法 称 为 的 SPT 子 树 。 
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局 发 式 搜 索 ， 是 因为 此 方法 不 能 保证 一 定 会 带 来 节省 : 也 可 能 会 有 这 种 情况 ， 从 源 点 到 汇 点 
的 唯一 路 径 是 一 条 长 的 路 径 ， 在 回 到 汇 点 之 前 ， 在 距 源 点 很 远 的 地 方 温 游 ( 见 练习 21. 80) 。 

图 21-20 说 明了 欧 几 里 得 启发 式 搜索 所 描述 
的 直观 性 的 基本 几何 性 质 : 如 果 从 ;到 4 的 最 短 
路 径 长 度 为 z， 那 么 算法 所 检查 的 顶点 大 致 落 入 
点 % 的 位 置 所 定义 的 椭圆 内 ， 其 中 从 s 到 >x 的 距 
离 提 加 上 从 x 到 4 的 距离 等 于 z。 对 于 典型 的 欧 
几 里 得 图 ， 可 以 预期 此 椭圆 内 的 顶点 数 远 小 于 以 © > 
源 点 为 中 心 的 半径 为 z 的 圆 内 的 顶点 数 (而 这 些 
顶点 是 Dijkstra 算法 所 要 检查 的 )。 

对 于 节省 量 的 精确 分 析 是 一 件 困 难 的 分 析 问 
题 ， 而 且 既 取决 于 随机 顶点 集 的 模型 ， 还 取决 于 
随机 图 的 模型 。 对 于 典型 的 情况 ， 如 果 标 准 算法 图 21-20 欧 几 里 得 启发 式 搜索 的 开销 界限 
在 计算 一 条 源 点 - 汇 点 最 短路 径 时 检查 了 碟 个 顶 当 我 们 朝 着 目的 顶点 搜索 最 短路 径 时 ， 可 将 
点 ， 屠 么 可 以 期 训 朋 几时 得 启发 搜索 会 将 开销 区 于 刘 有 人 人 和 
降 至 与 VX 成 正比 ， 这 样 对 于 稠密 图 ， 就 会 得 到 有 圆 进 行 比较 。 此 圆 的 半径 以 及 椭圆 的 形状 由 最 短 
与 了 成 正比 的 期 望 运行 时 间 ， 而 对 于 稀 朴 图 ,期 路径 的 长 度 决定 。 

望 运行 时 间 则 与 VY 成 正比 。 这 个 示例 说 明了 ， 开 发 一 个 合适 的 模型 或 者 分 析 相 关 算 法 的 难 
度 不 应 阻碍 我 们 利用 在 很 多 应 用 中 可 用 的 大 量 节 省 ， 特 别 是 在 实现 很 简单 的 情况 下 (只 需 
要 为 优先 级 增加 一 项 ) 更 可 充分 利用 。 

如 果 函 数 可 给 出 从 每 个 顶点 到 4d 的 距离 的 一 个 下 界 ， 性 质 21. 11 的 证 明 就 适用 于 任何 
(any) 这 样 的 函数 。 是 否 可 能 存在 其 他 函数 也 能 使 算法 所 检查 的 顶点 数 比 欧 几 里 得 启发 式 
搜索 更 少 呢 ? 这 个 问题 已 经 在 一 般 环 境 中 作 了 研究 ， 可 适用 于 大 量 的 组 合 搜索 算法 。 实 际 
上 ， 欧 几 里 得 局 发 式 搜索 是 一 种 称 为 A * ( 读 作 “ay-star”) 算法 的 特例 。 此 理论 说 明 ， 使 
用 最 佳 可 用 的 下 界 函 数 是 最 优 的 〈optimal); 换 一 种 说 法 ， 界限 函数 越 好 ， 搜 索 就 越 高 效 。 
在 这 种 情况 下 , 由 A* 的 最 优 性 可 知 ， 较 之 于 Dijkstra 算法 (为 下 界 为 0 的 A* 算 法 ) 所 检 
查 的 项 点， 欧 几 里 得 启发 式 搜 索 所 检查 的 点 不 会 更 多 。 上 述 分 析 结 果 对 于 特定 的 随机 网 模型 
给 出 了 更 为 准确 的 信息 。 

我 们 还 可 以 利用 欧 几 里 得 网 的 性 质 帮助 构建 抽象 最 短路 径 ADT 的 高 效 实现 ， 相 对 于 一 
般 网 可 以 在 更 有 效 地 对 时 间 和 空间 加 以 权衡 ( 见 练习 21. 48 ~21. 50)。 这 些 算 法 在 诸如 地 图 
处 理 等 应 用 中 非常 重要 ， 在 这 些 应 用 中 ， 网 常常 都 是 巨型 而 稀疏 的 。 例 如 ， 对 于 一 个 有 数 百 
万 条 道路 的 地 图 ， 假 设 希 望 开发 一 个 基于 最 短路 径 的 导航 系统 。 我 们 也 许可 以 将 地 图 本 身 存 
储 在 一 个 小 的 机 载 计 算 机 上 ， 然 而 ， 点 离 符 阵 和 路 径 和 矩阵 会 很 大 ， 以 至 于 无 法 保存 ( 见 练 
习 21. 39 和 练习 21.40); 因此 ，21.3 节 的 所 有 对 最 短路 径 算法 就 是 无 效 的 。Dijkstra 算法 对 
于 大 型 地 图 也 可 能 无 法 提供 足够 短 的 响应 时 间 。 练 习 21.77 ~21.78 探索 了 有 关 策 略 ， 可 以 
投入 一 些 合理 的 预 处 理 时 间 和 空间 ， 从 而 为 源 点 - 汇 点 最 短路 径 查 询 提 供 快速 响应 。 
练习 
e21.68 ” 找 出 一 个 在 线 大 型 欧 几 里 得 图 ， 可 以 是 一 个 包含 位 置 表 以 及 它们 之 间距 离 的 地 图 ， 
也 可 以 是 有 成 本 的 电话 连接 ， 或 航班 线路 和 费用 。 
21. 69 ”使 用 练习 17. 13 ~ 17. 15 中 所 描述 的 策略 ， 编 写 一 个 将 按照 VY x VV 排列 的 顶点 连接 


200 之 五 部 分 图 掌 法 


起 来 ， 产 生 随 机 欧 几 里 得 图 的 程序 。 

> 21.70 显示 欧 几 里 得 启发 式 搜索 所 计算 的 部 分 SPT 与 初始 化 wi[s] 的 值 无 关 。 解 释 如 何 由 
初始 值 计算 最 短路 径 长 度 。 

> 21.71 按照 图 21-10 的 风格 ， 显 示 使 用 欧 几 里 得 启发 式 搜 索 来 计算 练习 21. 1 中 所 定义 的 网 
中 从 0 到 6 的 一 条 最 短路 径 。 

221.72 对 于 每 对 顶点 ， 如 果 在 欧 几 里 得 启发 式 搜索 中 所 使 用 的 函数 dist (s, 1) 返回 从 * 到 
i 的 实际 最 短路 径 长 度 ， 描 述 会 发 生 什么 情况 ? 

21.73 基于 邻接 矩阵 网 ADT 和 Dijkstra 算法 实现 (程序 20.3， 及 一 个 合适 的 优先 级 函数 ) ， 
为 稠密 欧 几 里 得 图 中 的 最 短路 径 开 发 一 个 最 短路 径 ADT 实现 。 

21.74 进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 欧 几 里 得 网 ( 见 练习 21.8、21. 68 、21. 69 和 
21.80) ， 测 试 欧 几 里 得 启发 式 搜索 的 有 效 性 。 对 于 每 个 图 ， 生 成 V10 对 随机 顶点 ， 并 打印 
一 个 表 ， 显 示 顶 点 之 间 的 平均 距离 、 顶 点 之 间 最 短路 径 的 平均 长 度 、 欧 几 里 得 启发 式 算法 所 
检查 的 项 点 数 与 Dijkstra 算法 所 检查 的 顶点 数 的 平均 比率 ， 以 及 与 欧 几 里 得 启发 式 搜索 相关 
的 椭圆 区 域 与 Dijkstra 算法 相关 的 圆 形 区 域 的 平均 比率 。 

21.75 基于 练习 21. 35 中 所 描述 的 双向 搜索 ， 开 发 欧 几 里 得 图 的 源 点 - 汇 点 最 短路 径 问 题 
的 一 种 实现 。 

521.76 针对 源 点 - 汇 点 问题 ， 对 于 Dijkstra 算法 所 产生 的 SPT 中 的 顶点 数 与 练习 21.75 中 
所 摘 述 的 两 路 版 本 所 产生 SPT 中 的 顶点 数 ， 使 用 几何 解释 估计 它们 之 间 的 比率 。 

21.77 开发 欧 几 里 得 图 的 最 短路 径 的 一 个 ADT 实现 ， 执 行 如 下 预 处 理 步 : 将 图 的 区 域 分 成 
玉 x 开 的 网 格 ， 然 后 使 用 Floyd 所 有 对 最 短路 径 算法 来 计算 更? x 歼 : 数 组 ， 其 中 守 行 、1) 列 包 
含 连 接 方 格 i 中 任意 顶点 和 方 格 7 中 任意 项 点 的 最 短路 径 的 长 度 。 然 后 ， 使 用 这 些 最 短路 径 
长 度 作 为 下 界 来 改进 欧 几 里 得 启发 式 搜索 。 用 不 同 的 值 WW 来 进行 实验 ， 使 得 每 个 方 格 中 的 
期 望 顶 点 数 为 一 个 小 的 常量 。 

21.78 ”组合 练习 21.57 和 练习 21.77 中 的 思想 ， 开 发 欧 几 里 得 图 的 所 有 对 最 短路 径 的 一 
个 实现 。 

21. 79 进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 欧 几 里 得 网 ( 见 练 习 21.8、21.68、21.69 和 21.80)， 比 
较 练习 21.75 ~21.78 中 所 描述 的 启发 式 搜索 的 有 效 性 。 

21. 80 扩展 你 的 实验 ,使 其 包含 如 下 欧 几 里 得 图 : 该 图 由 删除 位 于 中 心 、 半 径 为 > 的 圆 中 
的 所 有 顶点 和 边 而 得 到 ,r+r = 0.1、0.2 和 0.3。( 这 些 图 为 欧 几 里 得 启发 式 搜 索 提 供 了 严格 
测试 。) 

21. 81 对 于 平面 上 的 和 N 个 点 以 及 一 些 边 ( 将 相互 距离 为 d 之 内 的 相连 接 ) 所 定义 的 隐 式 欧 
几 里 得 图 ， 对 其 网 ADT 实现 给 出 一 个 直接 的 Floyd 算法 实现 。 不 要 显 式 地 表示 图 ; 对 于 给 定 
的 两 个 顶点 ， 计 算 它 们 的 距离 来 确定 一 条 边 是 否 存在 ， 如 果 边 存在 ， 其 长 度 是 多 少 。 

21. 82 对 于 练习 21. 81 中 所 描述 的 情况 开发 一 个 实现 ， 构 建 近 邻 图 ， 然 后 对 于 每 个 顶点 使 
用 Dijkstra 算法 〈( 见 程序 21. 1) 。 

21. 83 ”进行 实验 研究 ， 比 较 练 习 21.81 和 21. 82 中 的 算法 所 需 的 时 间 和 空间 ，d = 0.1、 
0.2、0.3 和 0.4。 

® 21.84 编写 一 个 客户 程序 动态 地 演示 欧 几 里 得 启发 式 搜 索 的 过 程 。 你 的 程序 应 该 产生 类 
似 图 21-19 那样 的 图 像 ( 见 练习 21.38)。 对 于 各 种 欧 几 里 得 网 ( 见 练习 21.8、21. 68、 
21. 69 和 21. 80) 测试 你 的 程序 。 


锣 21 莫 咽 直 器 和 痉 20] 





21.6 归 约 


由 此 可 以 得 出 最 短路 径 问 题 (尤其 是 允许 负 权 值 的 一 般 情况 (21.7 节 的 主题 )) 代表 了 
用 于 求解 各 种 其 他 问题 的 通用 数学 模型 ， 这 些 问题 似乎 与 图 处 理 不 相关 。 这 种 模型 是 我 们 遇 
到 的 几 个 通用 模型 的 第 一 个 模型 。 当 转 到 更 为 困难 的 问题 和 更 为 通用 的 模型 时 ， 面 临 的 挑战 
之 一 就 是 准确 地 刻画 各 种 问题 之 间 关 系 的 特征 。 给 定 一 个 新 的 问题 ， 我 们 会 问 ， 是 否 能 够 将 
它 转换 为 一 个 已 知 如 何 求解 的 问题 来 容易 地 求解 此 问题 ?如 果 对 问题 加 以 限制 ， 是 否 能 够 更 
容易 地 求解 此 问题 呢 ? 为 了 帮助 回答 这 些 问 题 ， 本 节 先 讨论 用 于 描述 这 些 问 题 之 间 类 型 关系 
得 一 些 技术 语言 。 

定义 21.3 对 于 两 个 问题 A 和 B， 如 果 使 用 求解 B 的 一 个 算法 来 开发 一 个 求解 A 的 算 
法 ， 且 最 坏 情况 下 该 算法 的 总 时 间 不 会 超过 最 坏 情况 下 求解 B 的 算法 的 运行 时 间 的 常量 倍 ， 
则 称 问 题 A 可 归 约 (reduce) 为 问题 B。 如 果 两 个 问题 可 相互 归 约 ， 则 称 这 两 个 问题 是 等 价 
的 (equivalent) 。 

对 于 “使 用 ”一 个 算法 来 “开发 ” 另 一 个 算法 的 含义 ， 我 们 将 在 第 8 部 分 给 出 它 的 严 
格 定义 。 对 于 大 多 数 的 应 用 ， 我 们 满足 于 以 下 简单 方法 。 只 要 能 采用 以 下 3 步 来 求解 A 的 任 
何 实例 ， 就 表明 A 可 归 约 为 B。 

。 将 它 转 换 为 B 的 一 个 实例 。 

。 求解 B 的 那个 实例 。 

。 将 B 的 解决 方案 转换 为 A 的 解决 方案 。 

只 要 能 够 有 效 地 执行 转换 (并 求解 B) ， 就 能 有 效 地 求解 A。 为 了 说 明 这 种 证 明 技 术 ， 
考虑 两 个 例子 。 

性 质 21. 12 传递 闭 包 问题 可 归 约 为 有 非 负 权 值 的 所 有 对 最 短路 径 闭 题 。 

证 明 我们 已 经 指出 了 Warshall 算法 和 Floyd 算法 之 间 的 直接 关系 。 在 目前 的 上 下 文中 ， 
考虑 这 种 关系 的 另 一 种 方式 是 ， 想 象 需要 使 用 计算 网 中 所 有 最 短路 径 的 库 函 数 来 计算 有 向 图 
的 传递 闭 包 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 如 果 有 向 图 中 没有 自 环 ， 则 增加 自 环 ; 然后 由 有 向 图 的 邻接 
和 矩阵 直接 构建 一 个 网 ， 对 应 1 的 指定 任意 一 个 权 值 (比如 说 0.1) ， 对 应 0 的 指定 为 观察 哨 
权 值 。 然 后 ， 调 用 所 有 对 最 短路 径 丽 数 。 接 下 来 ， 由 此 函数 计算 出 的 所 有 对 最 短路 径 矩 阵 很 

容易 计算 出 传递 闭 包 : 给 定 两 个 顶点 w 和 vw， 有 向 图 中 从 w 到 wv 存在 一 条 路 径 ， 当 有 旦 仅 当 网 
”中 从 uw 到 4 的 路 径 长 度 非 零 ( 见 图 21-21)。 \ 部 





nn 
no 





图 21-21 传递 闭 包 归 约 | 
给 定 一 个 有 向 图 ( 左 图 ) ， 可 以 通过 对 每 条 边 指定 一 个 任意 权 值 (左边 给 阵 )， 将 其 邻接 乱 阵 ( 营 有 自 环 ) 转换 
为 表示 网 的 邻接 算 阵 。 通 党 无 阵 中 的 空 元 素 表 示 一 个 观察 哨 值 ， 指 示 一 条 边 不 有 在 。 给 定 此 网 的 所 有 对 最 短路 径 长 
度 矩 阵 (中 间 算 阵 ) ， 有 向 图 的 传递 闭 包 (右边 给 阵 ) 就 是 由 将 观察 哨 值 代 之 以 0 并 将 其 他 元 素 代 之 以 1 所 构成 的 
类 阵 。 
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此 性 质 是 对 传递 闭 包 问 题 不 会 比 所 有 对 最 短路 径 问 题 更 困难 的 一 个 形式 化 的 论述 。 对 于 
我 们 熟知 的 所 有 对 最 短路 径 问 题 的 算法 ， 因 为 已 经 知道 传递 闭 包 算法 速度 更 快 ， 因 此 这 个 信 
息 并 不 令 人 惊讶 。 当 使 用 归 约 建立 尚 不 知道 如 何 求解 的 问题 之 间 的 关系 ， 或 者 建立 这 些 问 题 
与 其 他 可 以 求解 的 问题 之 间 的 关系 时 ， 归 约 是 很 有 意义 的 。 

性 质 21. 13 ”在 边 权 值 没 有 限制 的 网 中 ，( 单 源 点 或 所 有 对 ) 最 长 路 径 和 最 短路 径 问 题 
是 等 价 的 。 

证 明 ”给 定 一 个 最 短路 径 问题 ,将 所 有 权 值 取 负 。 修改 所 得 的 网 中 的 一 条 最 长 路 径 (具有 
最 大 权 值 ) 是 原 网 中 的 一 条 最 短路 径 。 同 理 可 证 最 短路 径 问 题 可 归 约 到 最 长 路 径 问题 。 国 

此 证 明 很 简单 ,但 此 性 质 还 说 明了 表述 和 证 明 归 约 时 需要 仔细 ， 因 为 很 容易 理所当然 地 
归 约 ， 从 而 被 误导 。 例 如 ， 如 果 认 为 最 长 路 径 问题 和 最 短路 径 问题 在 非 负 权 值 的 网 中 是 等 价 
的 ， 肯 定 不 正确 。 

本 章 一 开始 ， 我 们 给 出 了 一 个 论点 ， 即 找 出 无 向 加 权 图 中 最 短路 径 可 归 约 为 找 出 网 中 的 
最 短路 径 的 问题 ， 因 此 可 以 使 用 对 于 网 的 算法 来 解决 无 向 加 权 图 中 的 最 短路 径 问 题 。 在 目前 
的 环境 下 ， 关 于 此 归 约 ， 还 有 两 点 要 考虑 。 第 一， 其 道 命 题 不 成 立 : 了 解 如 何 求解 无 向 加 权 
图 中 的 最 短路 径 问题 并 不 能 帮助 我 们 求解 网 中 的 最 短路 径 问 题 。 第 二 ， 在 论点 中 看 到 存在 一 
个 问题 : 如 果 边 权 值 可 以 为 负 ， 那 么 归 约 会 得 到 带 有 人 负 环 的 网 ， 而 且 我 们 并 不 知道 如 何 求解 
这 种 网 中 的 最 短路 径 。 即 使 是 不 能 归 约 ， 也 可 以 说 明 使 用 一 种 异常 复杂 的 算法 ,仍然 可 能 找 
出 不 带 负 环 的 无 向 加 权 图 中 的 最 短路 径 ( 见 第 5 部 分 参考 文献 ) 。 因 为 这 个 问题 并 没有 归 约 
为 有 向 版 本 ， 此 算法 不 能 帮助 我 们 求解 一 般 网 中 的 最 短路 径 问题 。 

归 约 的 概念 基本 上 描述 了 使 用 一 个 ADT 实现 另 一 个 ADT 的 过 程 ， 就 像 现代 系统 程序 员 
例 行 的 工作 。 如 果 两 个 问题 是 等 价 的 ， 我 们 知道 ， 如 果 能 够 高 效 地 解决 其 中 一 个 问题 ， 就 可 
以 高 效 地 解决 另 一 个 问题 。 我 们 常常 找 出 简单 的 一 一 对 应 关系 ， 比 如 性 质 21. 13， 它 显示 了 
两 个 问题 是 等 价 的 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 还 没有 讨论 如 何 求解 其 中 任何 一 个 问题 ， 但 如 果 找 
出 其 中 之 一 的 问题 的 高 效 解决 方案 ， 就 能 使 用 这 个 解决 方案 来 求解 另 一 个 问题 。 我 们 在 第 
17 章 看 过 另 一 个 问题 : 当面 对 确定 一 个 图 是 否 存在 奇 环 的 问题 时 ， 我 们 指出 道 该 问题 等 价 
于 确定 该 图 是 否 是 2- 可 着 色 的 。 

归 约 在 算法 的 设计 和 分 析 中 有 两 个 主要 应 用 。 首 先 ， 它 可 以 帮助 我 们 按照 问题 的 难度 在 
一 个 适当 的 抽象 级 上 进行 分 类 ， 而 不 比 开 发 和 分 析 完 整 的 实现 。 其 次 ， 我 们 常常 进行 归 约 从 
而 确定 求解 各 种 问题 难度 的 下 界 ， 帮 助 指 明 何 时 停止 搜索 更 好 的 算法 。 在 19. 3 和 20. 7 中 我 
们 已 经 看 到 这 些 应 用 的 例子 ; 本 节 后 面 会 看 到 其 他 例子 。 

除了 这 些 直 接 的 实际 应 用 ， 归 约 的 概念 还 对 计算 理论 有 着 广泛 而 深远 的 影响 ; 在 处 理 越 
发 困难 的 问题 时 ， 其 含义 对 于 我 们 理解 问题 相当 重要 。 本 节 最 后 将 简要 讨论 这 一 内 容 ， 并 且 
将 在 第 8 部 分 全 面 而 详细 的 讨论 。 

转换 的 开销 不 应 该 占 主导 地 位 ， 这 个 限制 很 自然 ， 也 常常 适用 。 然 而 ， 在 很 多 情况 下 ， 
即使 转换 的 开销 起 着 主导 作用 ， 也 可 能 选择 使 用 归 约 。 归 约 的 最 重要 的 应 用 之 一 是 为 似乎 用 
其 他 方法 难处 理 的 问题 提供 高 效 的 解决 方案 ， 将 问题 转换 为 一 个 我 们 已 知 如 何 求解 的 易于 理 
解 的 问题 。 将 4 转换 为 B， 即 使 假如 计算 此 转换 要 比 求解 B 代价 要 高 得 多 ， 较 之 于 可 能 设计 
的 其 他 方法 ， 也 可 能 给 出 一 个 求解 4 的 高 效 得 多 的 算法 。 还 有 很 多 其 他 的 可 能 性 。 也 许 我 们 
关注 期 望 开销 ， 而 不 是 最 坏 情况 下 的 开销 。 也 许 我 们 需要 解决 两 个 问题 B 和 C， 才 能 解决 
4。 也 许 我 们 需要 解决 问题 B 的 多 个 实例 。 我 们 将 这 些 问 题 留 到 第 8 部 分 再 讨论 ， 因 为 此 前 
所 考虑 的 所 有 例子 都 属于 以 上 讨论 的 简单 类 型 。 
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在 特定 环境 下 ， 通 过 将 问题 4 简化 为 男 一 个 问题 8 来 解决 问题 4， 则 称 4 归 约 为 B,， 但 
反之 不 然 。 例 如 ， 选 择 可 归 约 为 排序 ， 是 因为 先 对 文件 进行 排序 ， 然 后 索引 (或 扫描 ) 第 上 
个 位 置 ， 就 可 找 出 一 个 文件 中 的 第 个 最 小 元 素 , 但 这 一 点 并 不 蕴含 着 排序 可 归 约 为 选择 。 
在 当前 的 上 下 文中 ， 加 权 DAG 的 最 短路 径 问 题 和 带 有 正 权 值 网 的 最 短路 径 问 题 均 可 归 约 为 
一 般 最 短路 径 问 题 。 归 约 的 这 一 用 法 对 应 为 一 种 直观 的 说 法 ， 即 一 个 问题 比 另 一 个 问题 更 -- 
般 。 任 何 排序 算法 都 可 以 解决 任何 选择 问题 ， 而 且 如 果 可 以 解决 一 般 网 中 的 最 短路 径 问 题 ， 
则 肯定 可 以 将 这 种 解决 方案 用 于 各 种 限制 的 网 中 ; 但 是 反之 则 不 一 定 成 立 。 

归 约 的 这 种 用 法 很 有 用 ， 但 是 用 归 约 来 得 到 有 关 不 同 领域 问题 之 间 关 系 的 信息 则 更 显 有 
用 。 例如， 考虑 以 下 问题 ， 这 些 问题 乍 眼 一 看 与 图 处 理 问 题 不 相关 。 但 是 通过 归 约 ， 可 以 建 
了 芯 这 些 问题 与 最 短路 径 问 题 之 间 的 特定 关系 。 

作业 调度 有 大 量 持续 时 间 不 同 的 作业 需要 完成 。 在 某 一 给 定时 间 可 以 处 理 任意 多 个 作 
业 ， 但 是 为 一 组 作业 对 指定 一 组 优先 关系 ， 要 求 第 一 个 作业 必须 在 第 二 个 作业 开始 之 前 完 
成 。 在 满足 所 有 优先 约束 的 条 件 下 ， 完 成 所 有 作业 所 需 的 最 短 时 间 是 多 少 ? 具体 地 说 ， 给 定 
一 组 作业 〈 带 有 持续 时 间 ) ， 以 及 一 组 优先 约束 ， 调 度 作 业 (为 每 个 作业 找 出 一 个 起 始 时 
则 ) 使 得 完成 时 间 最 短 。 

图 21-22 描述 了 作业 调度 问题 的 一 个 示例 。 它 使 用 一 种 自然 网 络 表 示 ， 箭 后 我 们 将 这 个 
表示 用 作为 归 约 的 基础 。 此 问题 的 这 一 版 本 也 许 是 文献 中 已 得 到 研究 的 数 百 个 版 本 中 的 最 简 
单 的 一 个 ， 其 他 版 本 会 涉及 作业 的 其 他 特征 和 其 他 约束 ， 比 如 对 作业 的 人 员 或 资源 的 指定 ， 
与 特定 作业 关联 的 其 他 开销 ,截止 期 等 等 。 在 这 种 情况 下 ， 我们 所 描述 的 这 一 版 本 通常 称 为 
带 有 无 限 并 行 性 的 优先 约束 调度 (precedence-constrained scheduling with unlimited parallel- 
ism) ; 我 们 使 用 术语 作业 调度 (job scheduling) 作为 简称 。 

为 了 帮助 开发 一 个 解决 作业 调度 问题 的 算法 ， 我 们 考虑 如 
下 问题 ， 其 本 身 也 有 着 广泛 的 应 用 。 

差分 约束 ”为 一 组 变量 如 … 和 赋予 非 负 值 ， 从 而 使 x, 的 值 
达到 最 小 ， 同 时 满足 对 一 组 变量 的 差分 约束 〔 difference con- 
stiraint) 。 每 个 约束 指定 了 两 个 变量 的 差 必定 大 于 或 等 于 一 个 
给 定 的 常量 。 

图 21-23 撒 绘 了 此 问题 的 一 个 示例 。 这 是 一 个 纯粹 的 抽象 
数学 公式 ， 可 以 用 作 求 解 很 多 实际 数值 问题 的 基础 ( 见 第 5 的 0 
部 分 参考 文献 ) 。 让 的 作业 【相合 特需 时 间 )、 

差分 约 东 问题 是 更 一 般 问 题 的 一 个 特例 ， 其 中 允许 在 等 式 边 表 示 作 业 之 间 的 优先 关系 。 例 
中 出 现 变量 的 一 般 线性 组 合 。 如 ， 从 7 到 8 和 3 的 边 的 含义 是 

线性 规划 ”为 一 组 变量 *。.…*, 赋 予 非 负 值 ， 从 而 使 变量 的 。 外 之 训 守 人。 全 六 所 自作 汪 所 芝 
特定 线性 组 合 的 值 达 到 最 小 ， 满 足 对 变量 的 一 组 约束 ， 每 个 约 ”的 最 小 时 间 是 多 少 ? 

束 指定 了 变量 的 某 个 线性 组 合 必 定 大 于 或 等 于 一 个 给 定 的 
常量 。 

线性 规划 是 一 种 广泛 使 用 的 一 般 方法 ， 可 用 于 求解 一 大 类 的 组 合 问 题 。 我 们 将 在 第 8 部 
分 详细 讨论 这 些 问题 。 显 然 ， 差 分 - 约束 问题 可 归 约 为 线性 规划 ， 像 其 他 很 多 问题 的 做 法 。 
就 目前 而 言 ， 我 们 关注 的 是 差分 约束 、 作 业 调 度 和 最 短路 径 问 题 之 间 的 关系 。 

性 质 21. 14 作业 调度 问题 可 归 约 为 差分 约束 问题 。 

证 明 ”增加 一 个 虚拟 作业 ， 并 为 每 个 作业 增加 一 个 优先 约束 ， 表 示 此 作业 必须 在 虚拟 作 
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业 开 始 之 前 结束 。 给 定 一 个 作业 调度 问题 ， 定 义 一 组 差分 方程 ， 其 中 每 个 作业 i 对 应 一 个 变 
量 x,， 要 求 jy 在 i 完成 之 前 不 能 开始 的 约束 对 应 为 方程 x, 宇 x; + c;， 其 中 6c 为 作业 i 的 长 度 。 
差分 约束 问题 的 解决 方案 恰好 给 出 了 作业 调度 问题 的 一 个 解决 方案 ， 每 个 变量 的 值 指定 了 所 
对 应 作业 的 起 始 时 间 。 各 

图 21-23 说 明了 由 对 图 21-22 中 的 作业 调度 问题 完成 此 归 约 所 
建立 的 差分 方程 组 。 此 归 约 的 实际 意义 是 ， 可 以 使 用 解决 差分 约 
束 问题 的 任何 算法 来 解决 作业 调度 问题 。 

考虑 是 否 可 在 相反 的 方向 使 用 这 个 构造 很 有 益处 : 给 定 一 个 
作业 调度 问题 ， 我 们 可 以 使 用 它 解 决 差分 约束 问题 吗 ? 对 此 问题 
的 回答 是 : 性 质 21. 14 的 证 明 中 的 对 应 性 并 不 能 表明 差分 约束 问 
题 可 归 约 为 作业 调度 问题 ， 因 为 由 作业 调度 问题 所 得 的 差分 方程 
组 中 有 一 个 性 质 并 没有 必要 在 每 一 个 差分 约束 问题 中 也 成 立 。 具 
体 地 说 ， 如 果 两 个 方程 的 第 二 个 变量 相同 ,那么 它们 有 相同 的 常 
数 。 因 此 ， 作 业 调 度 问 题 的 算法 不 能 直接 给 出 包含 两 个 方程 wx, - 
x 之 a 和 x 一 xj 宇 b 的 差分 方程 组 的 求解 方法 ， 其 中 a 关 5。 在 证 明 
归 约 性 时 ， 需 要 注意 到 如 下 情况 : 证 明 4 可 归 约 为 B， 必 须 证 明 
可 以 使 用 求解 B 的 算法 来 求解 4 的 任何 实例 。 

由 构造 过 程 ， 性 质 21. 14 的 证 明 的 构造 所 产生 的 差分 约束 问 图 21-23 ”差分 约束 
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题 的 稼 数 总 是 非 负 的 。 这 一 点 显然 很 重要 。 找 出 对 变量 的 一 组 非 负 
A A 、 值 ， 从 而 使 xi0 的 值 达 到 最 

性 质 21. 15 有 正常 数 的 差分 约束 问题 等 价 于 无 环 网 中 的 单 ]、 并 满足 这 组 不 等 式 等 价 

、 有 小 ， > 4 ~ FE | 
源 点 最 长 路 径 问 题 。 于 图 21-22 中 所 描述 的 作业 


证 明 ”给 定 一 组 差分 方程 ， 构 建 一 个 网 ， 其 中 每 个 变量 x, 对 ”调度 问题 的 实例 。 例 如 ， 方 
应 一 个 顶点 i， 每 个 方程 对 应 一 条 权 值 为 c 的 边 志 六 例如 ， 对 图 。 性 名 宇和 +0.32 的 合 久 是 
、 1 作业 8 在 作业 7 完成 之 前 不 
21-22 的 有 向 图 的 每 条 边 赋 以 其 源 顶 点 的 权 值 ， 就 得 到 对 应 于 图 。 能 开始 
21-23 中 的 差分 方程 组 的 网 。 在 网 中 增加 一 个 虚拟 顶点 ， 且 该 虚 
， 拟 顶点 到 其 他 每 个 顶点 的 边 上 的 权 值 为 0。 如果 此 网 中 存在 环 ， 那 么 差分 方程 组 无 解 〈 因 为 
正 权 值 草 含 着 ， 当 沿 着 路 径 行 进 时 ， 与 每 个 顶点 对 应 的 变量 值 严 格 递减 ， 因 此 环 意味 着 某 个 
变量 比 自身 更 小 ) ， 这 是 报告 这 种 情况 。 否 则 ， 如 果 网 中 不 存在 环 ， 因 此 问题 就 是 从 此 虚拟 
顶点 求解 单 源 点 最 长 路 径 问 题 。 因 为 网 是 无 环 的 ( 见 21.4 节 ) ， 网 中 存在 从 每 个 顶点 开始 
的 一 条 最 长 路 径 。 对 每 个 变量 赋 以 网 中 从 虚拟 顶点 开始 到 对 应 顶点 的 最 长 路 径 的 长 度 。 对 于 
每 个 变量 ， 这 条 路 径 表明 其 值 满 足 约束 且 不 存在 更 小 的 值 能 做 到 这 一 点 。 

不 同 于 性 质 21. 14 中 的 证 明 ， 这 个 证 明 可 以 扩展 为 证 明 这 两 个 问题 是 等 价 的 ， 因 为 构造 
在 两 个 方向 都 成 立 。 我 们 并 不 限制 有 相同 第 二 个 变量 的 两 个 方程 必定 有 相同 常数 ， 而 且 也 不 
限制 离开 网 中 任何 给 定 顶点 的 边 必 定 有 相同 权 值 。 给 定 带 有 正 权 值 的 任 一 无 环 网 络 ， 同 样 的 
对 应 性 可 以 给 出 一 组 有 正常 数 的 差分 方程 ， 其 解决 方案 直接 得 到 网 中 单 源 点 最 长 路 径 问题 的 
解决 方案 。 对 此 的 详细 证 明 留 作 练 习 ( 见 练习 21.90)。 加 

图 21-22 的 网 描述 了 示例 问题 的 对 应 关系 ， 而 图 21-15 显示 了 使 用 程序 21.6 (虚拟 顶点 
蕴含 在 实现 中 ) 对 此 网 中 最 长 路 径 的 计算 。 用 这 种 方法 所 计算 的 调度 如 图 21-24 所 示 。 

程序 21. 8 是 显示 此 理论 在 实际 环境 中 应 用 的 一 个 实现 。 它 将 作业 调度 问题 的 任意 实例 
转换 为 无 环 网 中 最 长 路 径 问 题 的 一 个 实例 ， 然 后 是 用 程序 21. 6 进行 求解 。 
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程序 21.8 作业 调度 
此 实现 从 标准 输入 读 入 带 有 长 度 的 作业 列表 ， 后跟 一 组 优先 约束 ， 然 后 在 标准 输出 上 打 


印 满足 此 优先 约束 的 一 组 作业 起 始 时 间 。 通 过 使 用 性 质 21. 14 和 性 质 21. 15 以 及 程序 21. 6， 
将 其 归 约 为 无 环 网 的 最 长 路 径 问 题 来 求解 作业 调度 问题 。 稍 做 调整 以 适应 此 接口 〈 例 如 ， 
这 里 并 没有 使 用 st 数组 ) ， 这 是 使 用 一 个 已 存在 实现 来 实现 一 个 归 约 的 典型 手段 。 


#include <staio.h> 
#include "GRAPH.h" 
#define Nmax 1000 
main(int argc, char *argv{]) 
{ int i, s, t, N = atoi(argv[1]); 
double length [Nmax], start [Nmax]; 
int st[Nmax]; 
Graph G = GRAPHinit(N); 
for (i = 0; i < N; i++) 
scanf ("%1f", &length[il]); 
while (scanf ("%d %d", &s, &t) != EOF) 
GRAPHinsertE(G, EDGE(s, t, length{ls])); 
GRAPHI1Ipt(G, 0, st, start); 
for (i = 0; i < N; i++) 
printf("%3d %6.2f\n", i, start [i}); 
} 


我 们 隐 含 地 假设 了 对 于 作业 调度 问题 的 任何 实例 都 
存在 一 个 解决 方案 ; 然而 ， 如 果 在 一 组 优先 约束 中 存在 
一 个 环 ， 那 么 就 不 存在 满足 这 些 约束 的 作业 调度 。 在 查 
找 最 长 路 径 之 前 ， 应 当 通 过 检查 相应 网 中 是 否 人 存在 环 来 
检查 这 个 条 件 〈 见 练习 21. 100) ， 这 种 情况 很 典型 ， 而 
且 通 常用 一 个 特定 的 撤 术 术 语 来 描述 。 

定义 21.4 称 一 个 没有 解决 方案 的 问题 实例 是 不 可 
行 的 (infeasible ) 。 

换 句 话说， 对 于 作业 调度 问题 ， 要 确定 一 个 作业 调 
度 问 题 实例 是 否 是 可 行 的 ， 这 个 问题 可 以 归 约 为 确定 一 
个 有 向 图 是 否 是 无 环 的 问题 。 在 转 癌 更 为 复杂 的 问题 时 ， 
可 行 性 问题 成 为 在 计算 负荷 上 越 来 越 重 要 〈 而 且 也 越 来 
越 困 难 !) 的 一 部 分 。 

现在 我 们 已 经 考虑 了 三 个 相关 的 问题 。 可 能 已 经 直 
接 说 明了 作业 调度 问题 可 以 归 约 为 无 环 网 中 的 单 源 点 最 
长 路 径 问题 ， 我 们 还 说 明了 可 以 用 类 似 的 方法 〈( 见 练习 
21.94) 解决 任何 差分 约束 问题 ( 带 有 正常 数 ) ， 这 种 方 
法 同样 可 用 于 解决 可 以 妇 约 为 差分 约束 问题 或 作业 调度 
问题 的 任何 其 他 问题 。 我 们 还 可 以 开发 一 个 求解 差分 约 
束 问 题 的 算法 ， 并 用 此 算法 来 解决 其 他 问题 , 但 是 ， 我 
们 并 未 证 实 作业 调度 问题 的 解决 方案 可 以 给 出 其 他 问题 
的 解决 方法 。 
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图 21-24 作业 调度 

此 图 描述 了 图 21-22 中 的 作业 调度 
问题 的 解决 方案 ， 由 加 权 DAG 中 的 最 
长 路 径 和 作业 调度 之 间 的 对 应 性 得 到 。 
wt 数组 中 的 最 长 路 径 长 度 是 用 程序 21.6 
的 最 长 路 径 算法 计算 而 得 ( 见 图 21-15)， 
恰好 为 作业 所 需 的 起 始 时 间 (上 图 ， 右 
列 )。 在 0 时 刻 开始 作业 0 和 作业 5， 在 
时 刻 0.41 开始 作业 1、7 和 9， 在 时 刻 
0. 70 开始 作业 4 和 6， 依 此 继续 。 
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这 些 例子 说 明了 归 约 的 使 用 可 以 拓宽 已 证 明 实 现 的 应 用 性 。 实 际 上 ， 现 代 系 统 编程 强调 
通过 开发 新 的 接口 并 使 用 现 有 软件 资源 来 构建 实现 ， 从 而 满足 软件 重用 的 需求 。 这 个 重要 的 
过 程 有 时 称 为 库 编程 (library programming) ， 是 归 约 思想 的 一 种 实际 实现 。 

库 编程 在 实际 中 极其 重要 ,但 它 只 体现 了 归 约 含义 中 的 一 部 分 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 我们 
考虑 作业 调度 问题 的 以 下 版 本 。 

具有 截止 期 的 作业 调度 ”在 作业 调度 问题 中 允许 增加 一 类 约束 ， 来 指定 一 个 作业 必定 相 
对 于 为 一 个 作业 在 扫 过 一 个 特定 的 时 间 量 之 前 开始 。 (常规 截止 期 是 相对 于 起 始 作 业 。) 在 
时 间 很 关键 的 生产 过 程 以 及 很 多 其 他 应 用 中 这 样 的 约束 常常 是 必须 的 ， 而 且 它 们 使 得 作业 调 
度 问 题解 决 起 来 要 困难 得 多 。 

假设 需要 为 图 21-22 ~21-24 中 的 例子 增加 一 个 约束 ， 作 业 2 必须 在 作业 4 开始 之 后 的 c 
个 时 间 单 位 之 前 开始 。 如 果 c 大 于 0.53， 那 么 所 计算 的 调度 合乎 要 求 ， 因 为 它 说 明 作 业 2 在 
时 刻 1.23 开始 ， 为 作业 4 (在 时 刻 0.70 开始 ) 结束 时 间 后 的 0.53。 如 果 c 小 于 0.53， 我 们 
可 以 将 作业 4 的 开始 时 间 往 后 移 以 满足 约束 。 如 果 作 业 4 是 一 个 长 作业 ， 这 个 调整 可 能 会 增 
加 整个 调度 的 完成 时 间 。 更 糟 的 是 ， 如 果 对 作业 4 还 有 其 他 存在 约束 ， 那 么 可 能 就 不 能 调整 
其 开 妈 时间。 实际 上 ， 我 们 可 能 找 不 出 满足 约束 的 调度 : 例如 ， 作 业 2 必须 在 作业 6 开始 后 
的 a 个 时 间 单 位 之 内 开始 ， 这 里 d 小 于 0.53， 因 为 作业 2 必须 在 作业 8 之 后 ， 作 业 8 必须 在 
作业 6 之后， 蕴含 着 作业 2 必须 在 作业 6 开始 0.53 时 间 后 才能 开始 。 

如 果 在 示例 中 增加 上 一 段 所 描述 的 两 个 约束 ， 那么 这 两 个 约束 影响 作业 4 调度 的 时 间 ， 
整个 调度 的 完成 时 间 ， 还 会 影响 到 是 否 存 在 一 个 可 行 调度 ， 都 依赖 于 c 和 4d 的 值 。 增 加 更 多 
这 种 类 似 的 约束 带 来 更 多 的 可 能 性 ， 并 将 一 个 简单 的 问题 变 成 一 个 困难 的 问题 。 因 此 ， 我 们 
寻求 将 此 问题 归 约 为 一 个 已 知 问题 的 方法 是 合理 的 。 

性 质 21. 16 带 有 截止 期 的 作业 调度 问题 可 归 约 为 (允许 带 有 负 权 值 的 ) 最 短路 径 
问题 。 

证 明 采用 与 性 质 21. 14 中 所 描述 的 同样 的 归 约 将 优先 约束 转换 为 不 等 式 。 对 于 任何 截止 
期 约束 ， 增 加 一 个 不 等 式 x, -x 志 d;， 或 等 价 不 等 式 x -x, 宇 -d,， 其 中 d 是 一 个 正常 数 。 使 用 
性 质 21. 15 中 所 描述 的 同样 的 归 约 ,将 不 等 式 组 转换 为 一 个 网 。 将 所 有 权 值 取信。 由 性 质 
21. 15 的 证 明 中 给 出 的 相同 构造 ， 可 得 网 中 以 0 为 根 的 任何 最 短路 径 树 都 对 应 一 个 调度 。 国 

此 归 约 带 我 们 进入 了 带 有 负 权 值 的 最 短路 径 领 域 。 它 说 明 如 果 我 们 可 以 找 出 带 有 负 权 值 
的 最 短路 径 问 题 的 一 个 高 效 解 决 方案 ， 那 么 就 能 找 出 有 截止 期 的 作业 调度 问题 的 一 个 高 效 解 
决 方 案 。( 同样 ， 性 质 21. 16 证 明 中 的 对 应 性 并 不 能 确定 相反 方向 的 转换 ( 见 练习 21. 91),) 

为 作业 调度 问题 增加 截止 期 对 应 于 在 差分 约束 问题 中 允许 有 负 常 数 ， 以 及 在 最 短路 径 问 
题 中 允许 有 负 权 值 。( 这 个 变化 还 要 求 我 们 合适 地 修改 差分 约束 问题 ， 以 处 理 最 短路 径 问 题 
中 类 似 负 环 的 情况 。) 较 之 开始 所 考虑 的 那些 版 本 ， 这 些 问 题 的 更 一 般 的 版 本 更 难 求解 ， 但 
是 它们 很 可 能 作为 更 一 般 的 模型 更 为 有 用 。 求 解 所 有 这 些 问题 的 一 种 不 确定 的 方法 似乎 是 寻 
求 一 种 求解 带 有 负 权 值 的 最 短路 径 问 题 的 高 效 方法 。 

遗憾 的 是 ， 采 用 这 种 方法 存在 着 本 质 上 的 难度 ， 而 且 还 显示 出 使 用 归 约 的 另 一 个 方面 ， 
评估 问题 的 相对 难度 。 我 们 一 直 在 正面 意义 上 使 用 归 约 ， 扩 展 解决 方案 的 可 应 用 性 以 适用 一 
般 问题 。 但 它 也 可 应 用 在 负面 的 情况 来 表明 这 些 扩展 的 局 限 性 。 

一 般 最 短路 径 问题 的 求解 的 困难 相当 大 ， 以 至 于 无 法 解决 。 接 下 来 将 会 看 到 归 约 的 概念 
是 如 何 帮 助 我 们 确信 这 一 点 。 在 17. 8 节 中 ， 我 们 讨论 了 一 组 称 为 NP- 难 的 问题 ， 并 认为 这 
些 问题 是 难 解 的 ， 因 为 对 于 它们 的 所 有 已 知 算法 最 坏 情况 下 都 需要 指数 时 间 。 这 里 我 们 表明 
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一 般 的 最 短路 径 问 题 是 NP- 难 的 。 

正如 在 17. 8 节 中 提 到 的 及 在 第 8 部 分 详细 讨论 的 ， 对 于 某 个 问题 为 NP- 难 问题 这 一 事 
实 ， 我 们 通常 会 认为 不 仅 没 有 可 确保 解决 该 问题 的 已 知 高 效 算法 ， 而 且 对 于 找 出 这 样 算法 的 
希望 也 很 小 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 使 用 术语 高 效 (efficient) 来 表明 一 个 算法 在 最 坏 情况 下 
的 运行 时 间 由 输入 规模 的 某 个 多 项 式 函 数 所 限定 。 假 设 任何 NP- 难 问题 的 高 效 算法 的 发 现 是 
一 个 令 人 震惊 的 突破 性 研究 。NP- 难 度 的 概念 在 识别 难以 求解 的 问题 时 非常 重要 ， 因 为 使 用 
以 下 技术 ， 往 往 易 于 证 明 一 个 问题 是 NP- 难 问题 。 

性 质 21. 17 ”对 于 某 个 问题 ， 如 果 存 在 一 种 高 效 归 约 能 将 任何 NP- 难 问题 归 约 为 此 问 
题 ， 则 称 此 问题 是 NP- 难 的 (NP-hard) 。 

证 明 此 性 质 取决 于 从 一 个 问题 4 高 效 归 约 为 另 一 个 问题 B 的 准确 含义 。 我 们 将 这 些 定 
义 放 到 第 8 部 分 再 做 说 明 (通常 使 用 两 种 不 同 的 定义 )。 目 前 而 言 ， 我 们 只 是 使 用 此 术语 来 
说 明 以 下 情况 ， 即 将 4 的 实例 转换 为 B 的 实例 ， 以 及 将 8B 的 一 个 解决 方案 转换 为 4 的 一 个 解 
决 方案 的 高 效 算法 。 

现在 ,假设 存在 一 个 高 效 归 约 将 一 个 NP- 难 问题 4 转换 为 一 个 给 定 的 问题 B。 以 下 用 反 
证 法 证 明 。 如 果 有 一 个 求解 B 的 高 效 算法 ， 邦 么 可 以 使 用 此 算法 来 在 多 项 式 的 时 间 内 求解 4 
的 任何 实例 ， 由 归 约 可 得 (将 4 的 一 个 给 定 实 例 转换 为 B 的 一 个 实例 ， 并 求解 这 个 问题 ， 
然后 再 对 此 解决 方案 进行 转换 )。 但 是 不 存在 已 知 算法 可 以 对 4 做 出 此 保证 (因为 4 是 NP- 
难 的 ) ， 因 此 假设 存在 B 的 一 个 多 项 式 算 法 是 不 正确 的 : B 也 是 NP- 难 的 。 国 

这 项 技术 极为 重要 ， 因 为 人 们 一 直 用 此 技术 来 说 明 大 量 的 问题 都 是 NP- 难 问题 时 ， 从 而 
提供 了 大 量 的 问题 ， 当 我 们 试图 开发 一 个 证 明 以 表明 新 问题 是 NP- 难 问题 时 ， 可 在 这 些 问 题 
中 进行 选择 。 例 如 ， 我 们 在 17.7 节 遇 到 了 一 个 经 典 的 NP- 难 问题 。 即 哈密 顿 回路 问题 ， 它 
询问 是 否 存 在 包含 给 定 图 中 所 有 顶点 的 一 条 简单 路 径 ， 这 是 最 早 被 证 明 是 NP- 难 的 一 个 问题 
〈( 见 第 $ 部 分 参考 文献 ) 。 很 容易 将 它 形式 化 为 一 个 最 短路 径 问 题 ， 因 此 性 质 21. 17 列 含 着 最 
短路 径 问 题目 身 是 NP- 难 的 。 

性 质 21. 18 在 带 有 边 权 值 〔( 可 能 为 负 ) 的 网 中 ， 最 短路 径 问 题 是 NP- 难 问题 。 

证 明 我 们 的 证 明 包 含 了 将 哈密 顿 回 路 问题 归 约 为 最 短路 径 问 题 。 也 就 是 说 ， 我 们 表 
明 ， 对 于 带 有 负 权 值 边 的 网 ， 可 以 使 用 找 出 其 最 短路 径 的 任何 算法 来 求解 哈密 顿 问 题 。 给 定 
一 个 无 向 图 ， 构 建 一 个 网 ， 其 中 在 无 向 图 中 的 每 条 边 在 此 网 中 都 有 两 条 边 ， 且 所 有 边 的 权 值 
为 -1。 开 始 于 此 网 中 的 任何 顶点 的 最 短 〈 人 简单 ) 路 径 长 度 为 - (7 了 -1)， 当 且 仅 当 此 图 存在 
一 个 哈密 顿 回 路 。 注 意 到 此 网 中 充满 了 负 环 。 不 仅 图 中 每 个 环 对 应 网 中 的 一 个 负 环 ， 而 且 图 
中 的 每 条 边 (edge) 对 应 网 中 权 值 为 -2 的 一 个 环 。 国 

此 构造 蕴含 着 最 短路 径 问 题 是 NP 难 的 ， 因 为 如 果 开 发 网 的 最 短路 径 问 题 的 一 种 有 效 算 
法 ， 那 么 ， 就 可 以 开发 图 的 哈密 顿 问题 的 一 种 有 效 算法 。 

发 现 一 个 给 定 的 问题 是 NP- 难 时 ,一 种 反应 就 是 去 寻找 能 够 求解 (can solve) 此 问题 的 
其 他 一 些 版 本 。 对 于 最 短路 径 问 题 ， 我 们 注意 到 对 于 无 环 网 或 边 权 值 非 负 的 网 有 大 量 高 效 的 
算法 ， 而 对 于 存在 环 和 负 权 值 的 网 则 没有 好 的 解决 方案 。 是 否 还 有 其 他 类 型 的 网 可 以 得 到 解 
决 呢 ?” 这 是 21.7 节 的 主题 。 例 如 ， 我 们 将 会 看 到 具有 截止 期 的 作业 调度 问题 可 归 约 为 可 以 
有 效 求 解 的 最 短路 径 问题 的 一 个 版 本 。 这 种 情况 是 典型 的 : 随 着 更 多 困难 的 计算 问题 的 解 
决 ， 就 会 发 现 我 们 自己 可 以 识别 出 能 够 解决 的 那些 问题 的 茶 些 版 本 。 

正如 这 些 例子 所 示 ， 归 约 是 一 种 有 助 于 算法 设计 的 简单 技术 ， 我 们 会 频繁 地 使 用 这 种 技 
术 。 对 于 一 个 新 间 题 ， 要 么 通过 证 明 它 可 以 归 约 为 一 个 已 知 如 何 求解 的 问题 ， 从 而 加 以 解决 ， 
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要 么 通过 证 明 一 个 已 知 为 困难 的 问题 可 以 归 约 为 当前 问题 ， 以 此 证 明 这 个 新 问题 是 困难 的 。 


表 21-3 归 约 的 含义 
此 表 使 用 本 节 已 经 讨论 过 的 例子 ,概述 了 将 问题 4 归 约 为 另 一 个 问题 B 的 含义 。 情 况 9 和 10 所 草 含 的 含义 是 如 此 
的 深奥 ， 以 至 于 我 们 一 般 假 设 不 可 能 证 明 这 样 的 归 约 〈 郊 第 8 部 分 ) 。 归 约 在 情况 1、6、11 和 16 是 最 有 用 的 ， 说 明 可 
以 学 习 4 的 一 种 新 算法 ， 或 证 明 B 的 一 个 下 界 ; 情况 13-15 是 学 习 4 的 新 算法 ; 情况 12 是 学 习 B 的 难度 。 





A B 4 一 B 蕴含 示例 

] 简单 简单 B 的 新 下 界 排序 一 EMST 

2 简单 易 解 无 TC 一 APSP (+) 

3 简单 难 解 无 SSSP (DAG) 一 SSSP (+) 

4 简单 未 知 无 

5 易 解 简单 4 简单 

6 易 解 易 解 4 的 新 解决 方案 DC (+) 一 SSSP (DAGC ) 

7 易 解 难 解 无 

8 易 解 未 知 无 

难 解 简单 深奥 

10 难 解 易 解 深奥 

11 难 解 难 解 同 1 或 6 SSLP (+) 一 SSSP (+) 

12 难 解 未 知 B 难 解 HP 一 SSSP ( +) 

13 未 知 简单 4 简单 JS 一 SSSP (DAG) 

14 未 知 易 解 4 易 解 

15 未 知 难 解 4 可 解 

16 未 知 未 知 同 1 或 6 JSWD=5SSP (4+) 
说 明 ; EMST 欧 几 里 得 最 小 生成 树 

TC 传递 闭 包 


APSP 所 有 对 最 短路 径 

SSSP 单 源 点 最 短路 径 

SSLP 单 源 点 最 长 路 径 

《+)》 ( 带 有 非 负 权 值 的 网 ) 

( 土 ) ( 权 值 可 能 为 负 的 网 ) 
(DAG) (无 环 网 ) 

DC 差分 约束 

HP 哈密 顿 回路 

JS (WD) 作业 调度 ( 带 有 截止 期 ) 


对 于 第 17 章 中 所 讨论 的 4 种 一 般 问题 ， 表 21-3 提供 了 归 约 在 其 中 有 不 同 含义 的 更 为 详 
细 的 内 容 。 注 意 ， 在 一 些 情况 下 ， 归 约 并 不 提供 任何 新 信息 ; 例如 ， 尽 管 选 择 问题 可 归 约 为 
排序 问题 ， 并 且 找 出 无 环 网 中 最 长 路 径 问 题 的 问题 可 归 约 为 找 出 一 般 网 中 最 短路 径 的 问题 ， 
但 这 些 事实 并 未 给 出 问题 的 相对 难度 的 任何 明示 。 在 其 他 情况 下 ， 归 约 可 能 会 或 也 可 能 不 会 
提供 新 的 信息 ; 另外 还 有 一 些 情况 ， 归 约 的 含义 则 实在 是 深奥 。 为 了 建立 这 样 的 概念 ， 我 们 
需要 对 归 约 做 出 准确 而 正式 的 描述 ， 对 此 将 在 第 8 部 分 详细 讨论 ; 这 里 ， 我 们 对 已 经 见 过 的 
例子 ， 在 实际 中 归 约 的 最 重要 用 法 做 出 非 形 式 的 概述 。 

上 界 (upper bound) ”如 果 我 们 有 一 个 求解 问题 B 的 高 效 算法 ， 而 且 可 以 证 明 4 可 归 约 
为 B， 那 么 就 有 一 个 求解 4 的 高 效 算法 。 可 能 存在 求解 4 的 其 他 更 好 的 算法 , 但 是 B 的 性 能 
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是 求解 4 的 最 佳 性 能 的 一 个 上 界 。 例 如 , 证明 作业 调度 问题 可 归 约 为 无 环 网 中 最 长 路 径 问 
题 ， 使 对 后 者 的 算法 成 为 对 于 前 者 的 一 个 高 效 算法 。 

下 党 (lower bound) 如果 知道 问题 4 的 任何 算法 都 有 某 些 资源 需求 ， 而 且 可 以 证 明 4 
可 归 约 为 ， 那 么 我 们 知道 B 至 少 也 有 这 些 资 源 需 求 ， 因 为 B 的 一 个 更 好 的 算法 将 会 蕴含 着 
存在 4 的 一 个 更 好 的 算法 (只 要 归 约 的 开销 低 于 B 的 开销 )。 也 就 是 说 ，4 的 性 能 是 求解 B 
的 最 佳 性 能 的 一 个 下 界 。 例 如 ， 在 19.3 节 中 ， 我们 使 用 这 项 技术 来 显示 计算 传递 闭 包 与 
Boolean 和 矩阵 相 乘 一 样 困难 ， 而 且 在 20.7 节 使 用 这 项 技术 来 显示 计算 欧 几 里 得 MST 与 排序 问 
题 一 样 困 难 。 

难 解 性 (intractability) ”特别 是 ， 要 证 明 一 个 问题 是 难 解 的 ， 可 以 将 一 个 难 解 的 问题 归 
约 为 该 问题 来 表明 。 例 如 ,性质 21. 18 显示 了 最 短路 径 问 题 是 难 解 的 ， 因 为 哈密 顿 回 路 问题 
可 归 约 为 最 短路 径 问 题 。 

除了 以 上 的 这 些 一 般 含义 ， 对 于 求解 特定 问题 的 特定 算法 ， 有 关 其 性 能 的 更 详细 信息 显 
然 可 以 直接 关联 到 归 约 为 前 一 类 问题 的 其 他 问题 。 在 找到 一 个 上 界 时 ， 可 以 分 析 相 关 算 法 、 
进行 实验 研究 等 等 来 确定 它 是 否 表 示 问 题 的 一 个 更 好 的 解决 方案 。 当 研究 出 一 个 通用 的 算法 
时 ， 可 以 开发 并 测试 它 的 一 个 良好 的 实现 ， 然 后 开发 扩展 其 应 用 性 的 相关 的 ADTs。 

在 本 章 和 下 一 章 中 ,我们 将 归 约 作为 基本 的 工具 。 对 于 所 考虑 的 问题 ， 通 过 将 其 他 问题 
归 约 为 这 些 问题 ， 强 调 了 问题 的 一 般 相 关 性 ， 还 强调 了 求解 这 些 问 题 的 算法 的 一 般 应 用 性 。 
还 要 注意 到 很 重要 的 一 点 ， 即 对 于 一 般 性 逐渐 增长 的 问题 形式 化 模型 中 的 层次 结构 。 例 如 ， 
线性 规划 是 一 种 通用 的 形式 化 模型 ， 它 之 所 以 重要 ， 不 仅 是 因为 很 多 问题 可 以 归 约 为 此 问 
题 ， 而 且 还 因为 并 未 确定 它 是 NP- 难 问题 。 换 名 话说 ， 还 没有 已 知 的 方法 将 一 般 最 短路 径 问 
题 (或 任何 其 他 NP- 难 的 问题 ) 归 约 为 线性 规划 问题 。 我 们 将 在 第 8 部 分 讨论 这 些 问题 。 

并 非 所 有 问题 都 是 可 以 解决 的 ， 但 是 对 于 已 设计 出 的 良好 的 通用 模型 ， 适 合 于 大 量 我 们 
确实 知道 如 何 求解 的 问题 。 网 中 的 最 短路 径 问题 是 此 模型 的 第 一 个 例子 。 当 我 们 转 到 更 一 般 
的 问题 领域 时 ， 就 进入 了 运筹 学 (operation research，OR) 研究 范畴 ， 人 研究 决策 问题 的 数学 
方法 ， 核 心 是 开发 和 研究 这 样 的 模型 。OR 中 的 一 个 关键 挑战 是 找 出 最 适合 于 求解 一 个 问题 
的 模型 ， 并 使 此 问题 与 模型 相 一 致 。 这 种 行为 有 时 称 为 数学 规划 (mathematical programming， 
这 是 在 计算 机 出 现 之 前 给 出 的 名 字 ， 现 在 “programming” 这 个 词 有 新 用 法 ) 。 归 约 是 一 个 现 
代 的 概念 ， 与 数学 规划 有 着 相同 的 本 质 ， 也 是 理解 大 量 应 用 中 的 计算 开销 的 基础 。 
练习 
21. 85 使 用 性 质 21. 12 的 归 约 来 开发 一 个 传递 闭 包 实现 (19.3 市 中 的 ADT 范 数 GRAPH- 
tc) ， 其 中 使 用 21.3 节 中 所 有 对 最 短路 径 ADT。 

21.86 说 明 计算 有 向 图 中 强 分量 的 个 数 的 问题 可 归 约 为 带 有 负 权 值 所 有 对 最 短路 径 问 题 。 
21. 87 按照 性 质 21. 14 和 性 质 21. 15 的 构造 方法 ， 给 出 对 应 作业 调度 问题 的 差分 约束 和 最 
短路 径 问 题 ， 其 中 作业 0 ~7 的 长 度 如 下 。 


.4 .2 .3 .4 .2 .5 .1 
约束 为 : 


5-1 4-6 6-0 3-2 6-1 6-2 


> 21. 88 ”给 出 练习 21. 87 中 的 作业 调度 问题 的 一 个 解决 方案 。 
o 21. 89 ”假设 练习 21. 87 中 的 作业 还 有 以 下 约束 ， 作 业 1 必定 在 作业 6 结束 之 前 开始 ， 作 业 


2 必定 在 作业 4 结束 之 前 开始 。 使 用 性 质 21. 16 的 证 明 中 所 描述 的 构造 ， 给 出 此 问题 可 归 约 
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的 最 短路 径 问 题 。 

21. 90 显示 带 有 正 权 值 的 无 环 网 中 所 有 对 最 长 路 径 问 题 可 归 约 为 带 有 正常 数 的 差分 约束 
问题 。 

> 21. 91 解释 性 质 21. 16 的 证 明 中 的 对 应 性 为 什么 不 能 进行 扩展 ， 来 说 明 最 短路 径 问 题 可 归 
约 为 具有 截止 期 的 作业 调度 问题 。 

21. 92 扩展 程序 21. 8 来 使 用 符号 名 而 不 是 整数 来 表示 作业 ( 见 程 序 17. 10) 。 

21. 93 设计 一 个 ADT 接口 ， 为 客户 程序 提供 提出 并 解决 差分 约束 问题 的 能 力 。 

21. 94 基于 将 差分 约束 问题 的 解 归 约 为 无 环 网 中 最 短路 径 问 题 ， 对 于 练习 21. 93 的 接口 ， 
提供 ADT 函数 实现 。 

21.95 基于 归 约 为 差分 约束 问题 并 使 用 练习 21. 93 的 接口 ， 提 供 GRAPHsp 的 一 种 实现 
(用 于 无 环 网 中 ) 。 

021.96 在 练习 21. 95 中 ， 无 环 网 中 最 短路 径 问题 的 解决 方案 假设 了 存在 解决 差分 约束 问题 
的 一 种 实现 。 如 果 你 使 用 练习 21. 94 中 的 实现 ， 假 设 无 环 网 中 存在 最 短路 径 问 题 的 一 种 实 
现 ， 又 会 如 何 ? 

?21.97 证 明 任 何 两 个 NP- 难 的 问题 的 等 价 性 (也 就 是 说 ， 选 择 两 个 问题 ， 并 证 明 它 们 可 相 
互 归 约 ) 。 

ese21.98 给 出 一 种 显 式 构造 ， 将 带 有 整数 权 值 的 网 的 最 短路 径 问 题 归 约 为 哈密 顿 问题 。 

e 21. 99 使 用 归 约 来 实现 一 个 ADT 函数 ， 此 函数 使 用 求解 单 源 点 最 短路 径 问 题 的 网 ADT 来 
解决 如 下 问题 : 给 定 一 个 有 向 图 ， 一 个 顶点 索引 的 正 权 值 数组 ， 以 及 一 个 起 始 顶点 vv， 找 出 
从 v5 到 每 个 其 他 顶点 的 路 径 ， 使 得 此 路 径 上 顶点 的 权 值 之 和 


达到 最 小 。 1-2 .51 
021. 100 程序 21.8 并 没有 检查 作为 其 输入 的 作业 调度 问题 -3 “30 
是 否 可 行 (有 环 )。 描 述 其 为 不 可 行 间 题 打印 出 的 调度 的 ”5-3 -38 
特征 。 : 5- .21 
21. 101 设计 一 个 ADT 接口 ， 提 供 客户 程序 提出 并 解决 作 1 -3 
1-5 .29 





业 调 度 问 题 的 能 力 。 类 似 于 程序 21.8 ， 基 于 将 作业 调度 问题 
的 解 归 约 为 无 环 网 中 最 短路 径 问 题 ， 提 供 你 的 接口 的 ADT 函 


a -rir |] 

数 实 现 。 

o21. 102 在 ADT 接 口中 增加 一 个 琐 数 (并 提供 一 个 实现 ) ， 
打印 出 此 调度 中 的 最 长 路 径 。( 这 样 的 路 径 被 称 为 是 关键 路 4 
径 {eritical path ) 。) L3_ |] 
21. 103 ”对 于 练习 21. 101 的 接口 ， 提 供 一 个 ADT 函数 实 Ps 一 | 
现 ， 按照 图 21-24 的 风格 ( 见 4.3 节 )， 输 出 绘制 调度 的 [s-4] 
PostScript 的 程序 。 

co21. 104 开发 一 个 产生 作业 调度 问题 的 模型 。 对 于 一 组 合理 图 21-25 PERT 图 
大 小 的 问题 ， 使 用 此 模型 来 测试 练习 21. 101 和 21. 103 的 PERT 图 是 一 种 表示 作业 调度 
网 问题 的 网 ， 其 中 边 表示 作业 。 上 图 
实现 。 的 网 表示 图 21-22 中 描述 的 作业 调 
21. 105 基于 将 作业 调度 问题 的 解 归 约 为 差分 约束 问题 ， 对 度 问 题 ， 其 中 边 0-1、1-2、2-3、 
于 练习 21. 101 的 接口 提供 ADT 函数 实现 。 4-3、5-3、0-3、5-4、1-4、4-2 和 


、 、 _ 1-5 分 别 表 示 图 21-22 中 的 作业 
o21. 106 PERT (性 能 -评估 - 分析- 技术 ) 图 是 一 个 表示 。 “0.。 油 度 中 的 关键 丫 径 是 网 由 的 


作业 调度 问题 的 网 ， 其 中 边 表 示 作 业 ， 如 图 21-25 所 示 。 开 ”最 长 路 径 。 
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发 基于 PERT 图 的 练习 21. 101 的 作业 调度 问题 的 一 种 实现 。 

21. 107 对 于 VY 个 作业 、E 人 个 约束 的 作业 调度 问题 ， 其 PERT 图 中 有 多 少 个 顶点 ? 

21. 108 对 于 练习 21. 106 中 所 讨论 的 基于 边 的 作业 调度 表示 (PERT 图 ) 以 及 正文 中 所 用 
的 基于 顶点 的 表示 〈 见 图 21-22) ， 编 写 它 们 之 间 进 行 转换 的 程序 。 


21.7 负 权 值 


我 们 现在 转向 处 理 最 短路 径 中 有 负 权 值 的 难题 。 在 本 章 的 大 部 分 内 容 中 ， 大 多 数 都 是 直 
观 的 例子 ， 其 中 权 表 示 距 离 或 代价 ， 使 得 负 的 边 权 值 看 上 去 不 太 可 能 ; 然而， 我们 在 21.6 
方 也 看 到 当 将 其 他 问题 归 约 为 最 短路 径 问 题 时 ， 自 然 地 出 现 了 负 的 边 权 值 。 负 权 值 不 只 是 数 
学 难题 ， 相 反 ， 它 们 将 最 短路 径 问 题 的 应 用 性 显著 地 扩展 成 为 求解 其 他 问题 的 一 个 模型 。 这 
一 浴 在 实用 性 是 我 们 寻找 涉及 负 权 值 的 网 问题 的 高 效 算法 的 源 动力 。 

图 21-26 是 一 个 较 小 的 例子 ， 描 述 了 在 网 的 最 短路 径 中 引入 负 权 值 所 带 来 的 影响 。 在 出 
现 负 权 值 时 ， 也 许 最 重要 的 影响 是 小 权 值 的 最 短路 径 往往 比较 大 权 值 的 最 短路 径 有 更 多 的 边 
( low-weight shortest paths tend to have more edges than higher-weight path) 。 对 于 正 权 值 ， 我们 的 
重点 是 放 在 寻找 捷径 (shortcut) ; 但 在 负 权 值 出 现时 ， 我 们 寻求 绕道 (detour) ， 使 用 所 能 找 
到 的 尽 可 能 多 的 带 有 负 权 值 的 边 。 这 种 影响 将 我 们 寻求 “ 短 ” 路 径 的 直觉 ， 变 成 对 算法 的 
理解 ， 因 此 我 们 需要 克制 直觉 ， 在 一 个 基本 的 抽象 层次 上 考虑 问题 。 
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图 21-26 带 有 负 权 值 边 的 示例 网 

除了 边 3-5 和 35-1 的 权 值 为 负 ， 此 示例 网 与 图 21-1 所 描述 的 网 相同 。 自 然 地 ， 这 个 变化 对 最 短路 径 的 结构 产生 了 
极 大 的 影响 ， 因 为 可 以 将 右边 的 距离 给 阵 和 路 径 矩 阵 与 图 21-9 所 对 应 的 部 分 进行 比较 ， 很 客 易 地 看 出 这 种 影响 。 例 
如 ， 此 网 中 从 0 到 1 的 最 短路 径 是 0-5-1， 其 长 度 为 0; 且 从 2 到 1 的 最 短路 径 为 2-3-5-1， 其 长 度 为 -0.17。 

性 质 21. 18 的 证 明 中 显示 的 网 中 最 短路 径 和 图 中 哈密 顿 路 径 之 间 的 关系 ， 与 我 们 的 观察 
结论 有 着 密切 的 关系 ， 即 找 出 小 权 值 的 路 径 (一 直 称 为 “ 短 ”) 等 价 于 找 出 含有 大 量 边 数 的 
路 径 《〈 可 以 认为 是 “长 ") 。 有 了 负 权 值 ， 我 们 寻找 长 路 径 而 不 是 短路 径 。 

对 这 种 情况 进行 修正 的 想法 是 找 出 最 小 边 权 值 〈 最 小 的 负 值 ) ， 然 后 ， 在 所 有 边 权 值 中 
加 上 此 数 的 绝对 值 ， 将 此 网 转换 为 一 个 没有 负 权 值 的 网 。 这 种 朴素 的 方法 根本 不 行 ， 因 为 新 
网 中 的 最 短路 径 与 原 网 中 的 最 短路 径 没 有 多 少 关 系 。 例 如 ， 在 图 21-26 所 描述 的 网 中 ， 从 4 
到 2 的 最 短路 径 为 4-3-5-1-2。 如 果 我 们 将 0.38 加 到 此 图 中 的 所 有 边 权 值 上 ， 使 所 有 边 权 值 
为 正 ， 那 么 此 路 径 的 权 值 就 从 0. 20 增长 到 1.74。 但 4-2 的 权 值 从 0. 32 增长 到 0.70， 因 此 这 
条 边 将 成 为 从 4 到 2 的 最 短路 径 。 一 条 路 径 上 的 边 越 多 ， 转 换 所 带 来 的 危害 就 越 大 ; 由 上 上 段 
的 观察 可 得 ， 此 结果 与 我 们 的 需要 完全 相反 。 即 使 这 种 简单 的 想法 不 起 作用 ， 将 此 网 转换 为 
一 个 等 价 的 没有 负 权 值 的 网 但 有 相同 的 最 短路 径 的 目标 是 值得 的 ; 在 本 节 最 后 ， 我 们 考虑 达 
到 此 目标 的 一 个 算法 。 

到 目前 为 止 ， 我 们 的 最 短路 径 算法 对 最 短路 径 问 题 做 了 两 个 限制 ， 从 而 才能 提供 一 个 高 
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效 的 解决 方案 : 它们 要 么 不 允许 环 ， 要么 不 允许 负 权 值 。 是 否 存在 对 网 强加 的 更 松 限制 ， 使 
得 含有 环 和 负 权 值 的 网 仍然 会 导致 一 个 易 解 的 最 短路 径 问 题 ? 在 本 章 一 开始 ， 我 们 接触 过 此 
问题 的 解决 方案 ,但 必须 要 加 上 限制 条 件 ， 如 果 存 在 负 环 ， 路 径 必须 是 简单 的 ， 才 能 使 得 此 
间 题 有 意义 。 是 不 是 应 当 只 关注 不 含 这 种 环 的 网 呢 ? 

无 负 环 网 中 的 最 短路 径 ”给 定 一 个 可 能 有 负 边 权 值 但 并 没 任何 负 权 值 环 的 网 ， 求 解 以 下 
某 个 问题 : 找 出 连接 两 个 给 定 顶 点 的 一 条 最 短路 径 〈 最 短路 径 问题 ) ， 找 出 从 某 个 给 定 顶 点 
到 所 有 其 他 顶点 的 最 短路 径 〈 单 源 点 最 短路 径 问 题 ) ， 或 者 找 出 连接 所 有 对 顶点 之 间 的 最 短 
路 径 〈 所 有 对 问题 ) 。 

性 质 21. 18 的 证 明 将 解决 此 问题 的 高 效 算法 的 可 能 性 留 做 开放 问题 ， 因 为 如 果 不 允 许 负 
环 ， 则 性 质 不 成 立 。 为 了 解决 哈密 顿 回 路 问题 ， 我 们 需要 能 够 求解 有 大 量 负 环 的 网 中 的 最 短 
路 径 问题 。 

此 外 ， 很 多 实际 问题 都 完全 可 以 归 约 为 找 出 不 含 负 环 的 网 中 的 最 短路 径 问 题 。 我 们 已 经 
看 到 这 样 的 例子 。 

性 质 21. 19 具有 截止 期 的 作业 调度 问题 可 归 约 为 不 含 负 环 的 网 中 的 最 短路 径 问 题 。 

证 明 ”性 质 21. 15 的 证 明 中 ， 我 们 所 提出 的 理由 说 明 由 性 质 21. 16 证 明 中 的 构造 会 得 到 
不 含 负 环 的 网 。 由 作业 调度 问题 ， 可 以 构造 一 个 差分 约束 问题 ， 其 中 变量 对 应 着 作业 的 开始 
时 间 ; 从 差分 约束 问题 ， 可 以 构造 一 个 网 。 将 所 有 权 值 取 负 ， 从 而 将 一 个 最 长 路 径 问 题 转换 
为 一 个 最 短路 径 问 题 ， 也 即 转换 对 应 着 将 所 有 不 等 式 反 向 。 网 中 从 i 到 j 的 任何 简单 路 径 对 
应 着 包含 这 些 变量 的 不 等 式 组 。 由 这 些 不 等 式 可 知 ， 路 径 的 存在 性 蕴含 着 x; -x <w,， 其 中 
w, 为 从 i 到 j 的 这 条 路 径 上 的 权 值 之 和 。 负 环 对 应 这 此 不 等 式 的 左边 为 0， 而 右边 为 负 值 ， 因 
此 ， 存 在 这 样 的 环 是 矛盾 的 。 国 

21. 6 节 做 出 讨论 的 作业 调度 问题 时 提 到 过 ， 这 个 结论 隐 含 了 假设 我 们 的 作业 调度 问题 
是 可 行 的 〈 存 在 解决 方案 ) 。 实 际 上 ， 我 们 并 不 做 这 样 的 假设 ， 部 分 计算 负担 将 会 确定 带 有 
截止 期 的 作业 调度 间 题 是 否 是 可 行 的 。 在 性 质 21. 19 证 明 的 构造 中 ， 网 中 的 负 环 蕴含 着 一 个 
不 可 行 的 问题 ， 因 此 这 项 任务 对 应 于 以 下 问题 

负 环 检测 (negative cycle detection) 给 定 网 中 是 否 存在 一 个 负 环 ? 如 果 存 在 ， 找 出 此 环 。 

一 方面 ， 这 个 问题 未 必 是 简单 问题 (有 向 图 的 简单 环 检测 算法 不 能 适用 ) ; 另 一 方面 ， 
它 也 未 必 是 困难 的 问题 〈 性 质 21. 16 中 由 哈密 顿 回路 问题 进行 的 归 约 也 不 适用 ) 。 我 们 的 第 
一 个 挑战 就 是 开发 此 任务 的 一 个 算法 。 

在 具有 截止 期 的 作业 调度 应 用 中 ， 负 环 对 应 着 非常 军 见 的 错误 条 件 ， 但 是 要 对 此 进行 检 
查 。 我 们 甚至 可 能 开发 删除 边 以 打破 负 环 的 算法 ， 并 进行 迭代 直到 不 存在 负 环 为 止 。 在 其 他 
应 用 中 ， 检 测 负 环 是 主要 的 目标 ， 如 下 例 所 示 。 

套 汇 (arbitrage) ”很 多 报纸 都 印 有 一 些 显示 世界 货币 兑换 率 的 表 ( 例 如 ， 见 图 21-27) 
我 们 可 以 将 此 表 看 作 完全 网 的 邻接 矩阵 表示 。 边 ;-+: 上 的 权 值 表示 可 以 将 货币 s 的 1 个 单位 
竞 换 为 货币 :的 x 个 单位 。 此 网 中 的 路 径 指定 了 多 步 兑 换 。 例 如 ， 如 果 还 存在 一 条 权 值 为 
的 边 i-w， 那 么 路 径 s-t-w 表示 将 货币 s 的 1 个 单位 兑换 为 货币 w 的 xy 个 单位 。 我 们 可 能 期 户 
在 任何 情况 下 xy 等 于 s-w 的 权 值 ， 但 是 此 表 表 示 一 种 复杂 的 动态 系统 ， 其 中 不 能 保证 这 样 
的 一 致 性 。 如 果 我 们 找到 一 种 wy 小 于 s-w 权 值 的 情况 ， 那 么 就 能 超越 系统 。 假 设 w-s 的 权 值 
为 z, 且 xyz > 1， 那 么 环 s-t-w-s 给 出 了 一 种 将 货币 s 的 1 个 单位 兑换 为 货币 s 的 多 于 1 个 
(xyz) 单位 的 方法 。 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 挣 得 百分比 为 100(xyz -1) 的 收益 。 这 种 情况 正 是 
一 个 套 汇 机 会 的 例子 ， 如 果 在 此 模型 之 外 没有 强制 要 求 ( 如 对 交易 规模 有 所 限制 ) ， 那 么 这 
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就 使 我 们 可 获得 无 限 的 收益 。 为 了 将 这 个 问题 转换 为 一 个 最 短路 径 问题 ， 我 们 将 所 有 数字 取 
对 数 ， 使 得 路 径 权 值 对 应 对 边 权 值 相 加 ， 而 不 是 相 乘 ， 然 后 取 负 来 改变 比较 方向 。 然 后 ， 从 
s 到 “的 一 条 最 短路 径 给 出 了 将 货币 * 兑换 为 货币 :的 最 佳 方式 。 最 小 权 值 环 就 是 最 佳 套 汇 机 


会 ， 但 任何 负 环 都 可 获 利 。 

是 否 可 以 检测 出 一 个 网 中 的 负 环 ? 或 者 是 否 可 以 找 出 不 
含 负 环 的 网 中 的 最 短路 径 呢 ?求解 这 些 问题 的 高 效 算法 的 存 
在 性 与 我 们 在 性 质 21. 18 中 所 证 明 的 一 般 问 题 的 NP- 难 度 并 
不 戏 盾 ， 因 为 由 哈密 顿 问题 得 到 的 这 两 个 问题 的 归 约 尚未 得 
知 。 有 其 体 地 说 ， 由 性 质 21. 18 中 的 归 约 可 知 ， 我 们 无 法 做 到 
精心 设计 一 个 算法 ， 能 够 保证 有 效 地 找 出 任何 给 定 网 中 的 最 
小 权 值 路 径 ， 在 这 种 网 中 允许 负 边 权 值 。 此 问题 的 结论 太一 
般 。 但 我 们 可 以 解决 刚才 提 到 的 此 问题 的 受 限 版 本 。 尽 管 不 
如 本 章 早 些 时 候 所 研究 的 此 问题 的 男 一 种 受 限 版 本 简单 ( 正 
权 值 和 无 环 网 ) 。 

一 般 而 言 ， 正 如 在 21.2 节 所 提 到 的 ，Dijkstra 算法 并 不 
适合 于 有 负 权 值 的 情况 ， 即 使 是 限制 为 不 含 负 环 的 网 。 图 


21-28 说 明了 这 一 点 。 基 本 困难 在 于 算法 依赖 于 按照 路 径 长 


度 递 增 的 顺序 来 检查 路 径 。 证 明 此 算法 是 正确 的 ( 见 性 质 
21.2) 假设 了 在 路 径 中 增加 一 条 边 会 使 路 径 更 长 。 

Floyd 算法 没有 做 出 这 种 假设 ， 即 使 在 边 权 值 可 能 为 负 时 
也 很 有 效 。 如 果 不 存 在 负 环 ， 该 算法 计算 出 最 短路 径 ; 引 人 
注 日 的 是 ， 如 果 存 在 负 环 ,该 算法 至 少 能 够 检测 出 一 个 环 。 

性 质 21. 20 ”Floyd 算法 可 以 解决 负 环 检测 问题 ， 并 且 可 
以 解决 不 含 负 环 的 网 中 的 所 有 对 最 短路 径 问 题 ， 所 用 时 间 与 
斑 成 正比 。 

证 明 人 性质 21.8 并 不 依赖 于 边 权 值 是 否 为 负 ， 然 而 ， 当 
出 现 负 的 边 权 值 时 ， 我 们 需要 将 此 结果 另 做 解释 。 和 矩阵 中 的 
每 个 元 素 都 证 实 算法 找 出 一 条 该 长 度 的 路 径 ; 特别 是 ， 在 此 
距离 矩阵 的 对 角 上 的 任何 负 元 素 可 证 实 至 少 出 现 一 个 负 环 。 
在 出 现 负 环 时 ， 不 能 直接 得 出 任何 信息 ， 因 为 算法 隐 式 检查 
的 路 径 不 一 定 是 简单 路 径 : 某 些 路 径 可 能 包含 一 个 或 多 个 涉 
及 一 个 或 多 个 负 环 的 路 线 。 然 而 ， 如 果 不 存 在 负 环 ， 那 么 算 





总 芭 胖 二 








$ 0.489 -0.402 -4.791 - 

P | -0.489 0.0 -0.891 -5.278 -0.865 

Y | 0.402 0.89 0.0 -4.391 0.027 

C | 4791 5.285 4.392 00 4.418 

S | 0.378 0.865 -0.027 -4.415 0.0 
图 21-27 套 汇 


上 面 的 此 表 指 定 了 从 一 种 货 
币 欧 换 为 另 一 种 货币 的 况 挽 率 。 
例如 ， 顶 部 行 中 的 第 二 个 元 素 表 
明 $1 可 以 买 入 1.631 个 货币 P。 
将 ,$1 000 兑换 为 货币 P， 再 搁 回 
来 将 得 到 $1 000 x* (1.631) * 
(0.613) = $999, 就 损失 了 $1。 
但 是 将 $1000 兑换 为 货币 只 ， 再 
换 为 货币 了 YY， 然 后 再 换 回 来 ， 则 
得 到 $1 000 * (1.631) * (0.411) 
* (1.495) = $1 002， 将 获得 
0. 2 铬 的 套 汇 机 会 。 如 果 将 表 中 的 
所 有 数字 的 对 数 取 负 (下 表 )， 
可 以 将 它 看 作 边 权 和 值 可 正 可 仙 的 
完全 网 的 邻接 矩阵 。 在 这 种 网 中 ， 
结 点 对 应 着 货币 ， 边 对 应 着 兑换 ， 
路 径 对 应 着 兑换 序列 。 以 上 所 描 
述 的 兑 搁 对 应 着 图 中 的 环 $-P-Y- 
$， 其 权 值 为 -0.489 +0.890 - 
0. 402 = -0.002。 最 佳 套 汇 机 会 
为 图 中 的 最 组 环 。 


法 所 计算 的 路 径 就 是 简单 的 ， 因 为 任何 带 有 环 的 路 径 都 意味 着 存在 更 少 边 的 路 径 ， 且 连接 同 
样 两 个 点 的 权 值 不 会 更 大 (删除 环 后 的 同一 路 径 ) 。 | 

性 质 21. 20 的 证 明 没 有 给 出 关于 如 何 由 Floyd 算法 所 计算 出 的 距离 矩阵 和 路 径 和 矩阵 找 出 
一 条 特定 负 环 的 特定 信息 。 我 们 将 这 个 任务 留 作 练习 ( 见 练习 21. 122 ) 。 

Floyd 算法 解决 了 不 含 负 环 的 图 的 所 有 对 最 短路 径 问 题 。 尽 管 Dijkstra 算法 在 可 能 含有 负 
权 值 的 网 中 失效 ,我 们 也 可 使 用 Floyd 算法 来 求解 不 含 负 环 的 稀 朴 网 中 的 所 有 对 最 短路 径 问 
题 ， 所 用 时 间 与 六 成 正比 。 如 果 在 这 样 的 网 中 有 一 个 单 源 点 问题 ， 那 么 可 以 使 用 所 有 对 问 
题 的 六 解决 方案 ， 尽 管 过 于 浪费 ， 但 也 是 我 们 所 见 到 的 单 源 点 问题 的 最 佳 解决 方案 。 是 否 
能 开发 这 些 问 题 的 快速 算法 呢 ? 即 其 运行 时 间 可 以 达到 在 边 权 值 为 正 时 的 Dijkstra 算法 的 运 
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行 时 间 (对 于 单 源 点 问题 为 Elg V， 对 于 所 有 对 问题 为 VE jg V) 呢 ? 对 于 所 有 对 问题 ， 答 案 
是 肯定 的 ， 而 对 于 单 源 点 问题 则 可 能 将 最 坏 情况 下 的 界限 降 至 VE。 然 而 ,对 于 一 般 的 单 源 
点 最 短路 径 问 题 要 打破 VE 的 屏障 仍然 是 一 个 长 期 开放 的 问题 。 

以 下 方法 为 解决 不 含 负 环 的 网 中 的 单 源 点 最 短路 径 问 题 提供 了 一 个 简单 而 有 效 的 基础 。 
为 了 计算 出 从 顶点 s 出 发 的 最 短路 径 ， 我们 (通常 ) 维护 一 个 顶点 索引 的 数组 wt， 使 得 
wt[t] 包含 从 > 到 上 的 最 短路 径 。 初 始 化 wt[s] 为 0，wt 的 其 他 元 素 为 一 个 大 的 观察 哨 值 ， 
然后 如 下 计算 最 短路 径 : 


以 任何 顺序 考虑 网 中 的 边 ， 并 沿 着 每 条 边 松弛 。 执 行 呈 遍 。 


我 们 使 用 术语 Bellman-Ford 算法 来 指 对 边 执行 了 遍 的 一 般 方法 ， 并 以 任意 顺序 考虑 边 。 某 些 
作者 使 用 此 术语 来 描述 一 种 更 一 般 的 方法 ( 见 练 习 21. 130 ) 。 

性 质 21. 21 使 用 Bellman-Ford 算法 ， 可 以 解决 
不 含 负 环 的 网 中 的 单 源 最 短路 径 问 题 ， 所 用 时 间 与 
VE 成 正比 。 

证 明 对 所 有 鳌 条 边 执行 了 遍 ， 因 此 总 时 间 与 
VE 成 正比 。 为 了 显示 此 计算 可 以 得 到 所 需 结 果 ， 我 
们 对 i 进行 归纳 来 证 明 ， 即 在 执行 第 i 遍 之 后 ， 对 于 
所 有 wv，wtlv] 不 大 于 从 s 到 vw 且 包 含 i 条 或 更 少 边 的 
最 短路 径 的 长 度 ( 如 果 此 路 径 不 存在 则 为 maxWT)。 
如 果 纪 为 0， 则 此 断言 自然 成 立 。 假 设 此 断言 对 于 :i 
成 立 ， 那 么 对 于 每 个 给 定 的 顶点 zz 有 两 种 情况 : 在 从 
s 到 v 且 有 i+1 条 或 更 少 条 边 的 路 径 中 ， 可 能 存在 
(也 可 能 不 存在 ) 有 i+1 条 边 的 最 短路 径 。 如 果 在 从 
s 到 vz 且 有 i+1 条 或 更 少 条 边 的 路 径 中 ， 其 中 最 短 的 
一 条 路 径 长 度 为 了 或 更 少 ， 那 么 wt[v] 不 会 改变 ， 仍 
然 有 效 。 否 则 ， 和 存在 一 条 从 :到 wv 且 包 含 i+1 条 边 的 
路 径 ， 它 比 任何 从 到 " 且 有 :条 边 或 更 少 的 路 径 都 
要 得 。 该 路 径 必 然 由 一 条 从 到 某 个 顶点 w 的 路 径 再 
加 上 边 w-v 组成。 由 归纳 假设 ，wtLwj 是 从 s 到 zu 的 
最 短 距离 的 上 界 ， 而 且 第 (i+1) 遍 检 查 是 否 每 条 边 
构成 到 达 其 目的 顶点 的 一 条 新 的 最 短路 径 上 的 最 后 
一 条 边 。 特 别 是 ， 它 将 检查 边 w-v。 

经 过 7- 1 次 和 迭代 后 ， 对 于 所 有 顶点 w，wt[v] 
就 是 从 > 到 ”的 任何 有 -1 条 边 或 更 少 边 的 最 短路 
径 长 度 的 下 界 。 我 们 可 以 在 了 -1 次 迭代 后 终止 ， 因 
为 有 7 条 边 或 更 多 条 边 的 任何 路 径 必 年 有 一 个 〈 正 
或 零 成 本 ) 环 ， 可 以 找到 -条 包含 了 -1 条 边 或 更 少 
边 的 路 径 ， 该 路 径 与 删除 环 之 前 的 路 径 有 相同 的 长 .， 

度 ， 或 者 更 短 。 由 于 wt[v] 是 从 * 到 "的 某 条 路 径 的 区 
长 度 ， 它 也 是 此 最 短路 径 长 度 的 一 个 上 界 ， 因 此 几 “到 2 的 最 短路 径 〔〈 长 度 为 ,32) ， 漏 掉 了 一 条 
定 等 于 最 短路 径 长 度 。 更 短路 径 4-3-5-1-2 (长 度 为 .20)。 
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1 1 
2 2 
3 3 
急 多 
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3 3 
和 4 
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0 0 
1 和 
2 2 
3 
4 各 
5 5 
0 0 
1 1.46 人 a 1 
2 95 1.36 $ -2 1.68 .12 2 
3 他 有 了 人 3 
全 81 1.22 六 # 1 一 02 各 
5 . Br 5 i 人 5 
0 0 
1 1 
2 2 
3 3 
如 全 
5 3 
0 0 
-2 1 
2 2 
3 3 
县 和 
5 5 





图 21-29 Floyd 算法 ( 带 有 负 权 值 ) 
比 序 列 显示 了 使 用 Floyd 算法 ， 构 造 带 有 和 仙 权 值 的 有 向 图 的 所 有 对 最 短路 径 乱 阵 的 过 程 。 第 一 步 与 图 21-14 中 打下 
相同 。 然 后 负 边 5-1 在 第 二 步 中 起 作用 ， 并 发 现 路 径 5-1-2 和 5-1-4。 此 算法 包含 对 于 边 权 值 的 完全 相同 的 松弛 序列 ， 
但 结果 却 不 同 。 
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尽管 我 们 并 没有 显 式 地 考虑 st 数组 ， 同 理 可 证 st 数组 是 以 ;为 根 的 最 短路 径 树 的 父 链接 
表示 。 吴 

例如 ， 在 使 用 邻接 表 表 示 的 一 个 图 中 ， 可 以 实现 Bellman-Ford 算法 找 出 从 顶点 出 发 的 
最 短路 径 ， 代 但 如 下 : 


for (v = 0; Vv < G->V; Vv++) 

{ stfvj = -1; wt[v] = maxWT; } 
wt[s]} = 0; st[s] = 0; 
for (i = 0; i < G->V; i++) 

for (v = 0; Vv < G->V; V++) 

if (wt[fv] < maxWT) 

for (t = G->adjfvjit != NULL; 七 = t->next) 
if (wt[t->v] > wt[fv] + t->wt) 
{ wt[t->v] = wt[v] + t->wt; st[t->v] = Vi } 


此 段 代码 展示 了 基本 方法 的 简 清 性。 然而 ， 它 并 未 应 用 于 实际 。 因 为 简单 修改 就 能 得 到 
对 于 大 多 数 图 更 有 效 的 实现 ， 稍 后 将 会 看 到 。 

对 于 典型 的 图 ， 在 每 一 遍 中 检查 每 条 边 是 非常 浪费 的 。 实 际 上 ， 可 以 很 容易 预计 到 大 量 
的 边 在 任何 给 定 的 遍 中 不 会 导致 成 功 松弛 。 事 实 上 ， 唯 一 可 以 导致 改变 的 边 仅 为 由 某 个 顶点 
发 出 的 边 ， 而 这 些 顶 点 的 值 在 前 一 遍 中 有 所 改变 。 

程序 21.9 是 一 个 简单 实现 ， 其 中 使 用 FIFO 队列 来 存放 这 些 边 ， 因 此 它们 是 每 遍 中 唯一 
需要 检查 的 边 。 图 21-30 显示 了 此 算法 运行 的 一 个 示例 。 


程序 21. 9 Bellman-Ford 算法 


对 于 沿 着 某 些 顶 点 的 发 出 边 进 行 松弛 可 能 有 效 的 顶点 ，Bellman-Ford 算法 的 这 一 实现 维 
护 所 有 这 些 顶 点 的 一 个 FIFO 队列 。 我 们 从 队列 中 取出 一 个 顶点 ， 并 沿 着 它 的 所 有 边 进 行 松 
弛 。 如 果 其 中 某 些 边 导致 通 向 某 个 顶点 的 一 条 更 短 的 路 径 ， 则 该 顶点 放 人 队列 中 。 观 察 哨 值 
G->YV 将 当前 批 顶 点 (上 一 次 迭代 中 改变 的 顶点 ) 与 下 一 批 项 点 (本 次 迭代 中 改变 的 项 点 ) 
分 离开 ， 并 使 得 我 们 可 以 在 执行 G6->V 遍 后 终止 。 


void GRAPHbf (Graph G, int s, int st[], double wt[]) 
{ int v, w; link t; int N = 0; 
QUEUEinit (G->E): 
for (v = 0; Vv < G->V; v++) 
{ st[v] = -1i;: wt[v] = maxWT; } 
wt[s] = 0.0; st[Ls] = 0; 
QUEUEput (s); QUEUEput (G->V); 
while (!QUEUEempty()) 
if ((v = QUEUEget ()) == G->V) 
{f if (N++ > G->V) return; QUEUEput (G->V); } 
else 
for (t = G->adj[vj; t != NULL; 七 = t->next) 
if (wt[w = t->v] > wtlv] + t->wt) 
{wt[fw] = wt[v] + t->wt; 
QUEUEput (w); st[w)] = v; } 
} 





对 于 实际 应 用 中 出 现 的 网 ， 程 序 21. 9 用 于 求解 单 源 点 最 短路 径 问 题 问 题 很 有 效 ， 但 它 
的 最 坏 情况 下 的 性 能 仍然 与 VE 成 正比 。 对 于 稠密 图 ， 此 运行 时 间 并 不 比 Floyd 算法 更 好 ， 
而 Floyd 算法 是 找 出 所 有 对 的 最 短路 径 ， 而 非 仅 找 出 从 单个 顶点 出 发 的 那些 最 短路 径 。 对 于 


锡 21 茧 过 稳 有 路径 217 


0-1 .41 
1-2 .51 
2-3 .50 
-3 .36 
3-5 -.38 
3-0 .45 
0-5 .29 
S5-% .21 
1-& .32 
A-2 .32 
5-1 -.29 


0 1 2 3 及 5 
st 3 5 并 用 0 3 
wt -81-.31 .32 .36 0 -.02 





图 21-30 ”Bellman-Ford 算法 ( 带 有 人 负 权 值 ) 

对 于 图 21-26 中 所 描述 的 网 ， 此 图 显示 了 使 用 Bellman-Ford 算法 来 栈 出 从 预 点 4 出 发 的 最 址 路径 的 结果 。 算 法 逐 遍 
运行 ， 每 一 遍 检 查 由 FIFO 队列 中 的 所 有 顶点 发 出 的 边 。 队 列 中 的 内 容 显 示 在 每 个 绘制 图 的 下 方 ， 有 阴影 的 元 素 表 示 
上 一 遍 中 队列 中 的 内 容 。 每 当 找 到 一 条 能 够 减 小 从 4 到 其 目的 顶点 的 路 径 长 度 的 边 时 ， 就 执行 松弛 操作 ， 将 此 目的 顶 
点 放 入 队列 中 ， 其 边 放 入 SPT 中 。 所 绘制 的 灰 边 包含 了 每 步 后 的 SPT， 同 时 也 在 中 间 以 有 方向 的 形式 显示 《所 有 边 都 
向 下 ) 。 我 们 从 一 个 空 SPT 开始 ， 队 列 中 仅 有 4 (上 图 )。 在 第 2 遍 中 ， 沿 着 4-2 和 4-3 松 驰 ， 将 2 和 3 放 在 队列 中 。 在 
第 3 遍 中 ， 检 查 了 2-3， 但 并 没有 松 驰 。 然 后 沿 着 3-0 和 3-5 松弛 ， 和 将 0 和 5 放 入 队列 中 。 在 第 4 访 中 ， 沿 着 5-] 松弛 ， 
然后 检查 1-0 和 1-5， 未 做 松弛 ， 和 将 1 放 入 队列 中 。 在 最 后 一 遍 中 (下 图 )， 洛 着 1-2 松弛。 算法 开始 时 的 操作 类 似 
BFS， 但 与 其 他 图 的 搜索 方法 都 不 同 ， 如 在 最 后 一 步 中 ， 它 可 能 政变 树 边 。 
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称 玖 图 ， 程 序 21.9 的 Bellman-Ford 算法 实现 比 Floyd 算法 快 达 了 倍 ， 但 对 于 无 负 权 值 边 的 
网 ， 要 比 Dijkstra 算法 最 坏 情 况 下 所 达到 的 性 能 大 约 慢 了 倍 〈 见 表 19-2) 。 

Bellman-Ford 算法 的 其 他 版 本 也 得 到 了 研究 ， 对 于 单 源 点 问题 ， 有 些 比 程序 21.9 中 的 
FIFO 队列 版 本 更 快 , 但 在 最 坏 情 况 下 的 所 需 时 间 都 至 少 与 VE 成 正比 (例如 ， 见 练习 
21. 132) 。 基 本 Bellman-Ford 算法 在 数 十 年 前 已 经 开发 ; 而 且 对 于 很 多 其 他 的 图 问题 ， 尽 管 
已 经 看 到 在 性 能 上 取得 了 巨大 的 进步 ,但 对 于 有 负 权 值 的 网 ， 还 未 看 到 最 坏 情况 下 有 更 好 性 
能 的 算法 。 

对 于 检测 一 个 网 中 是 否 有 人 负 环 ，Bellman-Ford 算法 也 比 Floyd 算法 更 高 效 。 

性 质 21. 22 使 用 Bellman-Ford 算法 ， 可 以 在 与 [天 成 正比 的 时 间 内 ， 解决 负 环 检 测 
问题 。 

证 明 即使 存在 负 环 的 情况 ， 性 质 21. 21 的 证 明 中 的 基本 归纳 也 是 成 立 的 。 如 果 执 行 第 
V 次 迭代 ， 而 且 所 有 松弛 步 都 成 功 ， 那 么 就 能 找 出 有 VTV 条 边 的 一 条 最 短路 径 ， 此 路 径 将 * 与 
网 中 的 某 个 顶点 相连 接 。 由 归纳 假设 ,任何 这 样 的 路 径 必定 有 一 个 环 (将 某 个 顶点 w 与 其 
自身 相连 接 )， 而 且 此 环 必 定 是 负 的 ， 因 为 从 ;到 w 的 第 二 次 出 现 的 路 径 必定 比 从 :到 ww 的 
第 一 次 出 现 的 路 径 要 短 ， 因 为 w 在 此 路 径 上 出 现 两 次 。 此 环 也 将 出 现在 负 链 接 的 数组 中 ; 因 
此 ， 也 可 以 通过 周期 性 地 检查 st 链接 来 检测 环 ( 见 练习 21. 134 ) 。 

这 个 证 明 仪 对 与 源 点 s 在 同一 强 分 量 中 的 顶点 成 立 。 为 了 检测 一 般 性 的 负 环 ， 我 们 可 以 
计算 出 强 连通 分 量 ， 并 将 每 个 分 量 中 的 每 个 顶点 的 权 值 初始 化 为 0 ( 见 练习 21. 126) ， 或 者 
增加 一 个 连 向 其 他 每 个 顶点 的 虚拟 顶点 ( 见 练习 21. 127 ) 。 国 

在 本 章 最 后 ,我 们 考虑 所 有 对 最 短路 径 问 题 。 可 以 比 运行 时 间 与 六 成 正比 的 Floyd 算法 
做 得 更 好 吗 ? 通过 在 每 个 顶点 上 求解 单 源 点 问题 来 使 用 Bellman-Ford 算法 来 解决 所 有 对 最 短 
路 径 问 题 揭示 出 其 运行 时 间 与 YE 成 正比 。 我 们 没有 更 详细 地 考虑 这 个 解决 方案 ， 因 为 存在 
可 以 在 导 VE log V 成 正比 的 时 间 内 求解 所 有 对 间 题 的 方法 。 它 基于 本 节 一 开始 所 考虑 的 一 种 
想法 : 将 网 转换 为 一 个 只 有 非 负 权 值 的 网 且 有 相同 的 最 短路 径 结 构 。 

事实 上 ， 将 任何 一 个 网 转换 为 男 一 个 有 不 同 边 权 值 但 有 相同 最 短路 径 的 网 时 ， 存 在 着 很 
大 的 灵活 性 。 假 设 一 个 顶点 索引 的 数组 wt 含有 对 网 G 顶点 权 值 的 任意 赋值 。 基 于 这 些 权 值 ， 
对 图 进行 重新 加 权 (reweighting) 的 操作 定义 如 下 : 

e。 要 对 一 条 边 重 新 加 权 ， 将 此 边 的 源 点 和 目的 点 的 权 值 之 差 加 到 该 边 的 权 值 上 。 

e 要 对 一 个 网 重新 加 权 ， 对 网 中 的 所 有 边 重 新 加 权 。 

例如 ， 以 下 代码 使 用 标准 约定 ， 对 邻接 表 表 示 的 网 进行 重新 加 权 : 

for 人 (V = 0; Vv < G->V; v++) 

for (t = G->adj[vj; t != NULL; t = t->next) 
t->wt = t->wt + wt[v] - wt[t->v] 

此 操作 是 一 个 简单 的 线性 时 间 处 理 ， 对 于 所 有 网 都 是 良 定 义 的 ， 而 不 论 其 权 值 如 何 。 显 
然 ， 变 换 后 网 中 的 最 短路 径 与 原 网 中 的 最 短路 径 相 同 。 

性 质 21.23 对 网 重新 加 权 并 不 影响 其 最 短路 径 。 

证 明 ”给 定 两 个 顶点 s 和 +， 重新 加 权 改 变 了 从 s 到 :的 任何 路 径 的 权 值 ， 其 中 只 是 增加 
了 s 和 :的 权 值 之 差 。 通 过 对 路 径 长 度 进行 归纳 很 容易 证 明 这 一 点 。 在 对 网 进行 重新 加 权时 ， 
从 :到 :的 每 条 路 径 的 权 值 改变 量 相同 ， 长 路 径 和 短路 径 都 如 此 。 特 别 是 ， 这 个 事实 百 接 表 
明 转 换 后 的 网 中 的 任何 两 个 顶点 之 间 的 最 短路 径 长 度 与 原 网 中 它们 之 间 的 最 短路 径 长 度 
相同 。 本 
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由 于 不 同 顶点 对 之 间 的 路 径 要 做 不 同 的 重新 加 权 ， 对 于 涉及 最 短路 径 长 度 的 比较 问题 
(例如 ， 计 算 网 的 直径 ) ， 重 新 加 权 可 能 会 对 其 产生 影响 。 在 这 些 情况 下 ， 我 们 需要 在 完成 
最 短路 径 计 算 之 后 但 在 使 用 该 结果 之 前 反 向 进行 重新 加 权 。 
重新 加 权 对 有 负 环 的 网 没有 作用 : 此 操作 不 会 改变 任何 环 的 权 值 ， 因 此 无 法 通过 重新 加 
权 来 去 除 环 。 但 是 对 于 不 含 负 环 的 网 ， 则 可 以 试图 找 出 一 组 顶点 权 值 ， 使 得 重新 加 权 可 导致 
边 权 值 非 负 ， 而 无 论 原来 的 边 权 值 是 什么 。 有 了 非 负 边 权 值 ， 就 可 以 利用 Dijkstra 算法 的 所 
有 对 版 本 来 解决 所 有 对 最 短路 径 问题 。 例 如 ， 对 于 示例 网 ， 图 21-31 给 出 了 一 个 这 样 的 例 
子 ， 而 图 21-32 则 显示 了 在 不 含 负 边 的 转换 后 的 网 中 利用 Dijkstra 算法 来 计算 最 短路 径 的 过 
程 。 以 下 性 质 说 明了 总 是 可 以 找 出 这 样 一 组 权 值 。 
性 质 21. 24 在 不 含 负 环 的 任何 网 中 ， 选 择 任何 一 个 顶点 ， 并 为 各 顶点 赋予 一 个 权 值 ， 
此 权 值 等 于 从 s 到 4 的 一 条 最 短路 径 的 长 度 。 可 以 利用 这 些 顶 点 权 值 对 网 进行 重新 加 权 ， 使 
得 将 s 与 其 可 达 顶 点 的 相连 接 的 边 均 有 非 负 权 值 。 
证 明 ”给 定 任意 边 v-w, v 的 权 值 为 到 达 " 的 一 条 最 短路 径 的 长 度 ，w 的 权 值 为 到 达 w 的 
一 条 最 短路 径 的 长 度 ， 如 果 v-w 是 到 达 w 的 最 短路 径 上 的 最 后 一 条 边 ， 那 么 zw 的 权 值 与 v 的 
权 值 之 差 恰 好 为 v-w 的 权 值 。 换 句 话 说， 对 此 边 重新 加 权 
将 得 到 的 权 值 为 0。 如 果 通 过 w 的 最 短路 径 的 权 值 没有 通 
过 v， 那么 wv 的 权 值 加 上 ww 的 权 值 必 定 大 于 或 等 于 w 的 权 
值 。 也 就 是 说 ， 重 新 对 此 边 进行 加 权 将 得 到 一 个 正 权 值 。 
| 
正如 使 用 Bellman-Ford 算法 检测 负 环 一 样 ， 在 一 个 不 含 
负 环 的 网 中 ， 有 两 种 方法 进行 处 理 可 使 每 个 边 权 值 为 非 负 。 
要 么 从 每 个 强 连通 分 量 的 一 个 源 点 开始 ， 要 么 增加 一 个 虚拟 人 





wt | .81 -.31 .20 .36 0 -.02 
顶点， 它 与 网 中 的 每 个 顶点 之 间 的 边 的 权 值 为 0。 无 论 哪 一 
种 情况 ， 其 结果 都 是 最 短路 径 生成 森林 ， 我 们 可 以 使 用 它 来 ”2 时 
为 每 个 顶点 赋 以 权 值 (从 此 根 到 它 在 SPT 中 顶点 的 路 径 的 2 5 “3 = 和 
权 值 ) 。 3-5 -.38 + .36 -(-.02) = 0 
例如 ， 图 21-31 中 所 选择 的 权 值 即 为 从 4 出 发 的 最 短路 579 27 0 1 
径 的 长 度 ， 因 此 对 于 以 顶点 4 为 根 的 最 短路 径 上 的 边 , 在 重 5-4 .21 +(-.02)- 0 = .19 
新 加 权 后 的 网 中 其 权 值 为 0。 sa 321 0 .20 7 12 
总 之 ， 对 于 含有 负 边 权 值 县 不 含 负 环 的 网 ， 可 以 如 下 处 5"1 .29 +(5.02)-(532) = 9 
理 来 求解 所 有 对 最 短路 径 问题 : ”图 21-31 对 网 重新 加 权 
。 应 用 Bellman-Ford 算法 找 出 原 网 中 的 一 个 最 短路 和 给 定 顶 点 权 值 的 赋值 (上 图 )， 
森林 。 、 通过 对 网 中 每 条 边 的 权 值 增加 其 源 


。 如果 算法 检测 出 一 个 负 环 ， 则 报告 这 一 事实 并 终止 。 
。 由 猴 林 对 网 进行 重新 加 权 。 
。 将 所 有 对 版 本 的 Dijkstra 算法 应 用 到 重新 加 权 的 
网 中 。 
这 个 计算 完成 之 后 ， 路 径 和 矩阵 给 出 这 两 个 网 中 的 最 短路 
径 ， 距 离 矩 阵 给 出 重新 加 权 的 网 中 的 路 径 长 度 。 这 一 系列 步 
又 有 时 称 为 Johnson 算法 (Johnson's algorithm) ( 见 第 5 部 分 
参考 文献 ) 。 


点 和 目的 顶点 的 权 值 之 差 ， 可 以 对 
网 的 所 有 边 进 行 重新 加 权 。 重 新 加 
权 并 不 影响 最 短路 径 ， 因 为 它 对 连 
接 每 对 顶点 路 径 的 改变 量 是 一 样 
的 。 例 如 ， 考 虑 路 径 0-5-4-2-3: 其 
权 值 为 .29 + .21 +.32 + .50 = 
1. 32， 它 在 重新 加 权 网 中 的 权 值 为 
1.12+.19+.12 +.34 = 1.77; 
这 些 权 值 差 为 .45 = .81 - .36， 
即 0 和 3 的 权 值 差 ; 0 和 3 之 间 的 
所 有 路 径 的 权 值 都 改变 这 个 量 。 





1-0 1.51 

2-1 0 

3-2 .34 

3~& 0 

5~3 0 

0-3 0 

5-0 1.12 : 2 怠 5 
-5 .23 gt 0 4 3 0 3 1 
4-1 .01 Wt 0 01 .3 0 0 01 
了 -名 

1-5 


0 1 2 3 人 5 
st 5 1 3 5 3 1 
wt -A1 0 1.17 .67 1.03 .29 


0 1 2 3 & 5 
st 5 & 3 5 .3 5 
wt |1.12 .01 .3 0 0 0 


图 21-32 重新 加 权 网 中 的 所 有 对 最 短路 径 

对 于 图 21-31 中 重新 加 权 的 网 ， 这 些 图 描述 了 其 北 网 中 每 个 项 点 的 SPT， 它 们 可 由 Dijkstra 算法 计算 得 到 图 21-26 
中 的 原 网 中 的 最 短路 径 。 这 些 路 径 与 重新 加 权 之 前 的 网 中 的 路 径 相同 。 因 此 ， 如 同 在 图 21-9 中 所 示 ， 这 些 图 中 的 入 向 
量 即 为 图 21-26 中 的 路 径 甜 阵 的 那些 列 。 此 图 中 的 wt 向量 对 应 距离 矩阵 中 的 列 ， 但 我 们 必须 撤销 对 每 个 元 素 的 重新 加 
权 ， 可 以 通过 减 去 路 径 中 源 顶 点 的 权 值 并 增加 目的 顶点 的 权 值 来 做 到 ( 见 图 21-31)。 例 如， 下 图 的 第 3 行 ， 可 见 这 两 
个 网 中 的 从 0 到 3 的 最 短路 径 均 为 0-5-1-4-3， 在 这 里 所 示 的 加 权 网 中 其 长 度 为 1. 13。 再 看 图 21-31， 可 以 计算 出 它 在 
原 网 中 的 长 度 ， 即 减 去 0 的 权 值 并 加 上 3 的 权 值 得 到 此 结果 1.13 - .81 + .36 = .68， 即 为 图 21-26 中 的 距离 趣 阵 的 
第 0 行 和 第 3 列 的 元 素 。 此 网 中 到 4 的 所 有 最 短路 径 长 度 均 为 0， 因 为 我 们 正 是 用 这 些 路 径 来 进行 重新 加 权 的 。 
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性 质 21. 25 使 用 Johnson 算法 ， 可 以 在 与 VE log, 了 成 正比 的 时 间 内 ， 解 决 不 含 负 环 的 
网 中 的 所 有 对 最 短路 径 问 题 ， 其 中 如 果 忆 <2V， 则 d=2; 否则 ，d = E/V。 

证 明 见 性 质 21.22~21.24。 以 及 上 一 段 中 的 总 结 。 由 性 质 21.7 和 21. 22 可 直接 得 到 
运行 时 间 的 最 坏 情况 下 界 。 国 

为 了 实现 Johnson 算法 ， 可 以 组 合 程序 21. 9 的 实现 、 性 质 21. 23 之 前 描述 的 重新 加 权 
代码 以 及 程序 21.4 中 Dijkstra 算法 的 所 有 对 最 短路 径 实 现 〈 或 者 对 于 稠密 图 ,程序 
20. 3) 。 在 性质 21. 22 的 证 明 中 提 到 过 ， 对 于 非 强 连通 的 网 ， 必 须 对 Bellman-Ford 算法 进 
行 适 当 修 改 ( 见 练习 21. 135 ~21.137)。 为 了 完成 所 有 对 最 短路 径 接口 的 实现 ,在 将 两 
个 向 量 复 制 进 距离 矩阵 和 路 径 和 矩阵 时 ,要么 通过 减 去 起 始 顶 点 的 权 值 再 加 上 目的 顶点 的 
权 值 来 计算 出 真正 的 路 径 长 度 (撤销 对 这 些 路 径 上 的 重新 加 权 ); 要 么 将 此 计算 放 人 此 
ADT 实现 的 GRAPHdist 中 。 

对 于 不 售 负 环 的 网 ， 检 测 环 的 问题 比 计算 由 一 个 源 点 到 所 有 其 他 顶点 的 最 短路 径 问 题 更 
容易 解决 ;而 后 者 较 之 于 计算 连接 所 有 顶点 对 的 最 短路 径 问 题解 决 起 来 又 更 为 容易 。 这 些 事 
实 与 我 们 的 直观 认识 完全 一 致 。 与 此 相反 ， 对 于 包含 负 权 值 的 网 ， 有 一 些 类 似 的 事实 则 不 是 
直观 的 : 本 节 所 讨论 的 算法 表明 ， 对 于 有 负 权 值 的 网 ， 对 于 这 3 个 问题 ， 已 知 的 最 好 算法 都 
有 着 类 似 的 最 坏 情 况 性 能 特征 。 例 如 ， 在 最 坏 情况 下 ， 要 确定 -一 个 网 是 否 有 一 个 负 环 ， 显 然 
这 与 在 有 同样 规模 且 无 负 环 的 网 中 找 出 所 有 最 短路 径 一 样 困难 。 
练习 

> 21. 109 修改 练习 21.5 和 21.6 的 随机 网 生成 器 ， 使 其 通过 重新 调整 来 产生 c 和 4 之 间 (其 
中 a 和 5 均 位 于 -1 和 1 之 间 ) 的 权 值 。 

> 21. 110 ”修改 练习 21.5 和 21.6 的 随机 网 生成 器 ， 使 其 通过 对 边 权 值 中 的 固定 百分比 (该 
值 由 客户 程序 提供 ) 取 负 来 产生 负 权 值 。 

5221. 111 对 于 尽 可 能 大 的 范围 的 V 和 EE 值 ， 开 发 一 个 程序 ， 使 其 利用 练习 21. 109 和 21. 110 
中 的 生成 吏 来 产生 一 个 负 权 值 占 较 大 百分比 、 但 至 多 只 有 几 个 负 环 的 网 。 

21. 112 ” 找 出 一 个 在 线 或 报纸 上 的 货币 兑换 表 。 使 用 它 构 建 一 个 套 汇 表 。 注 意 : 要 避免 仅 
由 几 个 值 计 算出 该 表 ， 因 为 这 样 不 能 给 出 足够 精确 的 引起 关注 的 兑换 信息 。 人 额外 收获 : 可 以 
们 此 在 货币 市 场 上 大 赚 一 笔 ! 

e21. 113 使 用 为 练习 21.112 所 找 出 的 兑换 信息 源 ， 构 建 一 列 套 汇 表 〈 任 何 信息 源 都 周期 性 
发 布 不 同 的 表 ) 。 找 出 你 能 在 表 中 发 现 的 所 有 套 汇 机 会 并 试图 找 出 它们 之 间 的 模式 。 例 如 ， 
机 会 是 在 每 日 出 现 ， 还 是 出 现 之 后 就 很 快 修正 呢 ? 

21. 114 ”开发 一 种 产生 随机 套 汇 问题 的 模型 。 你 的 目标 是 产生 与 练习 21. 113 中 所 用 表 尽 可 
能 类 似 的 表 。 

21. 115 开发 一 种 产生 带 有 截止 期 的 随机 作业 调度 问题 的 模型 。 你 的 目标 是 产生 可 能 可 行 
的 非 平凡 的 问题 。 

21. 116 ”修改 练习 21. 10 的 接口 与 实现 ， 使 用 对 最 短路 径 问 题 的 一 个 归 约 ， 使 客户 程序 有 
能 力 提 出 并 解决 带 有 截止 期 的 作业 调度 问题 。 

o21.117 解释 为 什么 以 下 观点 是 不 成 立 的 : 通过 性 质 21. 15 证 明 中 所 用 的 构造 ， 最 短路 径 
问题 可 归 约 为 差分 约束 问题 ， 而 差分 约束 问题 可 平凡 地 归 约 为 线性 规划 ， 因 此 ， 由 性 质 
21. 17， 线 性 规划 是 NP- 难 的 。 和 
21. 118 不 含 负 环 的 网 的 最 短路 径 问 题 可 归 约 为 带 有 截止 期 的 作业 调度 问题 吗 ? (这 两 个 问 
题 是 等 价 的 吗 ?) 证 明 你 的 答案 。 
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021.119 找 出 图 21-27 中 所 示例 子 的 最 小 权 值 环 (最 佳 套 汇 机 会 ) 。 

> 21. 120 ”对 于 可 能 含有 负 边 权 值 的 网 ， 证 明 找 出 其 最 小 权 值 环 是 NP- 难 的 。 

21. 121 对 于 某 种 网 ， 如 果 仅 仅 是 离开 源 点 的 边 带 有 负 权 值 ， 说 明 Dijkstra 算法 对 于 这 样 的 
网 也 可 正确 工作 。 

> 21. 122 基于 Floyd 算法 开发 一 个 ADT 实现 ,为 客户 程序 提供 检查 网 中 是 否 存 在 负 环 的 
能 力 。 

21. 123 按照 图 21-29 风格 ,对 于 练习 21.1 中 所 定义 的 网 ， 对 边 5-1 和 4-2 的 权 值 取 负 ， 
使 用 Floyd 算法 ， 显 示 计 算 其 所 有 对 最 短路 径 的 过 程 。 

e21. 124 Floyd 算法 对 于 完全 网 (有 信条 边 的 网 ) 是 最 优 的 吗 ? 证 明 你 的 答案 。 

21. 125 按照 图 21-3 ~21-32 风格 ， 对 于 练习 21. 1 中 所 定义 的 网 ， 对 边 $-1 和 4-2 的 权 值 取 
人 负 ， 使 用 Bellman-Ford 算法 ， 显 示 计 算 其 所 有 对 最 短路 径 的 过 程 。 

> 21. 126 基于 Bellman-Ford 算法 开发 一 个 ADT 实现 ,使 用 从 每 个 强 连 通 分 量 中 的 某 个 源 点 
开始 的 方法 ， 为 客户 程序 提供 检查 网 中 是 否 存 在 负 环 的 能 力 。 

> 21. 127 基于 Bellman-Ford 算法 开发 一 个 ADT 实现 ， 使 用 一 个 边 连 向 网 中 所 有 顶点 的 虚拟 
顶点 ， 为 客户 程序 提供 检查 网 中 是 否 存在 负 环 的 能 力 。 

221. 128 给 出 一 组 图 ， 使 得 程序 21. 9 对 于 这 组 图 找 出 负 环 所 用 时 间 与 VE 成 正比 。 

> 21. 129 对 于 练习 21. 89 中 的 带 有 截止 期 的 作业 调度 问题 ， 显 示 程 序 21.9 所 计算 出 的 
调度 。 

c21. 130 证 明 以 下 一 般 算 法 可 以 解决 单 源 点 最 短路 径 问 题 :“ 松 驰 任何 边 ; 继续 直到 没有 边 
可 被 松 驰 。” 

21. 131 修改 程序 21.9 的 Bellman-Ford 算法 实现 ， 使 之 使 用 随机 队列 ， 而 不 是 FIFO 队列 
(练习 21. 130 的 绪 果 证 明了 这 种 方法 是 正确 的 ) 。 

221. 132 修改 程序 21.9 的 Bellman-Ford 算法 实 更 ， 使 之 使 用 双 端 队列 ， 而 不 是 FIFO 队列 ， 
满足 边 按 照 以 下 规则 放 人 双 端 队列 中 : 如 果 边 以 前 已 放 入 过 双 端 队列 ， 则 将 其 放 在 队列 开始 
处 (类 似 于 堆栈 ); 如 果 边 是 首次 过 到 ， 则 将 其 放 在 队列 最 后 (类似 于 队列 )。 

21. 133 ”进行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 网 〈 见 练习 21. 109 ~ 21. 111) ， 比 较 练 习 21. 131 
和 练习 21. 132 的 实现 与 程序 21. 9 性 能 。 

co21. 134 修改 程序 21.9 的 Bellman-Ford 算法 的 实现 ， 从 而 实现 一 个 函数 GRAPHnegeycle ， 

使 其 返回 任何 负 环 中 的 任何 顶点 的 索引 ， 如 果 网 中 不 存在 负 环 ， 则 返回 -1。 当 出 现 一 个 负 
环 时 ， 此 函数 还 应 该 保存 st 数组 ， 使 得 数组 中 的 以 下 链接 能 以 正常 的 方式 (从 返回 值 开始 ) 
通过 此 环 进 行 跟踪 。 

0 21. 135 修改 程序 21.9 的 Bellman-Ford 算法 的 实现 ， 从 而 为 Johnson 算法 设置 所 需要 的 顶点 
权 值 ， 使 用 以 下 方法 。 每 当 队 列 为 空 时 ,扫描 st 数组 找 出 一 个 其 权 值 尚未 设置 的 顶点， 并 
返回 以 此 顶点 做 为 源 点 的 算法 (将 同一 连通 分 量 中 的 所 有 顶点 的 权 值 设置 为 该 源 点 ) ， 继 续 
这 一 过 程 ， 直 到 所 有 强 连 通 分 量 都 已 被 处 理 。 

> 21. 136 ”对 于 一 般 网 的 邻接 表 表 示 (基于 Johnson 算法 )， 通过 对 程序 21.9 和 程序 21.4 进 

行 适当 的 修改 ， 开 发 一 个 所 有 对 最 短路 径 ADT 接口 的 实现 。 
21. 137 ”开发 稠密 网 (基于 Johnson 算法 ) 的 所 有 对 最 短路 径 的 ADT 接口 的 实现 ( 见 练习 
21. 136 和 练习 21. 43 ) 。 进 行 实验 研究 ， 对 于 各 种 类 型 的 网 ( 见 练习 21. 109 ~21. 111 ) ， 将 
你 的 实现 与 Floyd 算法 (程序 21.5) 进行 比较 。 

。 21. 138 在 练习 21. 137 的 解 中 增加 一 个 ADT 函数 ， 人 允许 客户 程序 减 小 一 条 边 的 成 本 。 返 回 
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一 个 指示 此 行为 是 否 创 建 负 环 的 标志 。 如 果 没 有 ， 则 更 新 路 径 和 矩阵 和 距离 和 矩阵， 以 反映 任何 
新 的 最 短路 径 。 你 的 函数 所 需 时 间 应 该 与 下 成 正比 。 

。21. 139 实现 网 ADT 函数 ， 它 类 似 练习 21. 138 中 所 描述 的 函数 ， 并 人 允许 客户 程序 插入 和 删 
除 边 。 

*21. 140 对 于 权 什 限定 在 一 个 常量 的 绝对 值 范围 内 的 特殊 人 情况， 开发 一 个 算法 ， 突 破 一 般 
网 中 单 源 点 最 短路 径 算法 问题 的 屏障 VE。 


21.8 展望 


表 21-4 总 结 了 本 章 所 讨论 过 的 算法 ， 并 给 出 了 其 最 坏 情 况 下 的 性 能 特征 。 如 在 21.6 节 
中 所 讨论 的 ， 这 些 算 法 有 着 广泛 应 用 ， 因 为 从 某 种 技术 层面 ， 最 短路 径 问 题 与 大 量 的 其 他 问 
题 有 关 ， 它 们 直接 导致 了 求解 这 类 问题 的 高 效 算法 ， 或 者 至 少 指明 了 存在 这 样 的 算法 。 

对 于 边 权 值 可 能 为 负 的 网 ， 寻 找 最 短路 径 的 一 般 问 题 是 难 解 的 。 最 短路 径 问 题 是 划分 难 
解 问题 和 容易 问题 界限 的 一 个 良好 尺度， 因为 当 将 边 权 值 限 制 到 正 的 边 权 值 或 是 无 环 时 ， 甚 
至 在 对 子 问 题 进 行 限制 ， 存 在 负 边 权 值 但 不 存在 负 环 时 ， 有 大 量 的 算法 可 以 求解 这 个 问题 的 
不 同 版 本 。 尽 管 对 于 不 含 负 环 的 网 的 单 源 点 问题 和 含有 非 负 权 值 的 网 的 所 有 对 最 短路 径 ， 其 
最 佳 已 知 下 界 和 最 佳 已 知 算法 之 间 存 在 巨大 的 鸿沟 ， 但 有 些 算 法 确实 是 最 优 的 或 渐 近 最 
优 的 。 

表 21-4 ”最 短路 径 算 法 的 开销 


此 表 总 结 了 本 章 所 考虑 的 各 种 最 短路 径 算 法 的 开销 (最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 ) 。 保 守 给 出 的 最 坏 情 况 下 的 界限 可 
能 对 于 预测 实际 网 的 性 能 并 无 用 处 ， 特 别 是 Belhman-Ford 算法 ， 其 一 般 情况 下 运行 时 间 为 线性 。 


权 值 约束 算 法 开 销 注 释 
单 源 点 
非 负 Dijkstra V2 最 优 (稠密 图 ) 
非 负 Dijksira (PFS) ElgV 保守 界 
无 环 源 点 队列 E 最 优 
不 含 负 环 Bellman-Ford VE 有 改进 空间 ? 
无 开放 问题 ? NP- 难 
所 有 对 
非 负 Floyd V3 对 所 有 网 相同 
非 负 Dijkstra ( PFS ) VElgV 保守 界 
无 环 DFS VE 对 所 有 网 相同 
不 含 负 环 Floyd 了 对 所 有 网 相间 
不 含 负 环 Johnson VElgV 保守 界 
无 开放 问题 ? NP- 难 


这 些 算 法 都 是 基于 少数 抽象 操作 并 可 以 调整 到 一 般 环境 中 。 具 体 地 说 ,我 们 对 边 权 值 所 
做 的 唯一 操作 是 加 法 操作 和 比较 操作 : 任何 允许 这 些 操 作 的 环境 都 可 作为 最 短路 径 算法 的 平 
台 。 如 前 面 提 到 的 ， 这 一 点 将 计算 有 向 图 的 传递 闭 包 的 算法 与 找 出 网 中 最 短路 径 的 算法 统一 
起 来 。 负 边 权 值 所 带 来 的 困难 对 应 于 这 些 抽象 操作 的 一 个 单调 性 : 如 果 我 们 可 以 确保 两 个 权 
值 之 和 不 会 小 于 其 中 任何 一 个 权 值 ， 那 么 就 可 以 使 用 21.2 ~21.4 节 中 的 算法 ; 如 果 不 能 确 
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保 这 一 点 ， 就 必须 使 用 21.7 中 的 算法 。 将 这 些 考虑 封装 在 ADT 中 是 很 容易 做 到 的 ， 而 且 扩 
展 了 算法 的 用 途 。 

最 短路 径 问 题 将 我 们 放 在 一 个 十 字 路 口上 , 一边 是 基本 的 图 处 理 算法 ， 男 一 边 是 无 法 解 
决 的 问题 。 最 短路 径 问题 是 我 们 所 考虑 的 具有 类 似 特征 的 几 个 其 他 类 问题 中 的 第 一 类 问题 ， 
包括 网 络 流 问题 (network flow problem) 和 线性 规划 (linear programming) 。 如 在 最 短路 径 中 
存在 界限 一 样 ， 在 这 些 领域 的 容易 问题 和 难 解 问题 之 间 也 存在 明显 界限 。 在 各 种 限制 适当 
时 ， 不 仅 有 大 量 有 效 算 法 可 用 ， 而 且 有 大 量 机 会 发 明 更 好 的 算法 ， 还 有 很 多 情况 会 遇 到 NP- 难 
问题 。 

在 计算 机 和 计算 机 算法 发 明之 前 ,许多 此 类 的 问题 作为 运筹 学 问题 得 到 了 深入 的 研究 。 
在 历史 上 ， 运 筹 学 主要 关注 的 是 一 般 性 的 数学 和 算法 模型 ， 而 计算 机 科学 所 强调 的 则 是 即 可 
人 允许 有 效 实现 又 可 允许 构建 一 般 解 的 特定 算法 学 解决 方案 和 基本 抽象 。 作 为 源 于 运筹 学 的 模 
型 和 源 于 计算 机 科学 的 基本 算法 学 抽象 均 已 用 于 开发 可 以 解决 大 型 实际 问题 的 计算 机 实现 。 
运筹 学 和 计算 机 科学 之 间 的 界限 在 这 些 领域 已 经 模糊 : 例如 ， 在 这 两 个 研究 领域 的 科研 人 员 
寻求 诸如 最 短路 径 等 问题 的 有 效 解 决 方法 。 在 处 理 更 为 困难 的 问题 时 ， 会 利用 这 两 个 研究 领 
域 中 的 经 典 方法 。 
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图 、 有 向 图 和 网 不 仅 是 数学 上 的 抽象 ， 在 实际 中 也 相当 有 用 ， 因 为 它们 可 以 帮助 我 们 解 
决 很 多 重要 的 问题 。 在 这 一 章 里 ,我 们 扩展 求解 网 络 问 题 的 模型 ， 以 便 包 含 以 下 动态 的 情 
形 ， 想 象 有 物流 通过 网 络 ， 而 且 不 同 路 径 上 成 本 不 同 。 这 些 扩展 可 以 处 理 一 大 类 问题 ， 并 日 
具有 广泛 应 用 。 

我 们 看 到 利用 少数 几 个 自然 模型 就 能 处 理 这 些 问题 和 应 用 ， 而 且 这 些 模型 可 以 通过 归 约 
从 一 个 模型 变 成 另 一 个 模型 。 形 式 化 这 些 基 本 问题 的 方法 有 几 种 ,它们 在 理论 上 是 等 价 的 。 
为 了 实现 解决 这 些 问 题 的 方法 ， 我们 要 解决 两 个 特定 的 问题 ， 首 先 研 制 解决 这 些 问题 的 高 效 
算法 ， 然 后 研制 一 些 通 过 找 出 归 约 到 已 知 问题 的 其 他 问题 的 求解 算法 。 

在 实际 中 ， 我 们 并 不 总 是 能 够 像 这 种 理想 情况 一 样 ， 能 自由 地 选择 。 因 为 并 没有 证 明 每 
一 对 问题 之 间 的 归 约 关系 ， 而 且 解 决 这 些 问 题 的 最 优 算法 极 少 。 可 能 某 个 问题 的 高 效 解法 尚 
未 发 现 ， 也 可 能 对 于 一 对 给 定 的 问题 ， 尚 未 发 现 其 高 效 的 归 约 。 我 们 在 本 章 中 所 讨论 的 网 络 
流 问题 的 形式 化 一 直 很 成 功 ， 不 仅 由 于 可 以 容易 地 定义 很 多 问题 与 网 络 流 问 题 的 归 约 ， 而 且 
由 于 解决 基本 网 络 流 的 大 量 高 效 算 法 已 被 发 明 出 来 。 

以 下 例子 可 说 明 使 用 网 络 流 模 型 、 算 法 和 实现 所 能 处 理 的 问题 。 这 些 问题 可 分 成 几 类 ， 
配送 (distribution》 问题 、 匹 配 (matching) 问题 和 分 割 (cut) 问题 。 我 们 依次 考察 。 我 们 
不 只 是 研究 这 些 例子 中 的 细节 ， 还 将 指出 几 个 不 同 的 相关 问题 。 本 章 稍 后 在 着 手 研制 和 实现 
算法 时 ， 将 会 给 出 这 里 提 到 过 的 这 些 问题 的 严格 描述 。 

在 配送 问题 中 ， 我们 所 关心 的 是 在 网 络 中 将 对 象 从 一 处 移 到 另 一 处 。 无 论 是 通过 遍及 全 
国 的 高 速 公 路 将 汉堡 和 鸡 块 送 抵 快 餐 店 或 是 将 玩具 和 衣物 送 抵 折 扣 店 ， 还 是 通过 遍布 世界 的 
通信 网 络 将 软件 送 至 计算 机 或 将 位 流 送 至 显示 屏 ， 其 核心 问题 都 是 一 样 的 。 在 管理 一 个 大 型 
而 复杂 的 业务 时 ， 配 送 问 题 是 我 们 所 面临 的 一 个 典型 难题 。 解 决 这 类 问题 的 算法 已 得 广泛 应 
用 ， 并 且 在 很 多 应 用 中 非常 关键 。 

商品 配送 (Merchandise distribution) ”一 个 公司 有 多 家 工厂 生产 商品 ; 有 配送 中 心 临 时 
存储 商品 ， 还 有 零售 店 销售 商品 。 公 司 必须 通过 配送 中 心 定 期 地 将 商品 从 工厂 配送 至 零售 
店 ， 其 中 使 用 不 同 容量 和 单位 瑟 送 成 本 的 配送 渠道 。 是 否 能 将 商品 由 仓库 送 至 零售 店 ， 并 使 
得 各 处 满足 供需 关系 呢 ? 达 到 这 一 目的 的 最 小 成 本 是 多 少 ? 图 22-1 描述 了 一 个 配送 问题 的 
例子 。 

图 22-2 展示 了 一 个 运输 (transportation〉 问题 ， 它 是 商品 配送 问题 的 一 个 特例 。 在 这 个 
问题 中 ， 没 有 配送 中 心 和 渠道 容量 的 限制 。 这 个 版 本 的 问题 自身 很 重要 ， 并 且 意 义 重 大 
(我 们 将 在 22.7 中 讨论 ) 。 这 不 仅 是 由 于 其 存在 重要 的 直接 应 用 ， 而 且 还 因为 它 根本 不 是 一 
个 “特例 ”。 实 际 上 ， 它 在 难度 上 等 价 于 该 问题 的 一 般 形式 。 

通信 (Communication) ”通信 网 络 有 一 组 在 服务 器 间 传 输 消 息 的 需求 ， 这 些 服务 器 由 信 
道 (抽象 线路 ) 相连 接 ， 而 信道 能 以 不 同 的 速率 传送 信息 。 在 网 络 中 的 两 个 特定 服务 器 之 
闻 ， 信 息 所 能 传输 的 最 大 速率 是 多 少 ? 如 果 信 道 关联 有 成 本 ， 和 那么 以 某 个 小 于 最 大 速率 的 给 
定 速率 发 送信 息 的 最 便宜 的 方法 是 什么 ? 

交通 流量 (Traffic flow) 一 个 市 政府 需要 制定 一 个 计划 朴 散在 紧急 情况 下 城市 中 的 人 
群 。 如 果 假 设 可 以 控制 交通 流量 来 达到 最 小 时 间 ， 那 么 城市 人 群 昼 散 所 需 的 最 少时 间 是 多 
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少 ? 交通 计划 的 制定 者 也 可 以 提出 确定 哪些 新 的 道路 、 桥 梁 或 隧道 可 以 缓解 上 班 高 峰 或 假 
期 -周末 交通 之 类 的 问题 。 

在 匹配 (matching) 问题 中 ， 网 络 表示 连接 各 对 顶点 的 可 能 方式 ， 我 们 的 月 标 是 从 中 
(按照 某 种 特定 的 准则 ) 选择 某 些 连 接 ， 且 任何 顶点 不 能 选择 两 次 。 换 句 话 说， 所 选 出 的 边 
集 定 义 了 一 种 将 顶点 彼此 配对 的 方法 。 我 们 可 以 把 学 生 与 大 学 相 匹配 、 求 职 者 与 职位 相 匹 
配 、 诛 程 与 学 校 学 时 相 匹 配 ， 或 者 是 议员 与 议会 坐席 相 匹配 。 在 以 上 各 种 情况 中 ， 对 于 所 寻 
求 的 匹配 ， 可 以 想象 出 许多 定义 其 特征 的 准则 。 





供应 点 渠道 单位 配送 成 本 ”最 大 容量 
人 8 二 QO-3: 2 2 
1: 4 0-7: 1 3 
2: 6 1-4: 5 5 供应 点 渠道 ”单位 配送 成 本 
配送 点 2-4: 3 4 0: 3 0-6: 2 
3 必 一 全 工 性 1: 各 0-7: 1 
4 3-5: 3 2 2: 6 0-8: 5 
5 3-6: 各 1 3: 3 1-6: 3 
求 点 入- 与 : 2 5 :+ 2 1-5: 1 
S -6: 1 和 6 _a. 
7: 7 S-7: 6 6 需求 点 6 2 4 
8; 3 5-8: 3 人 6: 6 3-6: 2 
9: 4 -9: 攻 3 7: 7 3-7: 1 
8; 3 -9: 6 
9: € -5: 3 
图 22-1 配送 问题 的 例子 图 22-2 运输 问题 
在 这 个 配送 问题 的 实例 中 ， 有 3 个 供应 顶点 (0 至 这 个 运输 问题 与 配送 问题 类 似 ， 但 无 渠道 客 量 限 
2) ,4 个 配送 顶点 (3 至 6)， 3 个 需求 顶点 (7 至 9)， 制 ， 也 没有 配送 顶点 。 在 这 个 实例 中 ,我们 有 5 个 供 
以 及 12 个 配送 渠道 。 每 个 供应 顶点 对 应 一 个 生产 率 ; 应 顶点 {0 至 4)，5 个 需求 顶点 ($5 至 9),， 以 及 12 


每 个 需求 顶点 对 应 一 个 消费 率 ; 而 每 条 渠道 有 一 个 最 大 个 本 道 。 问 题 是 求 配 送 物料 的 最 小 成 本 ， 使 得 各 处 的 
容量 以 及 单位 配送 成 本 。 这 个 问题 是 通过 渠道 (不 超过 供应 量 和 需求 量 正 好 相等 。 明 确 地 说 ， 我 们 要 求 对 边 
容量 限制 ) 配送 物料 使 成 本 最 小 ， 并 使 离开 每 个 供应 顶 上 赋 以 权 值 (配送 举 ), 使 得 出 边 上 的 权 值 之 和 等 于 
点 的 物料 的 速率 等 于 该 顶点 的 生产 率 ; 物料 到 达 兽 个 需 每 个 供应 顶点 上 的 供应 量 ; 入 边 上 的 权 值 之 和 等 于 每 
求 顶 点 的 速率 等 于 该 顶点 的 消费 率 ; 并且 物 料 到 达 每 个 个 需求 顶点 上 的 需求 量 ; 并 使 所 有 这 些 分 配 的 总 成 本 
配送 顶点 的 总 速率 等 于 物料 离开 该 顶点 的 总 速率 。 达到 最 小 【所 有 边 上 权 值 乘 以 成 本 的 和 ) 。 

工作 安排 (Job placement) 工作 安排 服务 为 一 组 学 生 和 一 组 公司 安排 相应 的 面试 ; 
些 面 试 结果 会 提供 -一 组 工作 机 会 。 假 设 一 个 面试 后 有 一 个 工作 机 会 表示 学 生 与 公司 工作 之 间 
相互 感 兴趣 ， 大 家 最 感 兴趣 的 是 使 公 Y 司 工作 安排 的 数目 最 大 化 。 图 22-3 是 一 个 例子 ， 说明 
这 个 问题 可 以 很 复杂 。 

最 小 距离 点 匹配 (Minimum-distance point matching) ”已 知 两 个 NN 个 点 的 集合 ， 找 NN 条 线 
段 的 一 个 集合 ， 每 条 线段 的 两 个 端点 分 别 来 自 这 两 个 集合 ， 并 使 线段 的 长 度 之 和 达到 最 小 。 
和 个 半 凡 条 辣 是 可 用 于 人 这 归 中 系统 。 和 这 的 每 次 担 撞 给 由 表示 飞机 的 一 ee 
人 


考虑 ， 
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在 分 割 问题 中 ， 如 图 22-4 所 示 ， 我 们 去 掉 一 些 边 把 网 络 分 割 成 两 个 或 多 个 部 分 。 分 制 
问题 与 我 们 在 第 18 章 中 最 早 讨论 的 图 的 连通 性 等 基本 问题 直接 相关 。 本 章 讨论 一 个 中 心 定 
理 ， 它 显示 出 分 割 问题 与 流 问 题 有 着 令 人 惊奇 的 关联 ， 大 大 扩展 了 网 络 流 算法 的 应 用 范 团 。 

网 络 可 靠 性 . (Network rejiability) ”可 以 把 一 个 电话 网 络 看 
成 通过 交换 机 连接 电话 的 一 组 线路 组 成 。 对 于 任何 两 个 给 定 
的 电话 ， 可 能 存在 通过 骨干 线路 连接 的 一 条 开关 路 径 。 问 题 
是 要 使 任何 一 对 交换 机 保持 连通 ， 能 够 分 割 的 最 少 骨干 线路 
数 是 多 少 ? 

分 割 补 给 线 〈 Cutting supply line) ”战争 中 的 国家 会 将 补 
给 物资 沿 着 互 连 的 高 速 公 路 系统 从 仓库 转移 至 军队 。 敌 方 可 
能 通过 炸 毁 公路 来 切断 军队 的 补给 ， 破 坏 公 路 所 需 的 炸弹 数 
与 路 宽 成 正比 。 问 题 是 为 了 导致 没有 军队 得 到 补给 ， 敌 方 搞 
破坏 所 需 的 最 小 炸弹 数 是 多 少 ? 

以 上 所 述 的 每 个 应 用 都 直接 引出 很 多 的 相关 问题 ， 另 外 ， 
还 有 其 他 相关 模型 ， 比 如 说 我 们 在 第 21 章 中 所 考虑 的 作业 调 
度 问题 。 本 章 中 会 考虑 很 多 的 例子 , 但 也 只 是 对 直接 有 关 的 
一 小 部 分 重要 问题 进行 处 理 。 

本 章 所 讨论 的 网 络 流 模型 非常 重要 ， 这 不 仅 在 于 它 为 我 
们 提供 了 两 个 可 简单 表述 的 问题 ,很 多 实际 问题 都 可 以 归 约 图 22.3 工作 安排 
到 这 两 个 问题 ， 而 且 我 们 还 有 求解 这 两 个 问题 的 高 效 算 法 。 假设 有 6 个 学 生 ， 每 个 学 生 
应 用 的 广度 已 导致 开发 了 很 多 算法 及 实现 。 我 们 考虑 的 很 多 需要 工作 ， 有 6 个 公司 ， 每 个 公 
解决 方法 说 明了 对 一 般 应 用 实现 的 需求 与 要 求 特定 问题 的 高 。 中信 个 训 全 生生 个 列 
效 算法 之 间 的 对 立 。 网 络 流 算法 的 研究 非常 吸引 人 ， 因 为 它 。 列 按 照 公司 名 排序 ) 表示 学 生 与 
使 我 们 相当 接近 达到 这 两 个 目标 的 简洁 而 精巧 的 实现 。 工作 之 间 的 相互 兴趣 。 问 题 是 能 

我 们 在 网 络 流 模型 内 考虑 两 个 特殊 的 问题 : 最 大 流 工作 共 ， 开 是 入 三 估 二 全国 
(maxflow) 问题 和 最 小 成 本 流 〈mincost-fiow) 问题 。 我 们 讨 应聘 ,每 个 学 生 都 找到 一 
论 求解 问题 的 这 些 模型 、 第 21 章 中 的 最 短路 径 模型 、 第 8 部 。 介 ” 大 时 下 能， 以 确 全 的 工作 
分 的 线性 规划 (LP) 模型， 以 及 大 量 特定 问题 的 模型 (包括 : 
刚才 所 讨论 的 那些 模型 ) 之 间 的 特定 关系 。 

乍 一 看 ， 很 多 问题 与 网 络 流 模型 完全 不 同 。 确 定 一 个 给 定 问题 与 已 知 问题 的 关系 ， 常 党 
对 于 开发 该 问题 的 一 个 解决 方案 是 最 重要 的 一 步 。 此 外 ， 这 一 步 通常 也 很 重要 ， 因 为 如 同 图 
算法 一 样 ， 在 试图 开发 实现 之 前 ， 我 们 必须 理解 容易 问题 和 难 解 问题 之 间 的 细微 的 界限 。 本 章 
中 我 们 将 要 考虑 的 基础 结构 和 问题 之 间 的 关系 ， 为 我 们 讨论 这 些 间 题 提供 了 很 有 用 的 环境 。 

在 第 17 章 开始 讨论 的 大 致 分 类 中 ， 我 们 在 本 章 考察 的 算法 表明 了 网 络 流 算法 要 归 为 
“容易 问题 "， 因 为 我 们 直接 实现 的 算法 可 以 保证 它 的 运行 时 间 与 网 络 规模 的 多 项 式 成 正比 。 
其 他 实现 尽管 不 能 保证 在 最 坏 情况 下 的 多 项 式 时 间 ， 但 相当 简洁 、 精 巧 。 它 们 也 已 被 证 明 可 
用 于 求解 一 大 类 的 其 他 实际 问题 ， 诸 如 这 里 讨论 的 那些 问题 。 我 们 详细 考虑 它们 是 因为 它们 
的 实用 性 。 研 究 人 员 仍 在 寻求 这 些 问题 的 更 快速 的 算法 ， 以 便 用 于 大 型 问题 和 在 关键 应 用 中 
节省 成 本 。 对 于 网 络 流 问 题 ， 确 保 尽 可 能 快 的 理想 的 最 优 算法 还 有 待 发 现 。 

一 方面 ， 我 们 已 经 知道 ， 已 经 归 约 到 网 络 流 问题 的 一 些 问 题 使 用 专门 算法 更 容易 求解 。 
原则 上 ， 可 以 讨论 实现 和 改进 这 些 专门 的 算法 。 尽 管 这 种 方法 在 某 些 情况 下 很 有 效 ， 但 是 可 
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解决 很 多 问题 (除了 那些 可 以 归 约 到 网 络 流 的 问题 ) 的 高 效 算法 仍然 未 知 。 即 使 专门 算法 
是 已 项 的 ， 开 发 胜 过 优秀 网 络 流 代码 的 实现 具有 挑战 性 。 此 外 ， 研究 人 员 仍 然 在 改进 网 络 流 
算法 ， 对 于 一 个 给 定 的 实际 问题 ， 也 有 这 种 可 能 性 ， 一 个 好 的 网 络 流 算法 胜 过 已 知 的 专门 
算法 。 

另 一 方面 ， 网 络 流 问题 是 我 们 在 第 8 部 分 所 讨论 的 更 一 
般 线 性 规划 (LP) 问题 的 特例 。 尽 管 可 以 (人 们 常 这 样 做 ) 
使 用 一 个 求解 LP 问题 的 算法 来 解决 网 络 流 问 题 ， 但 是 我 们 
所 考虑 的 网 络 流 算法 比 那些 求解 LP 问题 的 算法 更 简单 ， 也 
更 为 高 效 。 然 而 研究 人 员 仍 然 在 改进 LP 问题 的 算法 ， 因 此 
在 用 于 实际 的 网 络 流 问题 时 ， 一 个 对 于 LP 问题 的 好 算法 仍 
有 可 能 会 优 于 本 章 中 所 考虑 的 所 有 算法 。 

网 络 流 问 题 的 经 典 解决 方案 与 我 们 考察 过 的 其 他 图 算法 
密切 相关 。 而 且 还 能 使 用 已 开发 的 算法 工具 写 出 求解 这 些 问 
题 的 非常 简洁 的 程序 。 正 如 在 很 多 其 他 情况 所 见 到 的 ， 好 算 
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在 22. 1 节 中 我 们 考察 流 网 络 (flow network) 的 基本 性 道路 。 黑 点 表示 敌 方 切断 军队 补给 
质 ， 其 中 我 们 把 网 络 的 边 上 权 值 解释 为 容量 《capacity) ， 并 。 介 加 各 天 这 二 
考察 流 (flow) 的 性 质 ， 它 是 满足 某 些 自然 约束 的 第 二 组 边 草 一 条 边 的 成 本 与 其 宽度 成 正 
权 值 。 接 下 来 ， 我 们 考察 最 大 流 (maxflow) 问题 ， 即 计算 出 比 ), 我 方 军队 的 目标 是 设计 一 个 
最 适合 于 某 种 条 件 的 一 个 流 。 在 22. 2 节 和 22. 3 节 中 ， 我 们 。 作风 结 使 帮 方 的 六 小 记 术 达到 最 
考察 求解 最 大 流 问 题 的 两 种 方法 ， 并 考虑 它 的 多 种 实现 。 我 靠 性 和 其 他 很 多 应 用 也 很 有 用 。 
们 考察 的 很 多 算法 和 数据 结构 与 开发 最 大 流 问 题 的 高 效 解 直 
接 相 关 。 我 们 尚 无 解决 最 大 流 问题 的 可 能 的 最 佳 算法 ,但 是 会 讨论 一 些 有 用 的 特定 实现 。 在 
22.4 中 ， 为 了 说 明 最 大 流 问 题 的 范围 ， 我 们 考察 不 同 的 形式 化 描述 ， 以 及 涉及 其 他 问题 的 
归 约 。 

最 大 流 算 法 和 实现 为 我 们 讨论 一 个 更 为 重要 且 通 用 的 模型 做 好 了 准备 ， 该 模型 称 为 “最 
小 成 本 流 问 题 (mincost flow problem)”。 在 这 个 模型 中 ， 我 们 首先 指派 成 本 (cost) 〈 夯 一 组 
边 的 权 值 ) ， 并 定义 流 ， 然 后 找 出 有 最 小 成 本 的 最 大 流 问 题 的 一 种 解决 方案 。 我 们 考察 最 小 
成 本 流 问 题 的 一 个 称 为 消 环 算 法 的 经 典 通用 解 ; 然后 在 22.6 节 ， 给 出 称 为 网 络 单纯 形 算法 
(network simplex algorithm) 的 消 环 算法 的 一 种 特定 实现 。 在 22.7 节 ， 我 们 讨论 归 约 到 最 小 
成 本 流 问题 的 方法 ， 其 中 包括 以 上 提 到 的 所 有 应 用 (以 及 其 他 应 用 )。 

网 络 流 算 法 作为 本 书 的 最 后 一 章 是 由 很 多 原因 的 。 它 们 表示 了 对 我 们 学 习 诸 如 链表 、 优 
先 队 列 和 通用 图 搜索 算法 的 基本 算法 付出 的 一 种 回报 。 我 们 学 习 的 ADT 实现 直接 导致 了 网 
络 流 问题 的 简洁 和 高 效 的 ADT 实现 。 这 些 实现 使 我 们 拥有 更 高 层次 的 求解 问题 的 能 力 ， 而 
且 在 许多 实际 应 用 中 直接 可 用 。 进 而 ， 研 究 其 应 用 以 及 理解 其 局 限 性 也 可 以 为 我 们 在 第 八 部 
分 考察 更 好 的 算法 和 更 难 的 问题 莫 定 基础 。 


22.1 流 网 络 


为 了 描述 网 络 流 算法 ， 我 们 先 从 一 个 理想 的 物理 模型 开始 ， 在 这 个 模型 中 的 很 多 基本 概 
念 都 是 直观 的 。 具 体 地 说 ， 想 象 有 一 组 相互 连接 的 大 小 可 变 的 输油管 道 ， 有 开关 控制 着 接合 
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处 流 的 方向 ， 如 图 22-5 中 描述 的 示例 。 我 们 进一步 假设 网 络 只 有 一 个 源 点 (比如 说 一 个 油 
田 )， 且 只 有 一 个 汇 点 《上 比如 说 一 个 大 的 炼油 厂 ) ， 所 有 管道 最 终 都 连 到 这 个 汇 点 。 在 每 个 
项 点 上 ， 当 流 进 量 与 流出 量 相等 时 ， 所 流 的 油 达 到 平衡 。 我 们 使 用 同一 单位 度量 流 和 管道 容 
量 〈 比 如 说 每 秒 加仑 数 ) 。 

如 采 每 个 开关 具有 如 下 性 质 : 流 进 管道 的 总 容量 与 流出 管道 的 总 容量 相等 ， 那 么 没有 问 
题 需 要 解决 。 我 们 只 需 把 所 有 管道 充满 到 其 容量 即 可 。 和 否则 ， 并 不 是 所 有 管道 都 会 充满 ， 而 
是 油 流通 过 网 络 ， 并 由 接合 处 的 开关 设置 控制 ， 从 而 使 流 人 每 个 接合 处 的 油 量 等 于 流出 的 油 
量 。 但 是 接合 处 的 这 种 局 部 平衡 草 含 着 网 络 作为 整体 的 平衡 ， 我 们 在 性 质 22. 1 中 将 证 明 流 
入 汇 点 的 油 量 等 于 流出 源 点 的 量 。 此 外 ， 如 在 图 22-6 中 所 描述 的 ， 从 源 点 到 汇 点 的 流量 接 
合 处 的 开关 设置 对 于 通过 网 络 的 流 有 显著 影响 。 给 定 这 些 事实 ， 我 们 对 以 下 问题 感 兴趣 : 如 
何 设置 开关 才能 使 从 源 点 到 汇 点 的 油 的 流量 达到 最 大 ? 


容量 
0-1 2 
0-2 3 
gy 
1-4 1 
2-3 1 
2-4 1 
3-5 2 
4-5 3 
0-1 2 2 
0-2 3 2 
1-3 3 1 
1 -4 1 1 
2-3 1 1 
2-4 1 1 
3-5 2 2 
4-5 2 





图 22-5 网 络 流 

流 网 络 是 一 个 加 权 网 络 ， 其 中 边 上 的 权 值 为 容量 
(上 图 )。 我 们 的 目标 是 计算 受 容量 限制 的 另 一 组 边 权 
值 ( 称 为 流 )。 下 图 说 明了 画 流 网 络 的 一 些 规定 。 每 条 
边 的 宽度 与 它 的 容量 成 正比 ; 每 条 边 上 的 流量 用 灰色 阴 
影 表 示 ; 流 总 是 有 方向 的 ， 从 页 面 顶部 的 音源 点 到 达 底 
部 的 单个 汇 点 方向 向 下 ; 交叉 处 (如 此 例 中 的 1-4 和 2- 
3 交叉 处 ) 并 不 表示 顶点 ,除非 有 标号 。 除 了 源 点 和 汇 
点 ， 在 每 个 顶点 上 ， 流 入 量 与 流出 量 是 相等 的 。 例 如 ， 
在 顶点 2 上 ， 流 入 量 为 2 个 单位 【从 顶点 0 开始 )， 流 
出 量 为 2 个 单位 (其 中 一 个 单位 流向 顶点 3， 另 一 个 单 
位 流向 顶点 4)。 
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图 22-6 控制 网 络 中 的 流 


我 们 可 以 活着 路 径 0-1-3-5 打开 开关 来 初始 化 网 络 
中 的 流 ， 这 样 可 以 处 理 2 个 单位 的 流 (上 图 )， 沿 着 路 
径 0-2-4-5 打开 开关 得 到 网 络 中 另外 1 个 单位 的 流 (中 
图 ) ， 星 号 表示 流 已 充满 边 。 

因为 0-1、2-4 和 3-5 已 充满 ， 因 而 ， 从 0 到 5 不 能 
直接 得 到 更 多 的 流 。 但 如 果 我 们 改变 顶点 1 处 的 开关 ， 
使 有 足够 的 流 重 定向 以 充满 1-4， 那 么 就 在 3-5 中 打开 
了 足够 的 容量 ， 从 而 增加 0-2-3-5 上 的 流 ， 最 终 得 到 这 
个 网 络 的 一 个 最 大 流 (下 图 )。 
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我 们 可 以 利用 一 个 网 络 (加 权 有 向 图 ， 在 第 12 章 定义 ) 对 这 种 情况 建 模 。 在 这 个 网 络 
中 有 一 个 源 点 和 一 个 汇 点 。 网 络 中 的 边 对 应 着 输油管 道 ， 顶 点 对 应 着 带 有 开关 的 接合 处 ， 它 
们 控制 着 流向 每 条 出 边 的 油 量 。 边 上 的 权 值 对 应 输油管 道 的 容量 。 我 们 假设 边 是 有 向 的 ， 规 
定 油 只 能 在 管道 的 一 个 方向 流动 。 每 个 管道 有 一 定量 的 流 ， 这 个 流 小 于 等 于 它 的 容量 ， 每 个 
顶点 满足 平衡 条 件 ， 即 流 人 量 等 于 流出 量 。 

这 种 流 网 络 的 抽象 是 一 种 求解 问题 的 有 用 模型 。 它 的 直接 应 用 很 广泛 ， 也 有 很 多 间接 应 
用 。 我 们 有 时 借助 于 油 流 过 管道 的 思路 来 直观 地 设想 基本 思路 ， 但 我 们 的 讨论 同样 可 以 很 好 
地 应 用 到 通过 配送 渠道 移动 商品 的 问题 ， 以 及 很 多 其 他 情况 。 

该 模型 直接 应 用 到 配送 情况 : 我 们 将 流 值 解释 为 流 的 速率 ， 因 此 ， 流 网 络 可 以 用 完全 类 
似 于 油 流 的 方式 来 描述 商品 流 。 例 如 ， 我 们 可 以 把 图 22-5 中 的 流 做 如 下 解释 :， 它 指定 了 我 
们 应 该 在 每 个 时 间 单 位 从 0 到 1 和 从 0 到 2 发送 2 个 商品 。 每 个 单位 时 间 从 1 到 3 和 从 1 到 
4 发 送 1 个 商品 ， 以 此 类 推 。 

还 有 故 一 种 方法 解释 配送 问题 的 流 模型 ， 把 流 值 解释 为 商品 量 ， 因 而 ， 一 个 流 网 络 描 述 
了 商品 以 前 的 传输 情况 。 例 如 ， 我 们 可 以 把 图 22-5 中 的 流 用 一 个 3 步 的 过 程 来 解释 4 个 商 
后 从 0 到 5 的 传输 过 程 : 首先 ， 从 0 到 1 发 送出 了 2 个 商品 ， 从 0 到 2 发 送出 了 2 个 商品 ， 
在 一 些 顶 点 上 均 留 下 2 个 商品 。 其 次 ， 从 1 到 3、 从 1 到 4、 从 2 到 3 以 及 从 2 到 4 分别 发 送 
出 了 1 个 商品 ， 在 顶点 3 和 4 上 留 下 2 个 商品 。 第 三 ， 从 3 到 5 发 送出 了 2 个 商品 ， 从 4 到 
5 发 送出 了 2 个 商品 完成 了 传输 。 

如 同 我 们 在 最 短 - 路 径 算法 中 距离 的 使 用 ， 在 方便 时 完全 可 以 放弃 任何 物理 意义 ， 因 为 
我 们 所 讨论 的 所 有 定义 、 性 质 和 算法 完全 是 基于 一 种 抽象 模型 。 该 模型 不 必 遵 循 物理 法 则 。 
实际 上 ， 我 们 对 网 络 流 模型 感 兴 趣 的 主要 原因 是 ,通过 归 约 ,我们 可 以 求解 很 多 其 他 问题 。 
正如 在 22.4 节 和 22.6 节 所 见 到 的 。 由 于 模型 应 用 范围 广泛 ， 因 此 有 必要 对 前 面 非 形式 引入 
的 术语 和 概念 进行 准确 的 阐述 。 

定义 22.1 我 们 称 有 一 个 指定 源 点 s 和 一 个 指定 汇 点 1 的 网 为 st 网 (st-network)。 

在 此 使 用 了 修饰 符 “ 指 定 的 ”， 来 表示 s 并 没 必 要 一 定 是 一 个 源 点 (没有 进入 边 的 顶 
态 )， 男 外 ti 也 不 必 为 一 个 汇 点 《没有 发 出 边 的 项 点 )。 但 将 它们 作为 源 点 和 汇 点 处 理 ， 因 为 
我 们 的 讨论 ( 和 算法 ) 将 会 忽略 指向 s 的 边 和 从 上 指出 的 边 。 为 了 避免 混淆 ， 我 们 在 例子 中 
使 用 一 个 单 源 点 和 一 个 汇 点 的 网 络 。 更 一 般 的 情况 在 22.4 中 讨论 。 在 st 网 中 ， 我 们 分 别称 s 
为 “ 源 点 ”, 1 为 “ 汇 点 ”， 这 是 因为 它们 在 网 络 中 所 起 的 作用 。 另 外 我 们 把 网 络 中 的 其 他 顶 
点 称 为 内 部 〈internal) 顶点 。 

定义 22.2 流 网 络 (flow network) 是 一 个 有 正 的 边 权 值 的 st 网 ， 称 此 边 上 的 权 值 为 容 
量 (capacity)。 流 网 络 中 的 一 个 流 (flow) 是 一 个 非 负 边 权 值 集合 ， 称 之 为 边 流 (edge 
flow) 。 且 满足 ; 边 流 不 大 于 该 边 上 的 容量 ， 进 入 每 个 内 部 顶点 的 总 流量 等 于 从 此 顶点 流出 
的 总 流量 。 

我 们 将 进入 一 个 顶点 的 总 流量 (该 顶点 的 进入 边 上 的 流 之 和 ) 称 为 该 顶点 的 流入 量 
(inflow) ， 将 流出 一 个 顶点 的 总 流量 (该 项 点 的 发 出 边 上 的 流 之 和 ) 称 为 该 顶点 的 流出 对 
(outflow) 。 按 照 约定 ， 可 以 把 进入 源 点 的 边 上 的 流 和 从 汇 点 发 出 边 上 的 流 设置 为 0。 并 根据 
性 质 22. 1， 可 以 证 明 从 源 点 的 流出 量 等 于 汇 点 的 流 人 人 量 。 称 这 个 量 为 该 网 的 值 。 有 『 了 这些 
定义 ,我们 对 基本 问题 的 形式 阐述 就 很 简单 了 。 

最 大 流 ”给 定 一 个 st 网， 找 出 一 个 流 ， 使 从 s 到 :的 任何 其 他 流 不 会 比 此 流 值 大 。 为 简 
洁 起 见 ， 我 们 称 这 样 的 流 为 最 大 流 (maxflow) ， 称 找 一 个 网 络 中 的 最 大 流 问 题 为 最 大 流 问题 
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(maxflow problem ) 。 在 某 些 应 用 中 ， 可 能 只 需 知 道 最 大 流 值 ， 但 -一般 而 言 我 们 想 要 知道 达到 
该 流 值 的 一 个 流 〈 边 流 值 ) 。 

我 们 很 快 就 会 想到 这 个 问题 的 一 些 变型 问题 。 能 否 允 许多 源 点 和 多 汇 点 吗 ? 是否 能 够 处 
理 无 源 点 或 无 汇 点 的 情况 ?允许 在 边 的 两 个 方向 有 流 吗 ? 除了 /取代 对 边 上 有 对 流 的 容量 限 
制 ， 顶 点 是 否 有 流 的 容量 限制 呢 ? 如 同 图 算法 中 的 典型 情况 ， 很 难 将 很 容易 处 理 的 限制 和 具 
有 深刻 意义 的 限制 加 以 区 分 ， 它 是 一 个 挑战 性 任务 。 我 们 研究 这 种 挑战 ， 在 考虑 解决 基本 问 
题 的 算法 之 后 ， 将 在 22.2 节 和 22.3 节 给 出 看 起 来 本 质 不 同 的 大 量 问 题 归 约 为 最 大 流 的 
例子 。 

流 的 显著 特征 是 局 部 平衡 条 件 ， 在 每 个 内 部 顶点 上 的 流 和 人 量 等 于 流出 量 。 对 于 容量 没有 
限制 ; 实际 上 ,流入 边 上 的 总 容量 和 流出 边 上 的 总 容量 之 间 的 不 平衡 性 就 表征 了 最 大 流 问 
题 。 平 衡 限 制 必须 在 每 个 内 部 顶点 上 成 立 。 因 而 ， 这 个 局 部 性 质 也 确定 了 网 络 中 全 局 的 移 
动 。 尽 管 这 个 思路 很 直观 ， 但 仍 需 要 证 明 : 

性 质 22.1 任何 一 个 st 网 具有 以 下 性 质 ， 从 ;的 流出 量 等 于 到 1 的 流入 量 。 

证 明 (我 们 使 用 术语 st 流 来 表示 “一 个 st 网 中 的 流 ”)。 增 加 一 条 从 虚拟 顶点 进入 ;的 
边 ， 将 从 s 的 流出 量 作 为 该 边 的 流 和 容量 ,增加 从 ;到 另 一 虚拟 顶点 的 边 ， 将 到 1 的 流入 量 
作为 该 边 的 流 和 容量 ， 从 而 扩展 网 络 。 然 后 ， 我 们 可 以 用 归纳 法 证 明 更 一 般 的 性 质 : 对 任意 
顶点 集 (不 包括 虚拟 顶点 ) 流入 量 等 于 流出 量 。 

由 局 部 平衡 性 ， 这 个 性 质 对 于 任意 单个 顶点 成 立 。 现 在 ， 假 设 结论 对 于 给 定 的 顶点 集 $ 
成 立 ， 我们 向 S 添加 一 个 顶点 vz， 得 到 集合 5S' = SU {v1 。 现 计算 8$' 的 流入 量 和 流出 量 。 注 
意 到 从 "到 $ 中 某 个 顶点 的 每 条 边 减 少 的 流出 量 (从 
v) 与 (到 5S) 的 流入 量 的 减少 量 相同 ; 从 $ 中 某 个 顶 
点 到 ”的 每 条 边 减 少 的 流入 量 (到 vw) 与 (从 S) 的 流 
出 量 的 减少 量 相 同 ; 而 且 ， 所 有 其 他 边 为 $ 提 供 了 流 
人 量 或 流出 量 当 且 仅 当 它 们 对 SS 或 也 有 此 作用 。 因 
此 ，S 的 流入 量 和 流出 量 相等 。 流 的 值 等 于 ”与 $ 的 流 
值 之 和 减 去 连接 v* 与 $ 中 顶点 的 边 上 (包括 两 个 方向 ) 
的 流 的 和 。 

把 这 一 性 质 应 用 到 网 络 中 的 所 有 顶点 集 ， 我 们 发 


,地 





现 源 点 从 它 相 关 虚 拟 顶 点 的 流入 量 (等 于 源 点 的 流出 
量 ) 等 于 汇 点 到 它 相 关 虚 拟 顶 点 的 流出 量 〈 等 于 汇 点 的 
流入 量 ) 。 国 

推论 ”两 个 顶点 集 的 并 集 ， 其 流 值 等 于 两 个 顶点 集 
的 流 值 之 和 减 去 将 一 个 集合 中 的 顶点 与 另 一 个 集合 中 的 
顶点 连接 的 边 上 的 权 值 之 和 。 

证 明 在 上 述 对 于 集合 $ 与 顶点 的 证 明 中 ， 如 果 
用 集合 7 (与 集合 $ 不 相交 ) 代替 vv 结论 仍然 成 立 。 图 


22-7 给 出 了 说 明 这 个 性 质 的 一 个 例子 。 加 


在 性 质 22. 1 的 证 明 中 可 以 无 需 虚 拟 顶 点 ， 我 们 可 以 
用 一 条 从 * 到 上 的 边 对 任何 流 网 络 进行 扩展 ， 其 中 流 和 容 
量 等 于 网 的 值 ， 且 对 任何 扩展 过 的 网 络 中 的 结 点 集 ， 其 
流入 量 等 于 流出 量 。 称 这 样 的 流 为 循环 流 〈eirculation ) 。 


图 22-7 流 平 衡 
该 图 说 明了 当 合 并 两 个 顶点 集 时 仍 
保持 流 平衡 。 两 个 较 小 的 图 表示 两 个 不 
相交 的 顶点 集 ， 字 母 表示 所 示 边 集中 的 
流 : 4 是 从 右边 集合 外 面 进入 左边 集合 
中 的 流量 ,x 为 从 右边 的 集合 进入 左边 
的 集会 中 的 流量 ， 等 等 。 现 在 ， 如 果 这 
两 个 集合 中 的 流 平衡 ， 那 么 ， 对 于 左边 
A4+xX=B+rY 
对 于 右边 的 集合 ， 必 有 : 
C+ry=D+x 
将 上 面 两 式 相 加 ， 并 消去 x + YY 项 ， 
可 得 : 
A+C=B+D 
即 对 于 两 个 集合 的 并 集 ， 其 流入 量 等 于 
流出 量 。 
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而 且 这 个 构造 过 程 表明 ， 最 大 流 问 题 可 归 约 到 找 出 一 个 循环 流 ， 使 沿 着 给 定 边 上 的 流 达 到 最 
大 。 这 种 形式 化 简化 了 我 们 对 于 某 些 情况 的 讨论 。 例 如 ， 可 以 得 到 把 流 表示 为 一 个 环 集合 的 
另 一 种 有 趣 表 示 。 如 图 22-8 所 示 。 
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-3 3 4-3 3 
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1-3-5-4-1 0-1-3-5-4-2-0 1-3-5-4-2-1 3-5-4-3 
图 22-8 循环 流 表示 

此 图 表明 了 左边 的 循环 流 可 以 分 解 为 4 个 循环 1-3-5-4-1，0-1-3-5-4-2-0，1-3-5-4-2-1，3-5-4-3， 它 们 的 权 值 分 别 
为 2，1，1 和 3。 每 个 环 的 边 出 现在 各 自 的 列 中 ， 对 每 个 环 中 出 现 的 每 条 边 上 的 权 值 求 和 【 穿 过 其 各 自 的 行 ) ， 即 得 在 
循环 流 中 的 权 值 。 

给 定 一 个 环 的 集合 ， 以 及 每 个 环 上 的 一 个 流 值 ， 通 过 每 个 环 并 向 每 条 边 增加 指示 的 流 什 
很 容易 计算 对 应 的 循环 流 。 相 反 的 性 质 更 令 人 惊讶 : 我 们 可 以 找 出 与 任何 给 定 的 循环 流 等 价 
的 一 个 环 集合 (每 个 环 一 个 流 值 )。 

性 质 22. 2 ( 流 分 解 定 理 ) ”任何 循环 流 可 以 表示 为 至 多 甩 个 有 向 环 的 集合 上 的 流 。 

证 明 由 一 个 简单 算法 即 可 得 出 这 个 结论 。 只 要 还 有 一 个 边 上 有 流 ， 就 重复 以 下 过 程 : 
从 任何 有 流 的 一 条 边 开 始 ， 沿 着 离开 那 条 边 的 目的 项 点 的 任何 有 流 的 一 条 边 ， 继 续 该 过 程 直 
到 过 到 一 个 已 经 被 访问 过 的 顶点 (检测 出 环 ) 为 止 。 沿 环 返 回 找 出 具有 最 小 流 的 一 条 边 ; 
接着 将 环 中 的 每 一 条 边 的 流 减 去 此 量 。 该 过 程 每 次 迭代 都 会 使 至 少 一 条 边 上 的 流 为 0， 因 而 
至 多 有 五 个 环 。 国 
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图 22-9 ”循环 流 分 解 过 程 

要 把 任何 一 个 循环 流 分 解 为 环 的 集合 ， 我 们 对 以 下 过 程 迁 代 : 洪 着 任 一 路 径 和 行进， 直到 再 次 遇 到 一 个 结 上 点， 接着 
找 出 指示 环 上 的 最 小 权 值 ， 然 后 从 环 中 的 每 一 条 边 上 减 去 这 个 最 小 权 值 ， 并 去 掉 环 中 权 值 为 0 的 那些 边 。 例 如 ， 首 次 
迭代 的 路 径 是 0-1-3-5-4-1， 环 是 1-3-5-4-1 ， 接 着 从 该 环 中 每 条 边 上 的 权 值 减 去 1， 由 于 4-1 的 权 值 为 0， 故 被 去 掉 。 
第 二 次 迭代 中 ,去掉 0-1 和 2-0; 第 三 次 移 代 中 ， 去 挤 1-3、4-2 和 2-1; 第 四 次 和 迭代 中 ,去 掉 3-5、5-4 和 4-3。 

图 22-9 说 明了 证 明 中 所 描述 的 过 程 。 对 于 st 流 ， 把 这 个 性 质 应 用 到 添加 从 1 到 ;的 边 所 
创建 的 循环 流 得 到 下 述 结果 ， 任 何 兰 流 可 以 表示 为 一 个 至 多 有 已 条 有 向 路 径 的 集合 上 的 流 ， 
每 条 路 径 要 么 是 从 到 上 的 一 条 路 径 ， 要 么 是 一 个 环 。 

推论 ”任何 st 网 都 有 一 个 最 大 流 ， 满足 非 零 流 值 所 导出 的 子 图 是 一 个 环 。 

证 明 不 含 1-s 的 环 不 会 对 流 值 有 所 贡献 ， 因 而 我 们 可 以 在 这 样 的 环 中 把 流 变 为 0， 而 
不 改变 流 值 。 畏 
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推论 ”任何 站 网 都 有 一 个 最 大 流 ， 它 能 表示 为 从 到 上 的 至 多 巨人 个 有 向 路 径 集 合 上 的 流 。 

证 有 明 直接 得 证 。 力 

这 种 表示 为 深刻 理解 流 的 本 质 提供 了 很 好 的 基础 。 它 在 最 大 流 的 算法 设计 和 分 析 中 非常 
有 用 。 

一 方面 ， 我 们 可 能 考虑 更 一 般 形式 的 最 大 流 问 题 ， 允 许多 个 源 点 和 汇 点 。 这 样 做 可 以 
使 算法 的 应 用 范围 更 广 。 另 一 方面 ， 我 们 也 可 以 考虑 最 大 流 问 题 的 特例 ， 比 如 只 关注 无 
环 网 。 这 样 简 化 之 后 ， 使 问题 比较 容易 求解 。 事 实 上 ， 如 我 们 在 22. 4 节 中 看 到 的 ， 这 些 
变形 在 难度 上 与 我 们 正 考 虑 的 版 本 是 等 价 的 。 于 是 ， 在 第 一 种 情况 下 ， 我 们 可 以 把 我 们 
的 算法 和 实现 应 用 到 更 大 的 范围 ; 第 二 种 情况 ,我 们 不 期 望 有 更 简单 的 解决 方案 。 在 图 
示 中 使 用 了 无 环 网 ， 因 为 它 车 有 一 个 隐 含 的 流向 〈 回 下 ) ， 就 更 容易 理解 ， 但 是 我 们 的 实 
现 人 允许 网 中 有 环 。 


程序 22.1 流 网 络 ADT 实现 


这 个 流 网 络 的 ADT 实现 只 是 扩展 了 第 17 章 的 无 向 图 的 邻接 表 实现 ， 在 每 个 表 结 点 中 添 
”加 一 个 表示 边 容量 的 cap 域 ， 一 个 表示 边 流 的 flow 域 ， 以 及 链接 每 条 边 的 两 种 表示 的 dup 
域 。 假 设 对 另 一 个 图 处 理 代码 的 做 了 相应 扩展 (例如 ，Edge 类 型 和 EDGE 构造 器 必定 含有 
cap 域 和 flow 域 ) 。flow 域 初始 化 为 0; 我 们 的 网 络 流 实现 作为 ADT 函数 用 来 计算 它们 的 相 
应 值 。 


#include <stdlib.h> 
#include "GRAPH,.h" 
typedef struct node *link; 
struct node 
{ int v; int cap; int flow; link dup; link next;}; 
struct graph 
{ int V; int E; link *adj; }; 
link NEW(int v, int cap, int flow, link next) 
{ link X = malloc(sizeof *x); 
X->V = Vi X->Cap = cap; XxX->flow = flow; 
x->next = next; 
return XX; 
} 
Graph GRAPHinit (int V) 
{ int i; 
Graph G = malloc{(sizeof *G) ; 
G->adj = malloc(V*sizeof (link)); 
G->V = Vi G-2>E = 0; 
for (i = 0; i < V; i++) G->adjli] = NULL ; 
return GG; 
} 
void GRAPHinsertE(Graph G, Edge e) 
{ int v= e.V, WW= @.W; 
G->adj [v] = NEW(w, e.cap, e@.flow, G->adj [v] ) ; 
G->adj [w] = NEW(v, ~e.cap, -e.flow, G->adj[w]); 
G->adj [v] ->dup = G->adj[w]; 
G->adj [w]->dup = G->adj [v] ; 
G->E++，; 


下 


GE 
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为 了 实现 最 大 流 算法 ,我 们 使 用 流 网 络 的 标准 自然 表示 ， 只 需 把 前 面 几 章 中 使 用 的 邻接 
答 阵 或 邻接 表 表 示 进 行 扩 展 。 不 是 像 在 第 20 章 和 第 21 章 中 那样 只 使 用 单个 权 值 ， 我 们 在 每 
条 边 上 关联 两 个 权 值 ，cap( 容量 ) 和 fow ( 流 )。 即 使 网 络 是 有 向 图 ， 我 们 考察 的 算法 也 需 
要 遇 历 两 个 方 回 的 边 ， 因 而 我 们 使 用 像 在 无 向 图 中 那样 的 表示 : 如 果 从 x 到 y 有 一 条 边 ， 其 
上 容量 为 c<， 流 为 f， 我们 也 从 yy 到 x 保存 一 条 边 ， 其 上 容量 为 -c， 流 为 -f。 图 22-10 显示 
了 图 22-5 中 示例 的 邻接 矩阵 表示 。 
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图 22-10 流 网 络 的 表示 
在 流 网 络 的 邻接 数组 表示 中 ,我 们 使 用 平行 数组 (上 图 ); 一 个 数组 表示 容量 (上 图 左 )， 另 一 个 表示 流 值 (上 
图 右 )。 我 们 把 ce 放 在 s 行 1 列 处 ,把 ~-c 放 在 1! 行 s 列 处 来 表示 s-t 边 的 容量 c。 在 右边 的 数组 中 我 们 使 用 相同 的 模式 表 
示 流 值 。 这 种 方式 包括 了 两 种 表示 ， 简 化 了 代码 ， 因 为 我 们 的 算法 需要 遍历 两 个 方向 上 的 边 。 
在 邻接 表 表 示 中 《下 图 ) 我 们 使 用 一 种 类 似 的 方法 。 为 了 使 它 能 够 在 常量 时 间 内 改变 流 值 ， 需 要 连接 每 条 边 的 两 
种 表示 的 链接 。 这 些 链接 在 此 图 中 省 略 。 


程序 22.2 流 的 检查 和 流 值 计 算 


如 果 在 某 个 内 部 结 点 上 进入 的 流 不 等 于 出 去 的 流 或 者 某 个 流 什 为 负 ， 那 么 这 个 ADT 曙 
数 返回 0; 否则 该 函数 返回 流 值 。 尽 管 在 性 质 22. 1 中 数学 上 已 有 保证 ， 但 作为 程序 员 还 应 
该 检查 是 否 从 源 点 出 来 的 流 等 于 进入 汇 点 的 流 。 
static int flowV(Graph G, int v) 
{ link t: int x = 0; 
for (t = G->adj[vj; t != NULL; t+ = t->next) 
X += t->flow: 
return xXx: 


int GRAPHflow(Graph G, int s, int t) 
{ int vy, val = flowV(G, s); 
for (Vv = 0; Vv < G->V; v++) 
if ((v != S) && (v != +)) 
if (flowV(G, vy) 1= 0) return 0; 
if {val + flowV(G, t) != 0) return 0; 
it (val <= 0) return DO; 
return val,; 


在 第 20 章 和 第 21 章 的 网 络 表 示 中 ， 我 们 使 用 约定 : 权 值 为 0 到 1 之 间 的 实数 。 在 这 一 
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章 里 ， 我 们 假设 权 值 (容量 和 流 ) 都 是 m 位 的 整数 (0~2" -1 之 间 )。 这 样 做 有 两 个 主要 
原因 。 第 一 ， 通 常 需要 测试 权 值 线性 组 合 是 否 相 等 ， 采 用 浮 点 表示 法 不 方便 这 样 做 。 第 二 ， 
算法 的 运行 时 间 可 能 依赖 于 权 的 相对 值 ， 而 参数 W = 2" 使 我 们 很 方便 界定 权 值 的 界限 。 例 
如 ， 最 大 权 值 和 最 小 非 零 权 值 之 比 小 于 M。 对 于 解决 这 些 问 题 〈 例 如 ， 见 练习 20.8) ， 使 用 
整数 权 值 只 是 多 种 可 选 方案 中 的 一 种 。 

在 大 多 数 程序 中 ， 我 们 使 用 邻接 表 表 示 图 。 因 为 对 于 稀疏 网 它 是 最 有 效 的 ， 同 时 在 应 用 
中 很 党 用。 扩展 第 21 章 中 的 加 权 网 的 表示 ， 把 容量 和 和 流 保存 在 对 应 边 的 表 结 点 中 。 和 邻接 
惩 阵 玫 示 一 样 ， 我 们 把 每 条 边 的 前 向 和 后 向 表示 保存 起 来 ,方法 类 似 于 第 17 章 中 的 无 向 图 
表示 ， 但 把 容量 和 流放 在 后 向 表示 中 。 为 了 避免 过 度 的 遍历 链表 ， 我 们 还 维护 着 连接 两 个 表 
的 结 点 的 一 些 链接 ， 这 些 结 点 表示 每 条 边 。 内 而 ， 当 我 们 改变 一 个 表 中 的 流 时 ， 就 要 更 新 另 

一 个 表 中 的 流 。 图 22-10 中 显示 了 图 22-5 中 示例 的 一 个 邻接 表 表 示 。 所 添加 的 域 和 链接 使 
得 数据 结构 看 起 来 更 复杂 : 程序 22. 1 的 实现 与 它 所 对 应 的 程序 17. 4 的 无 向 图 的 代码 只 有 几 
行 代码 不 同 。 

如 在 前 面 一 些 章 中 那样 ， 我 们 常常 使 用 类 似 于 程序 17. 1 中 定义 的 EDGE 构造 器 函数 ， 
但 做 了 一 些 修改 ,包含 了 流 和 容量 。 

我 们 有 时 称 边 有 无 限 容量 ,或 等 价 地 说 ， 不 限 容量 (uncapacitated) 。 那 意味 着 我 们 并 
不 能 比较 这 些 边 上 的 流 和 容量 ， 或 者 我 们 可 能 使 用 一 个 观察 哨 来 保证 比 任 何 流 都 大 的 一 
个 值 。 

程序 22. 2 是 一 个 ADT 函数 ， 它 用 来 检查 是 否 在 每 个 结 点 上 的 流 满足 平衡 性 条 件 ， 如 果 
满足 则 返回 那个 流 的 值 。 一 般 情 况 下 ， 在 最 大 流 算法 的 最 后 一 步 ， 我 们 可 能 包含 对 这 个 函数 
的 一 个 调用 。 一 种 谨慎 的 做 法 是 检查 没有 一 条 边 上 的 流 会 超过 那 条 边 上 的 容量 ， 并 且 数 据 结 
构 能 够 做 到 内 部 一 致 〈 见 练习 22. 13 ) 。 
练习 
> 22.1 在 图 22-11 所 显示 的 流 网 络 中 ， 找 出 两 个 不 同 的 
最 大 流 。 
22.2 假设 容量 为 小 于 MM 的 正 整 数 ， 对 于 一 个 了 个 顶 
点 、 五 条 边 的 % 网 ， 其 最 大 可 能 流 值 是 多 少 ? 给 出 依赖 
于 是 否 允 许 平行 边 存在 的 两 种 答案 。 
> 22.3 对 于 汇 点 被 删除 后 所 构成 一 棵 树 这 样 的 网 ， 给 出 
求解 最 大 流 问 题 的 一 个 算法 。 
o22.4 给 出 带 有 五 条 边 且 有 循环 流 的 一 类 网 ， 满 足 在 性 
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质 22. 2 的 证 明 中 所 摘 述 的 过 程 产生 五 个 环 。 图 22-11 流 网 络 的 练习 
22.5 修改 程序 22. 1 把 容量 和 流 表 示 为 0 和 1 之 间 的 实 这 个 流 网 络 是 贯穿 本 章 的 几 个 练 
数 ， 且 小 数 点 后 有 d 位 数字 ，d 是 一 个 固定 常数 。 如 的 主题。 


> 22.6 给 出 图 22-11 所 示 的 流 网 络 的 邻接 矩阵 和 邻接 表 表 示 ， 风 格 如 图 22-10。 

> 22.7 编写 一 个 独立 于 表示 的 程序 ， 通 过 从 标准 输入 读 人 边 (0 到 VY-1 之 间 的 整数 对 ) 和 
整数 容量 值 来 构建 一 个 流 网 络 。 假 设 容量 上 界 M 小 于 2”。 

22.8 扩展 练习 22.7 中 的 解 ， 使 用 符号 名 而 不 是 整数 来 引用 顶点 〈 见 程序 17. 10)。 

o 22.9 找 出 一 个 大 型 在 线 网 络 ， 你 可 用 它 作为 测试 针对 实际 数据 的 流 算法 的 工具 。 可 以 包 
括 运输 网 〈 公 路 、 铁 路 或 航空 ) 、 通 信 网 〈 电 话 或 计算 机 连接 ) 或 配送 网 。 如 果 未 提供 容 
量 ， 设 计 一 个 合理 模型 把 它们 添加 进去 。 编 写 一 个 程序 ， 使 用 程序 22. 1 中 的 ADT 来 为 你 的 
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数据 构建 流 网 络 ， 在 此 也 可 能 使 用 练习 22. 8 中 的 解决 方案 。 如 果 人 允许 ， 另 开发 一 些 ADT 函 
数 来 清除 数据 ， 如 练习 17. 33 ~ 17. 35 中 所 述 。 

22. 10 ”基于 程序 17.6， 实 现 稀 中 网 的 流 网 络 ADT， 容 量 介 于 在 0 和 ?22 之 间 。 其 中 包括 根 
据 程序 17. 7 的 一 个 随机 网 络 生成 器 。 使 用 另 一 个 ADT 产生 容量 ， 并 开发 两 个 实现 : 一 个 实 
现 用 于 产生 均匀 分 布 的 容量 ， 另 一 个 用 于 产生 高 斯 分 布 的 容量 。 对 于 这 两 种 权 值 分 布 ， 用 经 
过 精心 选择 的 集合 了 和 五 ， 实 现 产生 随机 网 的 客户 程序 ， 从 而 可 以 利用 这 些 客户 程序 对 由 各 
种 边 权 值 分 布 所 得 的 图 进行 测试 。 

22. 11 使 用 邻接 矩阵 表示 ， 实 现 稠密 网 的 流 网 络 ADT， 容 量 介 于 在 0 和 22 之 间 。 其 中 包括 
根据 程序 17. 8 的 一 个 随机 网 络 生 成 器 和 根据 练习 22. 10 描述 的 边 容量 生成 器 。 对 于 这 两 种 
权 值 分 布 ， 用 经 过 精心 选择 的 集合 VV 和 EE， 编 写 一 个 产生 随机 网 的 客户 程序 ， 从 而 可 以 利用 
这 些 客 户 程序 对 由 这 些 模 型 所 得 的 图 进行 测试 。 

s 22. 12 编写 一 个 程序 产生 平面 上 的 VY 个 随机 点 ， 然 后 构建 一 个 流 网 络 ,， 其 中 的 边 《 两 个 方 
向 ) 连接 给 定 距 离 d 内 的 所 有 点 对 ( 见 程 序 3. 20)， 使 用 练习 22. 10 所 描述 的 任何 一 个 随机 
模型 来 设置 每 条 边 的 容量 。 确 定 如 何 设 置 4 以 使 边 的 期 望 数 为 到 。 

22. 13 ”修改 程序 22. 2 来 检查 所 有 边 上 的 流 和 容量 是 否 都 为 正 值 或 都 为 负 值 ，wu-v 上 的 流 与 
v-u 上 的 流 之 和 是 否 为 0; 对 于 容量 是 否 也 有 这 个 结论 ; 对 应 每 条 边 是 否 只 有 两 个 相互 链接 
的 链表 结 点 。 

22. 14 ”对 于 邻接 矩阵 表示 ， 编 写 一 个 类 似 练 习 22. 13 中 描述 的 ADT 函数 。 

> 22. 15 找 出 图 22-12 所 示 网 络 中 的 所 有 最 大 流 。 给 出 各 个 
最 大 流 的 环 表 示 。 

22. 16 编写 一 个 邻接 表 表 示 的 ADT 函数 ,能够 读 取 流 值 
和 环 (每 行 一 个 环 ， 按 照 图 22-8 中 描述 的 格式 )， 且 计算 
出 所 对 应 的 流 。 

22. 17 编写 一 个 邻接 表 表 示 的 ADT 画 数 ， 使 用 性 质 22. 2 
的 证 明 所 摘 述 的 方法 找 出 一 个 网 络 流 的 环 表 示 。 并 输出 流 
值 和 环 (每 行 一 个 环 ， 按 照 图 22-8 中 描述 的 格式 )。 

o22.18 编写 一 个 邻接 表 表 示 的 ADT 函数 ， 使 它 删除 一 个 图 22-12 带 有 环 的 流 网 络 
st 流 中 的 环 。 z 这 个 流 网 络 与 图 22-11 中 描述 的 

5 22. 19 ”编写 一 个 程序 ， 对 于 任何 给 定 的 有 向 图 ， 为 不 包括 。 站 入 类 他 个 各 和 证 全 丰年 人 
汇 点 及 源 点 的 每 条 边 赋予 一 个 整数 流 ， 使 得 该 有 回 图 是 一 章 的 几 个 练习 的 主题 。 

个 循环 流 的 流 网 络 。 z 

o 22. 20 ”假设 流 表示 要 用 卡车 在 城市 间 运 输 的 商品 ， 边 w-v 上 的 流 表 示 从 城市 u 到 城市 v 在 
给 定 的 某 天 内 运输 的 量 。 编 写 一 个 ADT 函数 ， 输 出 卡车 司机 的 日 常 订单 ， 通 知 司机 装 货 和 
鲫 货 的 地 点 和 数量 。 假 设 每 天 对 卡车 司机 的 供应 没有 限制 ， 而 且 对 于 一 个 给 定 的 配送 点 ， 只 
有 货物 到 达 后 ， 才 会 配送 货物 。 


22. 2 增 大 路 径 最 大 流 算法 


L. R，Ford 和 D. R，Fulkerson 于 1962 年 提出 了 解决 最 大 流 问题 的 一 种 有 效 方 法 。 它 是 一 
种 沿 着 从 源 点 到 汇 点 的 路 径 逐 渐 增 加 流 的 一 般 性 方法 。 在 经 典 的 文献 中 称 它 为 Ford-Fulker- 
son 法 ; 现在 都 广 泥 使 用 术语 增 大 路 径 法 (augmenting-path method ) 。 

考虑 穿越 st 网 的 从 源 点 到 汇 点 的 一 条 有 向 路 径 (不 必 是 简单 路 径 )。 设 x 是 这 条 路 径 上 
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的 边 的 未 用 容量 。 我 们 可 以 增加 的 网 络 流 值 至 少 为 x， 在 这 条 路 径 的 所 有 边 上 增加 这 个 数量 
的 流 。 重 复 这 个 过 程 ， 首 先 得 到 网 络 中 计算 的 流 ， 找 出 另 一 条 路 径 ， 沿 着 这 条 路 径 增 加 流 ， 
继续 这 一 过 程 ， 直 到 从 源 点 到 汇 点 的 所 有 路 径 至 少 有 一 条 满 边 (从 而 不 能 青 用 这 种 方式 增 
加 流 )。 这 个 算法 可 以 计算 出 某 些 情况 下 的 最 大 流 ， 有 些 情况 该 算法 不 能 工作 。 图 22-6 说 明 
了 这 个 算法 会 失效 的 一 种 情况 。 

为 了 改进 算法 使 它 对 任意 情况 都 能 找 出 最 大 流 ， 我们 考虑 增 大 流 的 更 一 般 的 方法 ， 沿 着 
穿越 网 络 的 基本 无 向 图 的 从 源 点 到 汇 点 一 条 路 径 增 大 流 。 在 任何 一 条 这 样 路 径 上 的 边 要 么 是 
前 向 (forward) 边 ， 随 着 流行 进 (遍历 从 源 点 到 汇 点 的 路 径 时 ， 遍历 从 其 源 项 点 到 其 日 的 
顶点 的 边 ) ， 要 么 是 后 向 〈backward) 边 ， 滑 着 流 逆 行 (遍历 从 源 点 到 汇 点 的 路 径 时 ,遍历 
从 其 目的 项 点 到 其 源 顶 点 的 边 )。 因 而 ,对 于 没有 任何 前 向 满 边 和 后 向 空 边 的 路 径 ， 我 们 可 
以 通过 增加 前 向 边 上 的 流 和 减少 后 同 边 上 的 流 来 增加 网 络 中 的 流量 。 所 增加 的 流量 受到 前 向 
边 上 未 用 容量 最 小 值 和 后 向 边 上 流 的 限制 。 图 22-13 描述 了 一 个 例子 。 在 新 流 中 ， 这 条 路 径 
上 至 少 有 一 条 前 向 边 变 成 满 边 或 至 少 有 一 条 后 项 边 变 成 空 边 。 
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图 22-13 ”党 着 路 径 增 大 流 
这 一 序列 显示 了 活着 前 向 边 和 后 向 边 的 路 径 在 网 络 中 增 大 流 的 过 程 。 从 直人 按 的 描述 的 流 开 始 ， 并 从 左 向 右 读 取 ， 
先 增加 0-2 上 的 流 ， 再 增加 2-3 上 的 流 (增加 的 流 用 黑色 显示 )。 然 后 减少 1-3 上 的 流 ( 用 和 白色 显示 )， 并 使 此 流转 到 
1-4， 然 后 到 4-5， 最 后 得 到 右 图 的 流 。 


刚才 描述 的 这 个 过 程 是 经 典 的 Ford-Fulkerson 最 大 流 算法 ( 增 大 路 径 法 )。 总 结 如 下 : 


从 任何 一 个 零 流 开始 ， 沼 着 从 源 点 到 汇 点 的 任何 一 条 路 径 上 的 未 满 前 向 边 或 空 
的 后 向 边 增 大 此 流 ， 继续 这 个 过 程 直到 网 络 中 不 存在 这 样 的 路 径 。 


显然 ， 不 论 我 们 如 何 选择 路 径 ， 这 种 方法 总 是 能 够 找 出 最 大 流 。 就 像 在 20. 1 节 中 讨论 
的 MST 方法 和 21.7 中 讨论 的 Bellman-Ford 最 短路 径 方法 ， 它 是 一 种 非常 有 用 的 通用 方法 ， 
因为 它 确立 了 一 类 更 为 特定 算法 的 正确 性 。 我 们 可 以 使 用 任何 方法 来 选择 路 径 。 

图 22-14 说 明了 几 种 不 同 的 增 大 路 径 序 列 ， 都 能 得 到 示例 网 的 最 大 路 径 。 本 市 稍 后 ， 我 
们 考察 几 种 计算 增 大 路 径 序 列 的 算法 ， 所 有 这 些 方法 都 可 得 到 最 大 流 。 算 法 不 同 之 处 在 于 它 
们 计算 的 增 大 路 径 数目 、 路 径 长 度 以 及 找 出 每 条 路 径 的 开销 不 同 。 但 是 它们 都 实现 了 Ford- 
Fulkerson 算法 ， 并 找 出 了 最 大 流 。 

为 了 说 明 Ford-Fulkerson 算法 的 任何 实际 实现 所 计算 出 的 流 都 有 最 大 流 值 ， 我 们 表明 这 
个 事实 等 价 于 一 个 称 为 最 大 流 - 最 小 割 定理 (maxflow-mincut theorem ) 的 重要 事实 。 理 解 这 
个 定理 是 理解 最 大 流 算法 的 关键 一 步 。 顾 名 思 义 ， 该 定理 是 基于 网 络 中 流 和 割 之 间 的 直接 天 
系 的 ， 因 而 我 们 首先 定义 有 关 基 (cut) 的 术语 。 z 

回忆 20. 1 节 中 的 内 容 ， 图 中 的 制 是 把 顶点 分 成 两 个 不 相交 集合 的 一 个 划分 ， 并 且 交 又 
边 (crossing edge) 就 是 连接 这 两 个 集合 中 顶点 的 边 。 对 于 流 网 络 ， 我 们 完善 这 些 定 义 ， 如 
下 《〈 见 图 22-15) 。 
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图 22-14 增 大 路 径 序列 
在 这 三 个 例子 中 ， 我 们 沿 着 不 同 增 大 路 径 序列 来 增 大 流 ， 直 到 没有 增 大 路 径 存 在 。 每 种 方法 所 得 到 的 流 是 一 个 最 大 
流 。 网 络 流 理论 中 的 关键 经 典 定理 指出 : 不 论 使 用 哪 一 个 路 径 序 列 ， 我 们 都 可 以 得 到 任何 一 个 网 的 最 大 流 ( 见 性 质 22. 5)。 


定义 22. 3 st 割 是 一 个 将 顶点 s 放 在 其 中 一 个 集合 ， re 
将 顶点 1 放 在 另 一 个 集合 中 的 割 。 : -人 人 
与 4 市 对 应 的 每 条 交叉 边 要 么 是 一 条 st 边 ， 它 连接 ? 






包含 :的 集合 中 的 一 个 项 点 与 包含 i 的 集合 中 的 一 个 顶 
点 ， 要 么 是 一 条 4 边 ， 边 的 方向 相反 。 我 们 有 时 把 交叉 
边 的 集合 称 为 割 集 (cut set) 。 流 网 络 中 的 一 个 盖 割 的 容 后 向 边 及 光 
量 (capacity) 就 是 该 制 的 兰 边 的 容量 之 和 ， 穿 越 (flow 
across) 一 个 盖 割 的 流 为 此 割 中 的 2 边 的 流 之 和 与 为 此 制 


前 回 边 


中 的 is 边 的 流 之 和 的 差 。 i 
删除 割 集 把 一 个 连通 图 划分 为 两 个 连通 分 量 ， 使 得 图 22-15 st 雪 | 的 术语 


不 存在 路 径 连 接 这 两 个 集合 中 的 顶点 。 山 除 网 的 一 个 3 一 个 总 网 有 一 个 源 点 5 和 一 个 汇 点 
割 中 的 所 有 边 ， 致 使 在 基本 无 向 图 中 不 存在 连接 * 到 上 的 、 ee 
4 Py a Se (白色 顶点 ) 及 包含 汇 点 的 集合 ( 黑 
路 径 ， 但 恢复 任何 一 条 边 就 可 能 形成 这 样 一 条 路 径 。 si 

对 于 本 章 开 始 提 到 的 那些 问题 ， 割 是 合适 的 抽象 ， “中 的 顶点 〈 其 中 一 个 集合 用 灰色 强调 ) 
其 中 流 网 络 描述 了 从 仓库 到 部 队 补 给 的 转移 。 为 了 以 最 ee Hn es 
经 济 的 方式 完全 切断 补给 ， 敌 方 可 能 会 解决 以 下 问题。 。。 外 台 室 和 名 人 全 
最 小 制 (minmum cut) ”给 定 一 个 st 网 ， 找 出 一 个 使 。 中 ， 有 4 条 前 向 边 和 2 条 后 向 边 。 
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割 的 容量 达到 最 小 的 盖 割 。 为 简明 起 见 ， 我 们 把 这 个 制 称 为 最 小 出 〈mincut) ， 找 出 网 络 中 
最 小 割 的 问题 称 为 最 小 割 问题 (mincut probjem ) 。 

最 小 割 问题 是 对 我 们 在 18. 6 节 所 讨论 的 连通 性 问题 的 一 个 推广 。 在 22. 4 节 详 细 我 们 分 
析 它 们 的 特定 关系 。 

在 对 最 小 割 问题 的 阐述 中 ， 没有 担 到 流 的 概念 。 这 些 定 义 似乎 有 些 偏离 我 们 讨论 的 增 大 
路 和 双 算 法 。 表 面 上 看 ， 计 算 一 个 最 小 制 ( 边 集 ) 似乎 是 要 比 计算 一 一 个 最 大 流 (在 所 有 边 上 
分 配 权 值 ) 要 容易 。 相 反 ， 入 门 古 和 最 小 制 问题 紧密 相关 。 结 全 
于 流 和 荐 的 两 个 事实 ， 增 大 路 径 法 自身 给 出 了 一 个 证 明 。 

性 质 22. 3 对 于 任何 st 流 ， 穿 越 每 个 st 荐 的 流 等 于 该 流 值 。 

证 明 这 个 性 质 是 把 我 们 在 相关 证 明 ( 见 图 22-7) 中 讨论 的 性 质 22. 1 的 一 个 直接 推广 
结果 。 增 加 与 流 值 相等 的 流 的 边 +-s*， 使 对 任何 顶点 其 流入 量 等 于 流出 量 。 然 后 ， 对 于 任何 总 
割 ，C. 是 包含 :的 顶点 集合 ，C, 是 包含 1 的 顶点 集合 ， 到 C, 的 流入 量 为 到 * 的 流入 量 〈 流 值 ) 
加 上 穿越 该 割 的 后 向 边 上 的 流 之 和 ; 从 C, 的 流出 量 为 穿越 该 制 的 前 向 边 上 的 流 之 和 。 设 置 
这 两 个 量 相 等 就 确立 了 所 需要 的 结果 。 加 

性 质 22.4 ”st 流 的 值 都 不 超过 任何 st 割 的 容量 。 

证 明 穿越 一 个 割 的 流 肯定 不 会 超过 那个 制 的 容量 ， 因 而 该 结果 由 性 质 22. 3 直接 而 得 。 

图 

换 旬 话说 ， 割 表示 了 网 络 中 的 瓶 席 。 在 军事 应 用 中 ， 不 能 完全 切断 部 队 补 给 的 敌 方 仍然 
能 够 确信 补给 流 会 受到 任 一 给 定 割 的 容量 的 限制 。 我 们 肯定 可 以 想象 在 这 个 应 用 中 ， 建 立 一 
个 割 的 成 本 与 它 的 容量 成 正比 ， 因 而 促使 敌 方 找 出 最 小 割 问题 的 一 个 解 。 更 重要 的 是 ， 这 些 
事实 还 蕴含 着 不 存在 流 值 大 于 任 一 最 小 割 的 容量 

性 质 22.5 (最 大 流 -最 小 割 定理 ) 网 络 中 的 所 有 比 流 的 最 大 值 等 于 所 有 st 割 的 最 小 
容量 。 
证 明 只 要 展示 一 个 流 和 一 个 割 ， 满 足 流 值 等 于 割 的 容量 就 足够 了 。 该 流 必 须 是 一 个 最 
大 流 ， 因 为 任何 其 他 流 值 都 不 超过 此 割 的 容量 ; 而 且 此 出 必须 是 一 个 最 小 割 ， 因 为 其 他 割 的 
容量 都 不 会 小 于 这 个 流 值 (由 性 质 22.4 可 知 )。Ford-Fulkerson 算法 正 是 给 出 了 这 样 一 个 流 
和 撩 算法 终止 时 ， 找 出 图 中 从 s 到 1 的 每 条 路 径 上 的 第 一 条 前 向 满 边 或 后 向 空 边 。 令 C ,为 
不 含 前 问 满 边 或 后 同 空 边 的 无 向 路 径 中 从 s 可 达 的 所 有 顶点 集合 ,， 令 C, 是 其 余 顶 点 。 那 么 ， 
上 必定 在 C, 中 ， 因 而 (C,, C0,) 是 一 个 st 割 ， 其 割 集 完全 由 前 向 满 边 或 后 向 空 边 组 成 。 穿 越 
此 割 的 流 等 于 此 制 的 容量 (因为 前 向 边 是 满 的 ， 且 后 向 边 是 空 的 ) ， 且 等 于 网 络 流 值 (由 性 
质 22.3 可 知 )。 器 

这 个 证 明 同 时 还 明确 地 确立 了 Ford-Fulkerson 算法 可 以 找 出 一 个 最 大 流 。 无 论 选 择 何 种 
方法 来 找 出 一 条 增 大 路 径 ， 也 不 论 我 们 找 出 哪 一 条 路 径 ， 我 们 总 是 结束 在 其 流 等 于 其 容量 的 

一 个 着 上， 而 且 等 于 网 络 流 的 值 ， 因 此 ， 它 必定 是 一 个 最 大 流 。 

Ford-Fulkerson 算法 的 正确 性 还 有 另 一 个 含义 ， 那 就 是 对 于 任何 具有 整数 容量 的 流 网 络 ， 
存在 一 个 最 大 流 解 ， 其 中 流 都 是 整数 。 每 条 增 大 路 径 使 流 增加 一 个 正 整 数 (前 向 边 中 的 最 
小 未 用 容量 ， 及 后 向 边 中 的 流 ， 它 们 都 总 是 正 整 数 ) 。 这 个 事实 说 明了 我 们 仅 关 注 整 数 容量 
和 流 的 决定 是 正确 的 。 即 使 是 在 容量 都 为 整数 时 ， 也 可 能 设计 一 个 有 非 整 数 流 的 最 大 流 
( 见 练习 22. 25) ， 但 我 们 需要 不 考虑 这 样 的 流 。 这 个 限制 是 重要 的 ; 推广 到 允许 容量 和 流 为 
实数 的 情况 ， 可 以 得 到 我 们 不 希望 的 异常 情况 。 例 如 ，Ford-Fulkerson 算法 可 能 导致 甚至 不 
含 最 大 流 值 的 一 条 无 限 的 增 大 路 径 序列 〈 见 第 五 部 分 参考 文献 ) 。 
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0 12345 0-1 0-2 5 
0 1 2345 0-2 1-3 1-4 7 
0 2 1345 0-1 2-3 2-4 4 
0-1 0 3 1245 0-1 0-2 3-5 1-3 2-3 6 
0-2 0 4 1235 0-1 0-2 4-5 1 名 2- 笃 8 
1-3 012 345 1-3 1I-4 2-3 2-4 6 
1-4 013 24&5 0-2 1-4 3-5 2-3 6 
2-3 01%4 235 0-2 1-3 -5 2-4 9 
2- 023 14 5 0-1 2-4 3-5 1-3 5 
3-5 024 i135 0-1 2-3 4-5 1 6 
4-5 0 3 4 1 2 5 0-1 0-2 t-3 1-4 2-3 2-4 5 
0123 4 5 1-4 2-4 3-5 4 
0124 3 5 1-3 4-5 6 
023 4 1 5 0-1 3-~ 当 4- 当 1-3 1i-6 7 
01234 5 3-5 -5 5 


图 22-16 所 有 5 割 
这 个 表 在 左边 列 出 了 网 络 中 的 所 有 只 割 、 包 含 s 的 集合 中 的 顶点 、 包 含 上 的 集合 中 的 顶点、 前 向 边 、 后 向 边 以 及 容 
量 《〈 前 向 边 容量 之 和 ) 。 对 于 任何 流 ， 穿 越 所 有 着 的 流 〔 即 前 向 边 中 的 流 减 去 后 向 边 中 的 流 ) 都 相同 。 例如， 对 于 左 
边 网 络 中 的 流 ， 穿 越 此 割 〈 分 制 013 和 245) 的 流 为 2 + 1 + 2 (分 别 为 0-2、1-4 和 3-5 中 的 流 ) 减 1 (2-3 中 的 
流 )， 即 为 4。 这 个 计算 结果 4 也 可 由 网 络 中 的 其 他 割 得 到 ， 而 且 这 个 流 是 一 个 最 大 流 ， 因 为 它 的 值 等 于 最 小 害 的 容量 
( 见 性 质 22.5)。 这 个 网 络 中 有 两 个 最 小 割 。 

通用 的 Ford-Fulkerson 算法 并 没有 指定 找 出 一 条 增 大 路 径 的 特定 方法 。 也 许 找 增 大 有 路径 
的 最 自然 的 一 种 方式 是 使 用 18. 8 节 中 的 推广 的 图 搜索 策略 。 为 此 ， 我们 先 从 以 下 定义 开始 : 

定义 22.4 给 定 一 个 流 网 络 和 一 个 流 ， 该 流 的 残 量 网 络 (residual network) 有 着 和 原始 
网 络 一 样 的 顶点 ， 且 对 于 原 网 络 中 的 每 条 边 ， 残 量 网 络 中 都 有 一 条 或 两 条 边 ， 定 义 如 下 : 对 
于 原 网 络 中 的 每 条 边 u-v, 令 f 是 流 , Cc 是 容量 。 如 果 j 厂 是 正 的 ， 则 在 残 量 网 络 中 包含 容量 为 了 
的 一 条 边 2-u; 且 如 果 j 小 于 c， 在 残 量 网 络 中 包含 容量 为 c- 的 一 条 边 u-v。 

如 果 xz 为 空 (f 等 于 0)， 则 在 残 量 网 络 中 有 一 条 容量 为 c 的 边 u-v; 如 果 wu-v 为 满 (f 
等 于 c)， 则 在 残 量 网 络 中 有 一 条 容量 为 f 的 边 v-wuw; 如 果 wu-v 即 不 空 也 不 满 ， 则 在 残 量 网 络 
中 包含 带 有 各 自 容量 的 wu-v 和 ?zz 的 边 。 

残 量 网 络 使 我 们 可 以 使 用 任何 广义 图 搜索 方法 来 找 出 一 条 增 大 路 径 ( 见 18.8 节 )， 因 
为 残 量 网 络 中 从 源 点 到 汇 点 的 任意 路 径直 接 对 应 原 网 络 中 的 一 条 增 大 路 径 。 沿 着 这 条 路 径 增 
大 流 意味 着 在 残 量 网 络 中 进行 改变 : 例如 ， 在 这 条 路 径 上 至 少 有 一 条 边 变 成 满 或 空 ， 因 而 在 
残 量 网 络 中 至 少 有 一 条 边 改 变 方向 或 者 消失 。 图 22-17 显示 了 一 个 例子 的 一 条 增 大 路 径 序 列 
以 及 所 对 应 的 残 量 网 络 。 

正如 我 们 看 到 的 ， 经 典 的 图 搜索 方法 仅 在 选择 何 种 数据 结构 来 存放 未 探索 的 边 有 所 不 
同 。 对 于 最 大 流 问 题 ， 选 择 一 个 数据 结构 直接 对 应 实现 找 出 增 大 路 径 的 一 种 特殊 策略 。 尤 其 
是 在 我 们 考虑 使 用 FIFO 队列 、 优 先 队 列 、 栈 和 随机 队列 进行 实现 时 。 

程序 22. 3 是 一 种 基于 优先 队列 的 实现 ， 它 包括 了 所 有 这 些 可 能 性 ， 使 用 程序 21. 1 图 搜 
索 实 现 的 PFS 的 一 个 改进 版 本 。 这 一 实现 可 使 我 们 在 Ford-Fulkerson 的 几 种 不 同 的 经 典 实现 
间 做 出 选择 ， 只 要 设置 优先 级 就 可 以 为 边缘 集 实 现 不 同 数据 结构 。 

理解 程序 22. 3 的 关键 是 理解 其 中 的 两 种 方式 ， 在 这 两 种 方式 中 ， 它 利用 了 这 样 的 事实 : 
邻接 表 表 示 包 含 流 网 络 的 每 条 边 的 两 种 表示 ( 见 图 22-10) 。 首 先 ， 它 不 需要 显 式 地 构造 残 
量 网 络 : 一 个 简单 的 宏 就 足够 了 。 第 二 ， 它 表示 带 有 网 络 边 的 PFS 搜索 树 ， 以 支持 流 增 大 : 
在 程序 21. 1 中 ， 当 我 们 遍历 边 v-w 时 ， 设置 st[ w] =v; 在 程序 22.3 中 ， 当 我 们 通 历 边 vw 
时 ， 此 时 在 v 的 邻接 表 中 有 一 个 链接 u， 使 u->v = w， 我 们 设置 st[ wj] =u。 这 使 得 我 们 可 
以 访问 流 (用 st[wj-> flow 访问 ) 和 父 结 点 (用 stLwj-> dup ->Y)。 
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cap flow 
0-1 2 0 0-1 2 
0-2 3 0 0-2 3 
1-3 3 0 1-3 3 
1-4 1 0 1-4 1 
2-3 1 0 2-3 1 
2 1 0 2-4 1 
3-5 2 0 3-5 2 
4-5 3 0 4-5 3 
cap flow 
0-1 2 2 1-0 2 
0-2 3 0 0-2 3 
1=3 3 2 和 生 = 和 溉 
| 1 0 1-& 1 
2-3 0 2-3 1 
2 一 必 1 0 -2 - 江 
3-5 2 2 5-3 2 
4 -5 3 0 4-5 3 
cap flow 
0-1 2 2 1-0 2 
0-2 3 下 ,| 
1=3 3 2 .I 
1-4 0 1-4 1 
2<3 1 0 2-3 1 
2-4 1 1 4-2 1 
3-5 2 2 5-3 2 
4-5 3 1 h=5 2 5-4 1 
cap flow 
0-1 2 2 1-0 2 
0-2 3 2 =- -SEOE2 
3 1 es 
1-4 1 1 4-1 1 
2-3 1 1 3-2 1 
2-4 1 1 4-2 1 
3-5 2 2 5-3 2 
4&-5 3 2 4-5 1 5-4 2 





图 22-17 ” 残 量 网 络 〈 增 大 路 径 ) 

找 一 个 流 网 络 中 的 增 大 路 径 等 价 于 找 该 流 所 定义 的 残 量 网 络 中 的 有 向 路 径 。 对 于 流 网 络 中 的 每 条 边 ， 我 们 在 残 量 
网 络 中 创建 每 个 方向 的 一 条 边 : 一 条 边 是 在 流 的 方向 ， 其 权 值 等 于 未 用 容量 ， 另 一 条 边 在 流 的 相反 方向 ， 其 权 值 等 于 
该 流 。 两 种 情况 都 不 含 权 值 为 零 的 边 。 初 始 时 《上 图 ) ， 残 量 网 络 就 是 权 值 为 容量 的 流 网 络 。 当 我 们 沿 着 路 径 0-1-3-5 
增 大 时 (从 上 数 第 二 个 ) ， 我 们 将 0-1 和 3-5 充满 至 其 容量 ， 因 而 它们 在 残 量 网 络 中 改变 了 方向 ， 我 们 把 1-3 的 权 值 减 
少 使 其 与 残 流 对 应 ， 并 增加 权 值 为 2 的 边 3-1。 类 似 地 ， 当 我 们 沿 着 0-2-4-5 增 大 路 径 时 ， 将 2-4 充满 至 其 容量 ， 使 它 
改变 方向 ， 且 在 0 和 2、4 和 5 之 间 的 两 个 方向 都 有 表示 流 和 未 用 容量 的 边 。 沿 着 路 径 0-2-3-1-4-5 增 大 之 后 (下 图 )， 
在 残 量 网 络 中 ， 不 再 有 从 源 点 到 汇 点 的 有 向 路 径 ， 因 而 不 会 再 有 增 大 路 径 。 
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程序 22. 3 增 大 路 径 最 大 流 实 现 
这 个 ADT 实现 了 通用 增 大 路 径 (Ford-Fulkerson〉 最 大 流 算法 ,使 用 PFS 实现 和 我 们 在 
Dijkstra 算法 (程序 21.1) 中 使 用 的 优先 队列 接口 ， 经 过 修改 使 其 可 以 表示 带 有 链接 到 网 络 
浪 的 生成 树 ( 见 正文 )。 安 Q 给 出 了 残 量 网 络 中 x 的 边 的 容量 。P 的 适当 定义 产生 各 种 不 同 
的 最 大 流 算 法 。 
static int wt[maxV] ; 
#define Q (u->cap < 0 ? -u->flow : U->cap - u->flow) 
int GRAPHpfs (Graph G, int s, int t, link st{[]) 
{ int v, w, d = M; link u; 
PQinit(); priority = wt; 
for (v = 0; Vv < G->V; V++) 
{ st[v] = NULL; wt[v] = 0; PQinsert(v); } 
wt[s} = M; PQinc'(s); 
while (!PQempty ()) 


{ 
v = PQdelmax() ; 
if ((wt{[v)] == 0) || (v == t+)) break ; 
for (u = G->adj{v]; u {= NULL; u = u->next) 
if (Q > 0) 
if (P > wt[w = u->v]j) 
{ wt[wl = P; PQinc(w); st[w]j = ui } 
wt[v] = Mi 
} 
if (wt[t] == 0) return 0; 
for (w= t:w l= s; w= st[w]->dup->Vy 
{u= stftwJ;d=(Q>d?d:Q);} 
return d; 
} 
void GRAPHmaxflow(Graph G, int s, int t) 
{ int Xx, d; 


link st[maxV]; 
while ((d = GRAPHpfs(G, s, t, st)) != 0) 
for (x= t:x !=s; x = st[x]->dup->v) 
{ st[x]->flow += d; st[x]->dup->flow -= Gd; } 
} 


EE Pe 


如 在 21. 2 中 讨论 的 ， 使 用 优先 队列 来 实现 边缘 集 数据 结构 的 栈 、 队 列 或 随机 队列 机 以 
导致 边缘 集 操作 的 额外 的 一 个 了 开销 。 因 为 在 实现 中 把 这 些 ADT 实现 为 一 个 像 程 序 18. 10 
那样 的 广义 队列 ADT， 我 们 可 以 避免 这 个 开销 。 在 分 析 算 法 时 ， 假设 这 些 情况 的 边缘 集 操作 
的 开销 为 常量 。 通 过 使 用 程序 22. 3 单个 实现 ， 我 们 强调 各 种 Ford-Fulkerson 实现 之 间 的 直接 
关系 。 

尽管 它 是 通用 的 ， 程 序 22. 3 并 没有 包含 Ford-Fulkerson 算法 的 所 有 实现 (例如 ， 见 练习 
22. 38 和 练习 22. 40) 。 研 究 人 员 继 续 开发 实现 算法 的 新 方法 。 但 是 程序 22. 3 包含 的 算法 类 
已 得 到 广泛 应 用 ， 使 我 们 对 理解 网 络 流 的 计算 建立 了 一 个 基础 ， 并 且 引 入 了 实际 中 执行 很 好 
的 直接 实现 。 

正如 所 见 到 的 ， 这 些 基本 算法 学 工具 给 出 了 网 络 流 问题 的 简单 解 ( 且 应 用 广泛 ) 。 然 而 
对 确定 哪 一 种 是 最 好 的 方法 的 完整 分 析 是 一 件 复杂 的 任务 ， 因为 它们 的 运行 时 间 取 决 于 : 

。 找 出 一 个 最 大 流 所 需 的 增 大 路 径 数 。 

。 找 出 每 个 增 大 路 径 所 需 的 时 间 。 


这 些 数量 变化 很 大 ,与 所 处 理 的 网 络 有 关 ， 还 与 图 搜索 策略 有 关 (边缘 集 数据 结构 ) 。 

也 许 最 简单 的 FordsFulkerson 实现 使 用 了 最 短 (shortest) 增 大 路 径 (根据 路 径 上 边 数 度 
量 ， 而 不 是 根据 流 或 容量 度量 ) 。 这 种 方法 是 由 Edmonds 和 Karp 于 1972 年 提出 的 。 为 了 实 
现 这 种 方法 ， 我 们 使 用 了 队列 表示 边缘 集 ， 在 程序 22. 3 中 要 么 使 用 增 量 计数 器 的 值 表示 已， 
要 么 使 用 队列 ADT 代替 优先 队列 ADT。 在 这 种 情况 下 ， 在 残 量 网 络 中 搜索 一 条 增 大 路 径 相 
当 于 进行 广度 优先 搜索 (BFS) ， 正 如 18. 8 节 和 21. 2 节 中 所 描述 的 。 图 22-18 通过 一 个 示例 
显示 了 Ford-Fulkerson 方法 实现 的 过 程 。 为 简明 起 见 ， 我们 把 这 种 方法 称 为 最 短 增 大 路 径 
( shortest-augmenting path) 最 大 流 算法 。 由 图 可 知 ， 增 大 路 径 长 度 形成 一 个 非 降 序列 。 在 性 
质 22.7 中 对 此 方法 的 分 析 证 明了 这 个 性 质 很 特殊 。 





图 22-18 最 短 增 大 路 径 
这 个 序列 显示 了 Ford-Fulkerson 方法 在 一 个 网 络 中 找 最 大 流 的 一 种 最 短 增 大 路 径 实 现 。 随 着 算法 的 进行 ,路径 长 度 
增加 : 最 上 一 行 的 前 4 条 路 径 长 度 为 3; 最 上 一 行 的 最 后 一 条 路 径 长 度 为 4; 最 下 一 行 前 两 条 路 径 长 度 为 5; 在 两 条 长 
度 为 7 的 路 径 都 各 有 一 条 后 向 边 时 ， 算 法 结束 。 


Edmonds 和 Karp 提出 了 另 一 种 Ford-Fulkerson 的 实现 : 沿 着 使 流 增加 最 大 量 的 路 径 增 大 。 
为 了 使 用 一 般 PFS 来 实现 这 一 方法 ， 在 程序 22.3 中 我 们 使 用 优先 队列 


#define P (QQ > wtfv] ? wt[lv] : Q) 


这 个 优先 级 使 得 算法 从 边缘 集中 选择 边 ， 从 而 给 出 通过 前 向 边 可 以 推进 或 后 向 边 可 以 流出 的 
最 大 流量 。 为 了 简明 起 见 ， 我 们 把 这 种 方法 称 为 最 大 容量 增 大 路 径 〈maximum-capacity aug- 
menting-path) 最 大 流 算法 。 图 22-19 说 明了 算法 对 于 图 22-18 中 的 同一 流 网 络 的 工作 过 程 。 

这 些 只 是 Ford-Fulkerson 实现 的 两 个 例子 (也 是 我 们 所 能 分 析 的 例子 )。 本 节 末 尾 ， 我 们 
还 会 考虑 其 他 例子 。 在 此 之 前 ,我 们 先 对 增 大 路 径 方法 进行 分 析 ， 以 便 了 解 其 性 质 ， 并 最 终 
确定 哪 一 种 方法 性 能 最 佳 。 
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为 了 在 程序 22. 3 中 表示 的 算法 类 中 做 出 选择 ， 我 们 又 遇 到 类 似 的 情况 。 应 该 关注 最 坏 
情况 的 性 能 保证 ， 还 是 强调 把 问题 表示 成 为 一 种 与 实际 中 遇 到 的 网 络 无 关 的 数学 猜想 呢 ? 这 
个 问题 与 上 下 文 尤为 相关 ， 因 为 我 们 建立 的 经 典 的 最 坏 情 况 下 的 性 能 界限 比 我 们 所 见 的 典型 
图 的 实际 性 能 结果 高 很 多 。 很 多 因素 使 这 种 情况 更 复杂 。 例 如 ， 集 中 版 本 算法 的 最 坏 情 况 下 
的 运行 时 间 不 仅 取决 于 V 和 EE， 而 且 取 决 于 网 络 中 边 上 容量 的 值 。 开 发 有 可 保证 性 能 的 快速 
最 大 流 算法 一 直 是 数 十 年 来 吸引 人 的 问题 ， 并 且 大 量 方法 已 提出 。 使 用 在 实际 中 可 能 遇 到 的 
网 络 ， 对 这 些 方 法 做 出 评价 以 选 出 足够 精度 的 方法 ， 并 不 像 是 我 们 研究 的 其 他 情况 下 的 同一 
任务 〈 比 如 说 排序 或 搜索 算法 的 典型 应 用 问题 ) 那样 明确 。 





图 22-19 最 大 容量 增 大 路 径 

这 个 序列 描绘 了 Ford-Fulkerson 方法 找 最 大 流 的 最 大 容量 增 大 路 径 的 实现 过 程 。 随 着 算法 的 进行 ， 路 径 容量 减 小 ， 
但 是 它们 的 长 度 可 能 增加 或 减 小 。 这 种 方法 只 需要 9 次 增 大 路 径 就 能 计算 出 图 22-18 中 所 示 的 同一 网 络 流 。 

考虑 到 这 些 困难 ， 现 在 来 考虑 Ford-Fulkerson 法 的 最 坏 情 况 性 能 的 经 监 结 打 : 有 一 个 一 
般 上 界 和 两 个 特定 上 界 ， 分 别 对 应 我 们 考察 过 的 两 种 增 大 路 径 算 法 的 各 个 上 界 。 这 些 结果 不 
仅 使 我 们 对 算法 性 能 进行 足够 精确 的 预测 以 进行 有 意义 的 比较 ， 而且 可 使 我 们 深刻 地 理解 算 
法 的 特性 。 在 本 节 末 尾 ， 我 们 对 这 些 方法 的 实验 性 结果 进行 比较 。 

性 质 22.6 设 及 是 网 络 中 的 最 大 边 容 量 。Ford-Fulkerson 算法 的 实现 所 需 的 增 大 路 径 数 
目 至 多 为 VM。 

证 明 任何 割 至 多 有 了 条 边 ， 其 容量 最 大 为 M， 则 总 容量 为 YM。 每 条 增 大 路 径 使 通过 
每 个 割 的 流 至 少 增 1， 因此 算法 必定 在 VM 遍 后 终止 ,因为 在 多 次 增 大 之 后 ， 所 有 制 必定 会 
充满 至 容量 。 图 

这 个 上 界 是 一 个 紧 致 界 ， 例如， 假设 我 们 使 用 最 长 增 大 路 径 算 法 (基于 和 直觉， 路径 越 
长 ， 放 在 网 络 边 上 的 流 越 多 ) 。 因 为 是 统计 和 迭代 次 数 ， 这 里 暂且 忽略 计算 这 样 一 条 路 径 的 开 
销 。 图 22-20 所 示 的 (经 典 ) 例子 表明 了 在 网 络 中 选择 最 长 路 径 使 性 质 20.6 中 的 上 界 成 为 
紧 致 界 : 作为 这 样 一 个 网 络 ， 它 的 最 长 增 大 路 径 算法 的 迭代 次 数 等 于 边 容 量 的 最 大 值 。 这 个 
例子 表明 我 们 必须 进行 详细 的 考察 ， 以 便 知道 是 否 还 有 其 他 的 实现 会 使 用 比 性 质 22.6 中 表 
明 的 更 少 的 次 数 。 同 时 它 还 给 出 了 很 多 实际 情况 所 使 用 的 Ford-Fulkerson 算法 实现 的 运行 时 
间 的 上 界 。 

推论 ” 找 出 一 个 最 大 流 所 需要 的 时 间 为 0(VEM) ， 对 于 稀 朴 网 络 ， 即 为 0(VM)。 
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证 明 由 于 广义 图 搜索 是 图 表示 大 小 的 线性 孙 数 这 一 基本 结果 (性质 18. 12) ， 可 以 直 
接 得 到 结论 。 如 已 经 表明 的 ， 如 果 我 们 使 用 优先 队列 边缘 实现 ， 则 还 需 lg 了 倍 的 因子 。 惫 

对 于 稀 琉 网 络 和 有 小 规模 整数 容量 的 网 络 ， 这 个 上 界 是 合理 的 。 证 明 过 程 实际 上 确定 了 
M 因子 可 用 网 络 中 的 最 大 与 最 小 非 零 容量 之 间 的 一 个 比值 蔡 代 ( 见 练习 22. 27 ) 。 当 这 个 比 
值 较 小 时 ， 这 个 上 界 表明 ， 最 坏 情 况 下 Ford-Fulkerson 的 任何 实现 将 会 在 与 求解 所 有 点 对 最 
短路 径 问 题 所 需 时 间 成 正比 的 时 间 内 找到 一 个 最 大 流 。 有 很 多 情况 其 中 的 容量 的 确 很 小 ， 因 
子 村 也 可 以 忽略 。 我 们 将 在 22.4 节 看 到 一 个 例子 。 

Cap flow 


0~1 XX 1 


A 


a 仿 此 7 
I~2 工 全 


直人 收 说 大 全 
2~3 XX 1 
CEI flow 


0~1i 芭 XX* 
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图 22-20 ”Ford-Fulkerson 算法 的 两 种 情况 
这 个 网 络 说 明了 Ford-Fulkerson 算法 所 使 用 的 迭代 次 数 依赖 于 网 络 中 边 上 容量 的 大 小 以 及 实现 所 选择 的 路 径 序 列 。 
它 由 容量 为 六 的 4 条 边 、 容 量 为 1 的 1 条 这 组 成 。 上 图 中 描述 的 情况 表明 交替 使 用 路 径 0-1-2-3 和 路 径 0-2-1-3 作为 增 
大 路 径 〈 例 如 ， 有 人 偏爱 长 路 径 ) 的 实现 将 要 求 下 对 的 选 代 ， 就 像 所 显示 的 两 对 那样 ， 每 一 对 都 使 总 流 增 加 2。 下 图 
描述 的 情况 表明 先 选择 0-1-3， 再 选择 0-2-3 作为 增 大 路 径 的 实现 (例如 ， 有 人 偏爱 短路 径 ) 只 用 两 次 选 代 就 找 出 了 最 
大 流 。 
如 果 边 上 容量 (比如 说 ) 是 32- 位 的 整数 ， 上 图 所 描述 的 情况 将 会 比 下 图 描述 的 情况 慢 数 十 亿 倍 。 


当 1 较 大 时 ，TEM 最 坏 情况 下 的 界限 很 大 ; 但 它 是 一 种 悲观 的 结论 。 因为 我 们 是 通过 
把 最 坏 情 况 下 的 界限 相 乘 得 到 这 个 结果 的 ， 这 些 界限 是 所 构造 的 例子 的 界限 。 真 实 网 络 的 实 
际 开销 一 般 会 低 得 多 。 

从 理论 的 观点 ， 我 们 的 首选 目标 是 : 使 用 17.8 节 中 的 粗略 分 类 来 发 现 带 有 较 大 整数 权 
值 的 网 络 的 最 大 流 问 题 是 否 是 易 解 问题 (多 项 式 时 间 算 法 可 解 )。 所 导出 的 这 个 上 界 并 不 能 
解决 这 个 问题 ， 因 为 最 大 权 值 M =27 可 能 呈 了 和 五 的 指数 增长 。 从 实际 的 观点 来 看 ， 我 们 可 
以 选择 更 好 的 性 能 保证 。 要 选择 一 个 典型 的 实际 例子 ,假设 使 用 32- 位 的 整数 (m=32) 来 
表示 边 上 的 权 值 。 在 一 个 有 数 百 个 顶点 和 数 千 条 边 的 图 中 ， 性 质 22.6 的 推论 表明 在 一 个 增 
大 路 径 的 算法 中 我 们 必须 进行 数 百 万 亿 次 的 操作 。 如 果 要 处 理 数 百 万 个 项 点， 这 个 结果 是 没 
有 实际 意义 的 ， 不 仅 由 于 我 们 将 不 会 有 大 到 2'“”™ 的 权 值 ， 而 且 还 由 于 VV 和 VE 是 如 此 大 以 
至 于 使 得 这 个 上 界 毫 无 意义 。 我 们 对 找 解决 这 个 易 解 问题 的 多 项 式 的 上 界 感 兴趣 ， 也 对 在 实 
际 中 可 能 遇 到 的 相关 情况 的 更 好 上 界 感 兴趣 。 

性 质 22. 6 具有 一 般 性 : 它 可 应 用 到 任何 Ford-Fulkerson 的 实现 。 算 法 的 通用 性 质 给 我 们 
留 下 很 大 的 灵活 性 ， 使 我 们 可 以 考虑 大 量 简单 实现 以 改进 性 能 。 我 们 期 望 特定 的 实现 可 能 是 
更 好 最 坏 情 况 界限 的 一 个 研究 主题 。 实 际 上 ， 这 是 我 们 把 它 放 在 第 一 位 考虑 的 主要 原因 ! 现 
在 ， 如 我 们 已 看 到 的 ， 实 现 并 使 用 一 大 类 的 这 些 实现 是 很 容易 的 : 我 们 只 需要 替代 不 同 广 义 
队列 实现 或 程序 22. 3 中 的 优先 定义 即 可 。 分 析 最 坏 情 况 下 的 性 能 差异 具有 挑战 性 ， 就 如 我 
们 接 下 来 考虑 的 两 种 基本 增 大 路 径 实 现 的 经 典 结果 。 

首先 ， 我 们 分 析 最 短 增 大 路 径 算 法 。 这 种 方法 不 是 图 22-20 中 描述 的 问题 的 主题 。 实 际 
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上 ， 我们 可 以 使 用 它 ， 将 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 中 的 M 因子 用 VE/2 代替 。 由 此 得 出 网 络 流 
是 易 解 问题 。 我 们 甚至 可 能 对 它 比 较 容易 地 分 类 ( 如果 聪明 的 话 ， 通 过 一 种 简单 实现 可 在 
多 项 式 时 间 解 决 实际 问题 ) 。 

性 质 22. 7 Ford-Fulkerson 算法 的 最 短 增 大 路 径 实 现 所 需 的 增 大 路 径 数目 至 多 为 VE/2， 

证 明 首先 ， 由 图 22-18 中 的 例子 可 显然 看 出 ， 任 何 增 大 路 径 都 不 会 比 前 一 条 增 大 路 径 
更 短 。 为 了 确定 这 一 点 ， 我 们 用 反 证 法 来 说 明 一 个 更 强 的 性 质 成 立 : 任何 增 大 路 径 都 不 会 减 
少 从 源 点 s 到 残 量 网 络 中 的 任 一 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 假 设 存 在 这 样 的 扩展 路 径 ， 而且 v 是 
此 路 径 上 第 一 个 这 样 的 顶点 。 那 么 需要 考虑 两 种 情况 : 要 么 从 ， 到 vw 的 新 的 更 短路 径 上 的 任 
何 顶 点 都 不 会 出 现在 增 大 路 径 上 ， 要 人 么 这 条 从 * 到 vw 的 更 短 的 路 径 上 存在 某 个 顶点 w 出 现在 
增 大 路 径 上 位 于 v 和 1 之 间 的 某 一 处 。 这 两 种 情况 都 与 增 大 路 径 的 最 小 性 相 了 矛盾 。 

现在 ， 由 构造 ， 每 条 增 大 路 径 都 至 少 有 一 条 “关键 边 ” (critical edge): 要 从 残 量 网 络 
删除 此 边 ， 因 为 它 要 么 对 应 一 条 充满 到 容量 的 前 向 边 ， 要 么 对 应 一 条 空 的 后 向 边 。 假 设 边 六 
2 是 长 为 4 的 增 大 路 径 已 上 的 一 条 关键 边 。 下 一 条 增 大 路 径 它 作 为 关键 边 时 ， 这 条 路 径 的 长 
度 至 少 为 4+2， 因 为 那 条 路 径 必定 经 过 从 ， 到 vw， 然后 沿 着 v-uw， 再 从 w 到 1。 第 一 段 的 长 度 
至 少 比 P 中 从 :到 的 距离 多 1， 最 后 一 段 的 长 度 至 少 比 P 中 从 vv 到 :的 距离 多 1， 因 而 该 路 
径 长 度 至 少 比 P 多 2，。 

由 于 增 大 路 径 的 长 度 至 多 为 VY， 这些 事实 蕴含 着 每 条 边 都 可 能 是 至 多 V/2 条 增 大 路 径 上 
的 关键 边 ， 因 而 增 大 路 径 总 数 至 多 为 EV/2。 图 

推论 ” 找 出 黎 玖 网 中 的 一 个 最 大 流 所 需 时 间 为 O(V’)。 

证 明 找 出 一 条 增 大 路 径 所 需 时 间 为 0(E)， 因 而 总 时 间 为 0( VE )。 由 此 可 得 陈述 的 
上 罚 。 亩 

V 相当 大 ， 它 并 不 能 为 大 型 网 络 提供 一 个 良好 的 性 能 界限 ,但 是 这 个 事实 并 不 会 排除 把 
该 算法 用 于 大 型 网 络 。 因 为 它 是 一 种 最 坏 情 况 下 的 性 能 结果 ， 对 于 预测 实际 应 用 的 性 能 并 不 
是 很 有 有 用。 例如， 正如 所 提 到 的 ， 最 大 容量 M (或 者 容量 之 间 的 最 大 比率 ) 可 能 要 比 了 小 
得 多 ， 因 而 性 质 22. 6 的 推论 会 给 出 一 个 更 好 的 界限 。 实 际 上 ， 在 最 好 的 情况 下 ，Ford-Fulk- 
erson 方法 所 需 的 增 大 路 径 数目 是 s 的 出 度 或 上 的 人 度 中 的 较 小 者 ， 它 比 了 小 得 多 。 给 定 这 个 
最 好 和 最 坏 性 能 的 范围 ， 只 根据 最 坏 情 况 的 上 界 来 比较 增 大 路 径 算 法 是 不 明智 的 。 

不 过 ， 还 有 一 些 与 最 短 增 大 路 径 方法 一 样 简单 的 其 他 实现 ， 它 们 可 能 有 更 好 的 上 界 ， 或 
在 实际 中 更 被 偏爱 (或 者 兼 而 有 之 )。 例 如 ， 对 于 图 22-18 和 图 22-19 所 示 的 例子 ， 最 大 增 
大 路 径 算法 找 出 一 个 最 大 流 时 所 用 的 路 径 数 远 远 少 于 最 短 增 大 路 径 算 法 。 我 们 现在 转 到 该 算 
法 的 最 坏 和 情况 分 析 。 

首先 ， 正 如 Prim 算法 和 Dijkstra 算法 ( 见 20.6 和 21.2 节 )，, 我 们 可 以 实现 优先 队列 ， 
使 算法 在 最 坏 情 况 下 每 次 迭代 的 时 间 与 广 成 正比 (对 于 稠密 图 ) ， 或 与 (E+ Vlog VV 成 正比 
(对 于 稀疏 图 ) 。 不 过 这 些 估计 是 悲观 的 ， 因 为 算法 到 达 汇 点 时 会 终止 。 我 们 还 看 到 如 果 使 
用 高 级 数据 结构 还 可 以 做 得 更 好 一 些 。 越 来 越 重要 的 挑战 问题 是 需要 多 少 增 大 路 径 。 

性 质 22.8 在 Ford-Fulkerson 算法 的 最 大 增 大 路 径 实 现 中 所 需 的 增 大 路 径 数 目 至 多 为 
2 lg M, 

证 明 给 定 一 个 网 络 ， 令 下 是 它 的 最 大 流 值 。 令 "是 算法 寻找 最 大 路 径 的 过 程 中 某 处 
的 流 值 。 把 性 质 22. 2 应 用 到 残 量 网 络 ， 我 们 可 以 把 流 分 解 为 至 多 巨 条 有 疝 路 径 ， 其 总 和 
为 EE-v， 因 而 至 少 有 一 条 路 径 中 的 流 至 少 为 《下 -vzv)/E。 现 在 ， 要 人 么 在 对 男 外 2E 条 增 大 
路 径 处 理 完 之 前 的 某 个 时 候 找 到 最 大 值 ， 要 么 在 处 理 2E 条 路 径 之 后 增 大 路 径 的 值 小 于 


(下 -2)Z2 瑟 ,而 这 比 处 理 2 天 条 路 径 序列 之 前 的 最 大 值 减 少 一 半 。 也 就 是 说 ， 在 最 坏 情 况 
下 ， 我 们 需要 2E 条 路 径 的 序列 使 路 径 值 降低 一 信 。 第 一 条 路 径 值 至 多 为 MM， 为 此 最 多 需 
要 lg M 次 使 路 径 值 每 次 降低 一 倍 。 因 此 总 共 至 多 有 lg 计 个 2E 条 路 径 的 序列 。 国 

推论 ”在 一 个 稀 玖 网 中 找 一 个 最 大 流 所 需 的 时 间 为 O( 太 芭 采 攻 门 。 

证 明 与 性 质 20.7 和 性 质 21.5 中 的 证 明 一 样 ， 使 用 基于 堆 的 优先 队列 实现 直接 而 得 。 国 

对 于 实际 中 典型 遇 到 的 W 和 7 值 ， 这 个 上 界 要 比 性 质 22.7 的 推论 的 0 (V*) 上 界 小 得 
多 。 在 许多 实际 情况 下 ， 最 大 增 大 路 径 算 法 使 用 的 迭代 次 数 要 比 最 短 增 大 路 径 算 法 使 用 的 迭 
代 次 数 少 得 多 。 不 过 发 现 每 条 路 径 的 代价 要 高 一 些 。 

还 有 许多 其 他 的 变型 需要 考虑 ， 这 在 有 关 最 大 流 算法 的 大 量 文献 中 反映 出 来 。 有 更 好 最 
坏 情 况 下 上 界 的 算法 还 在 继续 被 发 现 ， 也 没有 非 平 凡 下 界 得 以 证 明 。 也 就 是 说 ,仍然 可 能 存 
在 线性 时 间 的 算法 。 尽 管 从 理论 的 角度 它们 是 重要 的 ， 但 对 于 稠密 图 ， 很 多 算法 主要 被 设计 
为 降低 最 坏 情况 下 的 上 界 。 因 而 ， 与 实际 中 我 们 遇 到 的 稀 玻 图 的 最 大 增 大 路 径 算 法 相 比 ， 它 
们 并 不 能 够 提供 实质 上 的 更 好 性 能 。 不 过 ,仍然 有 很 多 选择 可 以 利用 来 追求 更 好 的 实用 最 大 
流 算法 。 在 22. 3 市， 我 们 还 将 考虑 为 一 类 算法 。 

一 种 简单 的 增 大 路 径 算法 是 为 P 使 用 一 个 递减 计数 器 的 值 ， 或 者 用 一 个 栈 实现 来 代 蔡 程 
序 22. 3 中 的 广义 队列 ， 使 搜索 增 大 路 径 就 像 深度 优先 搜索 。 图 22-21 显示 了 这 个 算法 对 于 
这 个 小 例子 所 计算 出 的 流 。 直 觉 看 来 该 方法 很 快 ， 易于 实现 ， 且 似乎 可 以 把 流放 在 网 络 中 。 
如 我 们 将 要 看 到 的 ， 它 的 性 能 变化 很 大 ， 对 于 某 些 网 络 性 能 很 差 ， 而 对 为 一 些 网 络 则 是 合 





图 22-21 基于 栈 的 增 大 路 径 搜 索 
此 图 说 明了 在 Ford-Fulkerson 方法 的 实现 中 ,利用 栈 代 赫 广 闵 队 列 的 结果 ， 因而 搜索 路 径 的 计 程 就 像 DES, 在 这 种 
情况 下 ， 该 方法 的 效果 与 BFS 的 效果 一 样 ， 但 是 其 行为 对 网 络 的 表示 相当 敏感 ， 尚 未 得 到 分 析 。 
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刃 一 种 方法 是 使 用 一 个 随机 化 的 队列 实现 来 代替 广义 队列 。 因 而 搜索 增 大 路 径 是 一 个 随 
机 搜索 。 图 22-22 显示 了 这 个 算法 对 于 这 个 小 例子 所 计算 出 的 流 。 该 方法 也 很 快 ， 易 于 实 
现 。 此 外 ， 如 我 们 在 18. 8 节 所 提 到 的 ， 它 可 能 包含 了 广度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 的 良好 
特性 。 随 机 化 在 算法 设计 中 是 一 种 强大 的 工具 。 这 个 问题 表示 一 种 我 们 考虑 使 用 的 一 种 合理 





图 22-22 随机 化 的 增 大 路 径 搜索 
这 个 序列 是 用 随机 化 队列 代替 在 Ford-Fulkerson 方法 的 增 大 路 径 搜索 使 用 的 边缘 集 数 据 结构 所 的 结果 。 在 这 个 例子 
中 ,我 们 发 现 短 的 高 容量 的 路 径 ， 并 且 需 要 相对 较 少 的 增 大 路 径 。 但 预测 这 个 方法 的 性 能 特征 具有 挑战 性 ， 在 很 多 情 
况 下 ， 它 效果 很 好 。 


我 们 最 后 更 为 深入 地 考察 前 面 讨论 过 的 方法 ， 从 而 了 解 对 它们 加 以 比较 以 及 对 实际 应 用 
的 性 能 进行 预测 的 难度 。 

我 们 从 理解 可 能 预期 的 定量 差别 开始 ， 使 用 两 个 流 网 络 模型 ， 它 们 均 基 于 前 面 用 于 比较 
其 他 图 算法 的 欧 几 里 得 图 模型 。 这 两 个 模型 都 使 用 了 一 个 由 平面 上 带 有 0-1 之 间 的 随机 坐标 
的 V 个 顶点 以 及 在 一 个 给 定 距离 之 内 的 两 个 点 相连 接 的 某 些 边 所 绘制 的 一 个 图 。 它 们 的 差别 
仅 在 于 对 边 的 容量 指定 有 所 不 同 。 

第 一 个 模型 只 是 简单 地 为 每 个 容量 赋 以 相同 的 常量 值 。 如 在 22. 4 节 所 讨论 的 ， 这 种 类 
型 的 网 络 流 问 题 要 比 一 般 类 型 的 网 络 流 问题 要 简单 一 些 。 对 于 欧 几 里 得 图 ， 流 被 源 点 的 出 度 
和 汇 点 的 人 度 所 限制 ， 因 而 算法 每 次 只 需要 几 个 增 大 路 径 。 但 是 算法 不 同 路 径 差异 很 大 ， 我 
们 很 快 会 看 到 这 一 点 。 

第 二 个 模型 则 为 容量 赋 以 某 个 固定 值 范围 内 的 随机 权 值 。 此 模型 所 生成 的 网 络 正 是 人 们 
思考 该 问题 所 想到 的 类 型 ， 各 种 算法 在 这 些 网 络 上 的 性 能 肯定 很 有 指导 意义 。 

两 种 模型 如 图 22-23 所 示 ， 此 外 还 显示 了 在 两 个 网 上 用 四 种 方法 计算 出 的 流 。 对 于 这 些 
例子 ， 可 能 最 值得 注意 的 特性 就 是 流 本 身 在 特征 上 有 所 不 同 。 它 们 都 有 同样 的 值 ， 但 是 网 有 
很 多 最 大 流 ， 在 计算 它们 的 时 候 ， 不 同 算法 会 有 不 同 的 选择 。 这 种 情况 在 实际 中 相当 典型 。 
我 们 可 能 会 对 希望 计算 的 流 设置 其 他 条 件 , 但 是 对 问题 的 改变 将 使 之 更 为 困难 。 我 们 在 第 
22. 5 节 至 第 22.7 节 考 虑 的 最 小 成 本 流 问题 是 形式 化 这 种 情况 的 一 种 方法 。 
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图 22-23 ”随机 流 网 络 

中 图 播 给 了 在 随机 欧 几 里 得 图 上 计算 最 大 流 的 过 程 ， 使 用 两 个 不 同 的 容量 模型 。 左 图 中 ， 所 有 边 被 屿 以 持 位 窜 
入， 右 图 中 ， 所 有 边 被 赋 以 随机 容量 。 源 点 在 图 的 中 上 部 ， 汇 点 在 图 的 中 下 部 。 自 上 而 下 描绘 的 分 别 是 最 短路 径 、 间 
大 宏 号 、 基 于 堆栈 和 随机 算法 所 计算 出 的 流 值 。 因 为 顶点 的 度 不 大 ， 容 量 是 小 整数 ， 有 很 多 不 同 的 流 可 以 达到 空 旦 人 
子 中 的 最 大 流 。 

汇 点 的 入 度 为 6， 国 为 所 有 算法 都 可 利用 6 条 增 大 路 径 找 到 左 图 的 单位 容量 模型 中 的 流 。 

对 于 右 图 的 随机 权 值 模型 来 说 ， 寻 找 增 大 路 径 的 方法 在 特征 上 则 有 明显 的 不 同 。 特 别 是 ， 基 于 栈 的 方法 会 挨个 
权 值 的 长 路 径 ， 其 至 会 产生 一 个 带 有 不 连通 环 的 流 。 
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表 22-1 给 出 了 使 用 四 种 方法 计算 图 22-23 中 的 流 的 更 为 详尽 的 定量 结果 。 增 大 路 径 算 
法 的 性 能 不 仅 取决 于 增 大 路 径 的 数目 ， 还 取决 于 这 种 路 径 的 长 度 及 找到 路 径 的 开销 。 特 别 
征 ， 运 行 时 间 与 程序 22. 3 内 循环 所 检测 的 边 数 成 正比 。 如 常 ， 即 使 对 于 给 定 的 图 ， 这 个 数 
目的 变化 范围 可 能 很 大 ， 这 取决 于 表示 的 性 质 ;但 我 们 仍 可 以 刻画 不 同 的 算法 特征 。 例 如 。 
图 22-24 和 图 22-25 分 别 显示 了 最 大 容量 算法 和 最 短路 径 算法 的 搜索 树 。 这 些 例子 可 以 支持 
一 般 性 的 结论 ， 那 就 是 比 起 最 大 容量 算法 ， 最 短路 径 方法 花费 更 多 的 功夫 来 找 出 具有 更 少 流 
的 增 大 路 径 ， 因 此 这 就 有 助 于 解释 为 什么 后 者 是 首选 的 。 


表 22-1 优先 队列 操作 最 坏 情 况 下 的 开销 


对 于 所 示 的 欧 几 里 得 近邻 网 ( 随机 容量 ， 最 大 流 值 为 286) 和 单位 容量 (最 大 流 值 为 6)， 这 个 表格 显示 了 各 种 增 
大 路 径 网 络 流 算法 的 性 能 参数 。 对 于 这 两 种 类 型 的 网 ， 最 大 容量 算法 胜 过 其 他 算法 。 随机 搜索 算法 找 出 的 最 大 路 径 不 
比 最 短路 径 找 出 的 长 很 多 ， 且 检查 更 少 的 结 点 。 基 于 栈 的 算法 对 于 随机 图 执行 得 很 好 ， 尽 管 它 有 很 长 的 路 径 ， 但 仍 可 
与 单位 权 值 竞争 。. 








路 径 均值 长 度 总 边 数 
随机 容量 1-50 
最 短 37 10.8 76 394 
最 大 容量 7 19.3 15 660 
深度 优先 286 123 .5 631 392 
随机 35 12.8 58 016 
容量 1 
最 短 6 10.5 13 877 
最 大 容量 6 14.7 10 736 
深度 优先 6 110.8 12 291 

6 





图 22-24 最 大 容量 增 大 路 径 (大 型 例子 ) 
对 于 图 22-23 中 显示 的 具有 随机 权 值 的 欧 几 里 得 网 络 ， 此 图 描绘 了 最 大 容量 算法 计算 出 的 增 大 路 径 ， 以 及 图 搜索 
生成 树 的 边 (灰色 显示 )。 所 得 流 在 右 下 方 显示 。 
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图 22-25 ”最短 增 大 路 径 
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使 用 这 种 方法 详尽 地 研究 特定 的 网 络 ， 我们 可 以 学 到 的 最 重要 的 收获 是 性 质 22.6 到 性 
质 22. 8 中 给 出 的 上 界 与 给 定 应 用 算法 所 需 的 实际 增 大 路 径 数 之 间 有 巨大 的 差异 。 例 如 ， 图 

22-24 描述 的 网 络 中 有 177 个 顶点 ，2 000 条 边 的 容量 小 于 100， 因 而 性 质 22. 8 中 的 2E jg M 
的 值 大 于 25 000; 但 是 最 大 容量 算法 只 需 7 条 增 大 路 径 即 可 找 出 最 大 流 。 类 似 地 ， 对 于 此 
网 ， 人 性质 22.7 中 的 VE/2 的 值 为 177 000 ， 但 最 短路 径 算法 仅 需 37 条 路 径 。 

正如 我 们 所 指明 的 ， 相 对 小 的 结 点 度 和 连接 的 局 部 性 解释 了 理论 上 的 性 能 和 实际 性 能 之 
间 的 这 些 差 异 。 我 们 可 以 证 明 对 应 于 这 些 具 体 情况 更 为 准确 的 性 能 上 界 ; 但 是 在 流 网 络 模型 
和 实际 模型 中 ， 存 在 这 些 不 一 致 是 一 般 规律 ， 而 非 例外 。 一 方面 ， 我 们 可 能 用 这 些 结果 来 说 
明 这 些 网 络 不 具有 代表 性 ， 不 能 代表 我 们 在 实际 中 遇 到 的 网 络 ; 另 一 方面 ， 较 之 于 这 些 网 
络 ， 最 坏 情 况 分 析 可 能 与 实际 情况 有 较 大 的 差异 。 

由 于 上 界 存 在 如 此 大 的 差异 ,促使 研究 人 员 进 一 步 寻 求 更 低 的 最 坏 情况 下 的 上 界 。 还 有 

很 多 其 他 增 大 路 径 算 法 的 可 能 实现 值得 考虑 ， 它 们 可 能 导致 比 我 们 考虑 过 的 那些 方法 有 更 好 
的 最 坏 情 况 性 能 或 更 好 的 实际 性 能 〈 见 练习 22. 57 ~ 22. 61)。 很 多 方法 都 更 为 复杂 ,已 经 表 
明 改 进 了 最 坏 情况 下 的 性 能 ， 它 们 可 在 研究 文献 中 查 到 〈 见 第 五 部 分 参考 文献 ) 。 

在 我 们 考虑 其 他 很 多 问题 时 ， 另 一 种 重要 的 复杂 情况 是 把 它们 归 约 到 最 大 流 问题 。 当 这 

样 的 归 约 应 用 时 ， 所 得 到 的 流 网 络 可 能 有 一 些 特定 的 结构 ， 而 某 些 特定 算法 则 可 以 充分 利用 
此 结构 来 提高 性 能 。 例 如 ， 在 22. 8 节 我 们 将 研究 一 种 归 约 ， 它 可 给 出 所 有 边 上 均 有 单位 容 
量 的 流 网 络 。 

即使 我 们 仅 限 于 关注 增 大 路 径 算 法 ， 仍 可 看 到 最 大 流 算法 的 研究 既是 一 门 艺术 ， 也 是 一 
门 科 学 。 其 艺术 性 在 于 对 于 一 种 给 定 的 实际 情况 选择 出 最 为 有 效 的 策略 ; 而 科学 性 则 在 于 理 

解 问题 的 基本 实质 。 是 否 有 新 的 数据 结构 和 算法 可 以 在 线性 时 间 内 解决 最 大 流 问 题 ， 或 者 我 
们 是 否 能 够 证 明 不 存在 这 样 的 数据 结构 和 算法 呢 ? 在 22.3 节 中 ， 我 们 将 会 看 到 ， 不 存在 最 
坏 情 况 下 线性 性 能 的 增 大 路 径 算法 ， 我 们 还 将 考察 可 能 做 到 这 一 点 的 一 类 不 同 的 算法 。 
练习 
22.21 按照 图 22-14 的 样子 ， 显 示 图 22-11 所 示 流 网 络 中 你 所 找到 的 尽 可 能 多 的 不 同 增 大 
路 径 序列 。 

22. 22 按照 图 22-16 的 样子 ， 显 示 图 22-11 中 所 示 的 流 网 络 中 的 所 有 制 、 割 集 以 及 容量 。 

>22.23 找 出 图 22-12 中 所 示 的 流 网 络 中 的 一 个 最 小 制 。 

o22.24 假设 容量 在 一 个 流 网 络 中 ， 容 量 处 于 平衡 状态 (对 于 每 个 内 部 结 点 ， 流 人 边 的 总 容 
量 等 于 流出 边 的 总 容量 ) 。Ford-Fulkerson 算法 还 会 使 用 后 向 边 吗 ?如 果 使 用 则 给 出 证 明 ， 否 
则 给 出 一 个 反例 。 

22. 25 对 于 图 22-5 所 示 的 流 网 络 ， 给 出 其 中 至 少 有 一 个 流 不 是 整数 的 最 大 流 。 

> 22. 26 开发 Ford-Fulkerson 算法 的 一 个 实现 ， 其 中 使 用 一 个 广义 队列 而 不 是 优先 队列 ( 见 
18.8 节 )。 

> 22. 27 证明 Ford-Fuljkerson 算法 的 任 一 实现 所 需 的 增 大 路 径 数 不 超 过 了 与 一 个 整数 的 乘积 ， 
该 整数 是 大 于 最 大 边 容 量 与 最 小 边 容量 比率 的 最 小 整数 。 

22. 28 ”证 明 最 大 流 问 题 的 一 个 线性 时 间 下 界 (lower bound) : 即 ， 对 于 任何 了 Y 和 瑟 值 ， 任 
一 最 大 流 算法 必定 检查 包含 V 个 顶点 和 EE 条 边 的 某 个 网 络 中 的 每 条 边 。 

> 22. 29 ”给 出 一 个 类 似 图 22-20 的 网 ， 使 得 对 于 此 网 最 短 增 大 路 径 算 法 有 最 坏 情况 下 的 
性 能 。 

22. 30 给 出 图 22-20 中 网 的 邻接 表示 ， 使 得 基于 栈 的 搜索 实现 (程序 22. 1 和 程序 22. 3， 


第 22 帝 网 和 络 沪 253 
使 用 栈 表 示 广 义 队 列 ) 有 图 中 所 示 的 最 坏 情况 下 的 行为 。 

22. 31 按照 图 22-17 中 的 样子 ， 使 用 最 短 增 大 路 径 算法 找 出 图 22-11 所 示 的 流 网 络 中 的 一 
个 最 大 流 ， 显 示 每 次 增 大 路 径 后 的 流 和 残 量 网 络 。 

22. 32 ”使 用 最 大 容量 增 大 路 径 算 法 做 练习 22. 31 。 

22. 33 ”使 用 基于 栈 的 增 大 路 径 算 法 做 练习 22. 31。 

5 <e. 34 展示 一 类 网 ， 对 于 这 类 网 ， 最 大 增 大 路 径 算 法 需要 2E lg M 条 增 大 路 径 。 

e 22. 35 对 于 练习 22. 34 中 的 例子 ， 你 能 否 对 边 进行 排列 ， 使 得 我 们 的 实现 找 出 每 条 路 径 所 
需 时 间 与 鼠 成 正比 。 如 果 需 要 ， 可 以 修改 例子 来 达到 这 个 目标 。 描 述 对 于 此 例 所 构造 的 邻接 
表 表 示 ， 并 解释 如 何 达 到 最 坏 情 况 。 

22. 36 对 于 各 种 网 ( 见 练 习 22.7 ~22. 12) 进行 实验 性 研究 ， 对 于 本 节 描 述 的 4 种 算法 ， 
确定 增 大 路 径 数 和 运行 时 间 与 了 的 比值 。 

22. 37 对 于 21.5 节 的 欧 几 里 得 网 ， 开 发 并 测试 使 用 源 点 - 汇 点 最 短路 径 启 发 式 方法 的 增 
大 路 径 方 法 的 一 种 实现 。 

22. 38 开发 并 测试 基于 交替 使 用 源 点 和 汇 点 为 根 的 增长 搜索 树 ( 见 练习 21.35 和 练习 
21.75 ) 的 增 大 路 径 方 法 的 一 种 实现 。 

9 22. 39 程序 22.3 的 实现 在 找到 从 源 点 到 汇 点 的 第 一 条 增 大 路 径 时 终止 ， 然 后 再 次 开始 全 
面 搜索 。 还 有 一 种 方法 ， 继 续 进 行 搜 索 找 出 另 一 条 路 径 ， 继 续 这 个 过 程 直 到 所 有 顶点 被 加 上 
标志 。 开 发 并 测试 第 二 种 方法 。 

22. 40 ”开发 并 测试 使 用 非 简单 路 径 的 增 大 路 径 方 法 的 实现 。 

22.41 给 出 简单 增 大 路 径 的 一 个 序列 ， 使 其 产生 图 22-12 所 示 的 网 络 中 带 有 一 个 环 的 流 。 

222. 42 给 出 一 个 例子 ,显示 并 非 所 有 最 大 流 都 可 从 空 网 络 开 始 沿 着 从 源 点 到 汇 点 的 简单 路 
径 序 列 增 大 而 得 。 

22. 43 ”使 用 开始 时 利用 一 次 增 大 路 径 法 ， 接 着 切换 到 另 一 不 同 的 增 大 路 径 法 来 结束 的 混合 
方法 进行 实验 (你 的 部 分 任务 是 确定 切换 的 合适 准则 )。 对 于 各 种 网 络 ( 见 练习 22.7 ~ 
22. 12) 进行 实验 研究 ， 将 这 些 方 法 与 基本 方法 进行 比较 ,深入 研究 那些 比 其 他 方法 更 好 的 
方法 。 

22. 44 ”使 用 交替 利用 两 种 或 更 多 不 同 增 大 路 径 方 法 的 混合 方法 进行 实验 。 对 于 各 种 网 络 
( 见 练习 22.7 ~22. 12) 进行 实验 研究 ， 将 这 些 方法 与 基本 方法 进行 比较 , 深入 研究 那些 比 
其 他 方法 更 好 的 方法 。 

co 22. 45 使 用 随机 利用 两 种 或 更 多 不 同 增 大 路 径 方法 的 混合 方法 进行 实验 。 对 于 各 种 网 络 

( 见 练习 22.7 ~22.12) 进行 实验 研究 ， 将 这 些 方法 与 基本 方法 进行 比较 ， 深 入 研究 那些 比 
其 他 方法 更 好 的 方法 。 
22. 46 [Gabow] 开发 一 个 使 用 m=1lg M 步 的 最 大 流 实现 ， 其 中 第 i 步 使 用 容量 的 前 i 位 来 
求解 最 大 流 问 题 。 从 各 处 的 0 流 开始 ; 接着 在 第 一 步 之 后 ， 使 在 前 一 步 中 找到 的 流 加 倍 来 初 
始 化 流 。 对 于 各 种 网 络 ( 见 练习 22.7 ~22. 12) 进行 实验 研究 ， 将 这 一 实现 与 基本 方法 进行 
比较 。 

e22. 47 证 明 练 习 22. 46 中 描述 的 算法 的 运行 时 间 为 O(V E lg M)。 

0 22. 48 ”给 定 整数 c<， 编 写 一 个 流 网 络 ADT 函数 ， 找 出 一 条 这 样 的 边 ， 使 得 该 边 上 的 容量 增 
加 c， 就 会 使 最 大 流 增加 一 个 最 大 量 。 你 的 函数 可 以 假设 客户 已 经 调用 GRAPHmaxflow 来 计 
算 一 个 最 大 流 。 

ee22. 49 假设 已 知 网 络 的 一 个 最 小 割 。 试 问 此 信息 对 于 计算 最 大 流 是 否 更 容易 ? 使 用 给 定 最 
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小 割 ， 开 发 一 个 实质 性 地 加 速 搜索 最 大 容量 增 大 路 径 的 算法 。 

。 22. 50 编 与 一 个 客户 程序 ， 对 于 增 大 路 径 算法 进行 动态 可 视 化 模拟 。 你 的 程序 应 该 产生 类 
似 图 22-18 和 本 节 其 他 图 形 的 图 像 〈 见 练习 17.55 ~ 17. 39 ) 。 使 用 练习 22.7 ~22. 12 中 的 欧 
几 里 得 网 来 测试 你 的 实现 。 E 


22.3 预 流 -推进 最 大 流 算 法 


在 这 一 节 里 ， 我 们 考虑 另 一 种 求解 最 大 流 问 题 的 方法 。 使 用 称 为 预 流 -推进 【preflow- 
push) 法 ， 沿 着 顶点 的 出 边 逐 渐 移 动 流 ， 使 其 流入 量 多 于 流出 量 。 预 流 - 推进 法 是 由 A. 
Goldberg 和 R. E.、Tarjan 在 1986 年 根据 更 星期 的 一 些 算法 提出 的 。 由 于 它 的 简单 、 灵 活 和 高 
效 , 已 得 到 广泛 应 用 。 : | 

如 22. 1 节 所 定义 的 ,一 个 流 必定 满足 平衡 条 件 ， 即 从 源 点 的 流出 量 等 于 到 汇 点 的 流入 
量 ， 且 在 每 个 内 部 结 点 上 ， 流 入 量 等 于 流出 量 。 我 们 称 这 样 的 流 为 可 行 〈feasible) 流 。 增 
大 路 径 算 法 总 是 维持 一 个 可 行 流 : 它 沿 着 增 大 路 径 增 加 流 ， 最 终 得 到 最 大 流 。 对 比 之 下 ， 本 
节 考 虑 的 预 流 - 推进 算法 维持 的 最 大 流 不 是 可 行 流 ， 因 为 某 些 顶 点 的 流 人 量 比 流出 量 要 大 ， 
它们 通过 这 些 顶 点 推进 流 ， 直 到 达到 一 个 可 行 流 (也 即 不 再 存在 这 样 的 顶点 ) 。 

定义 22.5 在 一 个 流 网 络 中 ， 预 流 (preflow) 是 一 个 正 边 流 的 集合 ， 满 足以 下 条 件 : 
每 条 边 上 的 流 不 大 于 该 边 上 的 容量 ， 且 对 于 每 个 内 部 结 点 ， 其 上 的 流入 量 不 小 于 它 的 流出 
量 。 活 动 (active) 顶点 是 一 个 其 流入 量 大 于 流出 量 的 内 部 顶点 (按照 约定 ， 源 点 和 汇 点 永 
不 会 是 活动 顶点 )。 

我 们 把 活动 顶点 的 流入 量 与 流出 量 的 差 称 为 该 硕 点 的 盈 残 量 (excess)。 为 了 改变 活动 
顶点 的 集合 ， 选 择 一 个 活动 顶点 ， 沿 着 一 条 发 出 边 推 进 (push) 它 的 盘 残 量 ， 或 者 ， 如 果 容 
量 不 足 ， 则 沿 着 进入 边 倒 推进 这 个 禹 残 量 。 如 果 推 进 使 该 顶点 的 流入 量 和 流出 量 相 等 ， 顶 点 
就 变 成 不 活动 的 顶点 ; 推 人 另 一 顶点 中 的 流 可 能 激活 那个 项 点 。 预 流 -推进 方法 为 反复 推进 
活动 顶点 的 熏 残 量 提供 了 一 种 系统 的 方法 。 我 们 把 活动 顶点 保存 在 一 个 广义 队列 中 。 正 如 在 
增 大 路 径 方 法 的 所 做 的 ， 这 个 决定 给 出 了 一 种 通用 的 算法 ， 可 以 包含 整个 一 类 更 为 确定 的 
算法 。 

图 22-26 是 一 个 描述 预 流 - 推进 算法 中 使 用 的 基本 操作 的 小 例子 ， 按 照 我 们 使 用 过 的 术 
语 来 说 明 ， 我 们 认为 流 在 页 面 中 只 能 从 上 而 下 。 可 以 想象 是 把 一 个 活动 结 点 的 狸 残 量 沉着 发 
出 边 推 进 ， 或 者 沿 这 个 顶点 暂时 回 退 ， 沿 着 它 的 进入 边 倒 推进 盘 残 量 。 





图 22-26 预 流 -推进 示例 
在 预 流 -推进 算法 中 ， 我 们 维持 一 个 活动 结 点 表 ， 其 中 结 点 的 流入 量 比 流出 量 大 【每 个 网 络 下 显示 出 ) 。 该 算法 
的 一 种 版 本 是 使 用 一 个 秆 环 ， 从 该 表 中 选择 一 个 活动 结 点 ， 并 洛 着 流出 边 推进 流 ， 直 到 表 中 不 再 有 活动 结 吉 。 在 这 个 
过 程 中 还 可 能 创建 其 他 的 活动 结 点 。 在 这 个 例子 中 ， 我们 沿 着 0-1 推进 流 ， 使 结 点 1 成 为 活动 结 点 。 接 下 来 ， 活 着 12 
和 1-3 推进 流 ， 合 结 点 1 成 为 不 活动 的 结 点 ， 而 2 和 3 了 成 为 活动 结 点 。 然 后 ， 沿 着 2-4 推进 流 ， 使 结 点 2 成 为 不 活动 结 
点 。 但 3-4 没有 足够 容量 可 以 沿 着 它 推进 流 ， 使 结 点 3 成 为 不 活动 的 结 点 。 因 而 ， 我 们 还 沿 着 3-1 倒 推进 流 ， 使 结 点 1 
成 为 活动 结 点 。 然 后 ， 沿 着 1-2 以 及 2-4 推进 流 ， 这 使 得 所 有 结 点 成 为 不 活动 结 点 ， 且 得 到 最 大 流 。 
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图 22-27 使 用 一 个 例子 ， 描 述 为 什么 预 流 - 推进 法 优 于 增 大 路 径 方 法 。 在 这 个 网 络 中 ， 
任何 增 大 路 径 法 可 以 反复 地 把 微量 的 流放 进 一 条 长 的 路 径 中 ， 缓 慢 地 充满 这 条 路 径 上 的 边 ， 
直到 最 终 得 到 最 大 流 。 对 比 之 下 ， 预 流 - 推进 法 遍历 那 条 路 径 时 首先 充满 那 条 长 路 径 上 的 
边 ， 然 后 直接 把 那个 流 分布 到 汇 点 中 ， 无 需 再 次 遍历 那 条 长 的 路 径 。 

正如 在 增 大 路 径 算法 中 所 做 的 那样 ， 我 们 使 ~ 
用 残 量 网 络 〈 见 定义 22.4) 来 保存 可 能 推进 流 的 日 
边 。 残 量 网 络 中 的 每 条 边 表示 可 能 推进 流 的 地 方 。 
如 果 一 条 残 量 网 络 的 边 与 流 网 络 中 的 对 应 边 在 同 
一 个 方向 ， 则 增加 该 流 ; 如 果 是 在 反方 向 ， 则 减 1 
少 该 流 。 如 果 增 加 使 边 充满 或 者 减少 使 边 变 空 ， 
那么 对 应 的 边 就 从 残 量 网 络 中 消失 。 对 于 预 流 - 











推进 算法 ， 我 们 使 用 另 一 种 机 制 来 帮助 决定 残 量 4 
网 络 中 的 哪些 边 可 以 帮助 我 们 消除 活动 顶点。 | 


定义 22.6 在 一 个 流 网 络 中 ， 给 定 流 的 高 度 
函数 (height function) 是 一 个 非 负 顶 点 权 值 集合 | 
h(0)...h(V-1), 满足 对 于 汇 点 1, h(t) =0; 对 | 
于 流 的 残 量 网 络 的 中 的 每 条 边 u-v, h(u) 忆 ll 
h(v) +1。 一 条 合格 边 (eligible edge) 是 残 量 网 络 
中 满足 h(u) =h(v) +1 的 一 条 边 wu-v。 

没有 合格 边 的 一 个 平 几 的 高 度 了 水 数 为 h(0) = 
h(1) = ... =)(7Y-1l)=0。 如 果 我 们 设置 HZ NN 
h(s) =1， 那 么 从 源 点 出 发 且 有 流 的 任何 边 都 对 应 RAR 全 
着 残 量 网 络 中 的 一 条 合格 边 。 SN 

通过 为 每 个 顶点 赋 以 到 汇 点 的 最 短路 径 距 离 2 
( 即 以 1 为 根 的 逆 网 的 任何 BFS 树 中 到 根 结 点 的 距 。 图?227 FoRukerson 浊 深 的 驾 让 情史 
次 ， 如 图 22-28 所 示 ) ， 玉 定义 一 个 更 有 站 的 高 度 。 了 人 各 
函数 。 这 个 高 度 也 数 是 有 效 的 ， 因 为 h(t1) =0, 且 径 (因为 每 条 增 大 路 径 必须 包括 这 条 长 的 重 直 
对 于 边 wu-v 连接 的 任 一 对 顶点 和 vw， 从 wu-v 开始 路径 )， 总 运行 时 间 与 访 成 正比 。 预 流 ~ 推进 算 
的 到 4 的 任 一 最 短路 径 的 长 度 均 为 h(v) +1; 因 法 在 此 网 中 找到 最 大 流 的 时 间 为 线性 时 间 。 
而 ， 从 到 :的 最 短路 径 长 度 h(w) 必定 小 于 等 于 
那个 值 。 这 个 函数 起 着 特殊 的 作用 ， 因 为 它 为 每 
个 顶点 设置 了 最 大 可 能 的 高 度 。 反 过 来 ， 我们 看 
到 :的 高 度 必 定 为 0; 在 高 度 为 1 处 的 项 点 是 残 量 
网 络 中 那些 顶点 的 边 直接 指向 上 的 顶点 ; 在 高 度 为 
2 处 的 顶点 是 那些 顶点 的 边 直接 指向 高 度 为 1 的 项 
点 ， 以 此 类 推 。 

性 质 22.9 对 于 任何 流 及 所 关联 的 高 度 函 














数 ， 一 个 顶点 的 高 度 不 大 于 残 量 网 络 中 从 该 顶点 图 22-28 ”初始 高 度 函 数 
到 汇 点 的 最 短路 径 的 长 度 右 图 的 树 是 一 棵 根 为 5 的 BFS 树 ， 是 左 图 倒 


过 来 的 图 。 顶 点 索引 数组 hh 给 出 了 从 短 个 项 点 到 
证 朋 对 于 任 一 给 定 顶 点 i, 令 d 是 从 到 1 根 结 点 的 距离 ， 是 一 个 有 效 的 高 度 函 数 : 对 于 


的 最 短路 径 长 度 , & = wu,，w，...，Uw 是 最 短路 网 络 中 的 每 条 边 &4-v，h[w] 小 于 等 于 h[v] +1。 
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和 全。 那么 
h(u) =h(u)<h(u,) +1 
<h(u,) +2 


<h(w) +d= h(t) +rd=d 
潮 
高 度 函 数 的 真正 含义 如 下 : 当 一 个 活动 结 点 的 高 度 小 于 源 点 的 高 度 时 ， 可 能 存在 从 那个 
结 点 到 汇 点 的 推进 流 的 方式 ; 当 一 个 活动 结 点 的 高 度 大 于 源 点 的 高 度 时 ， 我 们 知道 那个 结 点 
的 超出 量 需要 被 倒 推 人 源 点 中 。 为 了 确定 后 一 事实 ， 我 们 从 另 一 角度 看 待 性 质 22. 9， 在 性 
质 22. 9 中 ， 把 到 汇 点 的 最 短路 径 长 度 看 作 高 度 一 个 上 界 ; 而 在 这 里 ， 我 们 把 高 度 看 作 最 得 
路 径 长 度 的 一 个 下 界 。 
推论 如果 一 个 顶点 的 高 度 大 于 WV， 那么 在 残 量 网 络 中 不 存在 从 该 顶点 到 汇 点 的 路 径 。 
证 明 如 果 存 在 从 该 顶点 到 汇 点 的 一 条 路 径 ， 那 么 性 质 22.9 蕴含 着 那 条 路 径 的 长 度 会 
大 于 了 了， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 网 络 中 只 有 了 个 顶点 。 用 
现在 我 们 理解 了 这 些 基本 机 制 ， 通 用 的 预 流 - 推进 算法 很 容易 描述 。 我 们 从 任 一 高 度 函 
数 开始 ， 除 了 那些 连接 到 源 点 的 边 充 满 至 其 容量 外 ， 其 他 的 边 赋 以 0 流 。 然 后 重复 以 下 步 
又 ， 直 到 没有 活动 顶点 存在 : 


选择 一 个 活动 顶点 。 向 某 些 离开 那个 顶点 的 合格 边 〈 如 果 存 在 这 样 的 边 ) 推进 
流 。 如 果 不 存 在 这 样 的 边 ， 则 增加 顶点 的 高 度 。 


我 们 并 没有 指定 初始 的 高 度 淆 数 、 如 何 选择 活动 顶点、 如何 选 择 合格 边 ， 或 是 推进 多 大 的 
流 。 我 们 把 这 个 通用 的 方法 称 之 为 基于 边 的 (edge-based) 预 流 - 推进 算法 。 

算法 依赖 高 度 函 数 来 识别 合格 边 。 我 们 也 使 用 高 度 孙 数 来 证 明 算 法 计算 了 一 个 最 大 流 , 且 
使 用 高 度 清 数 分 析 算 法 的 性 能 。 因 此 ， 关 和 键 的 是 在 算法 执行 过 程 中 要 保证 高 度 函 数 是 有 效 的 。 

性 质 22. 10 基于 边 的 预 流 -推进 算法 保持 了 高 度 通 数 的 有 效 性 。 

证 明 ”我 们 仅 在 不 存在 满足 h(w) = h(v) +1 的 边 w-v 时 才 增 加 h(w) 的 值 。 也 就 是 说 ， 
如 果 在 增加 h(w) 之 前 ， 对 于 所 有 边 w-v, hh (ww) < h(v) +1， 因 而 增加 之 后 , h(u) 去 
h(v) +1。 对 于 任何 流入 边 w-uw， 增 加 h(wu) 并 不 会 影响 对 应 任何 其 他 边 上 的 不 等 式 ， 我 们 
.永远 不 会 增加 h(t) (或 h(s))。 总 之 ， 由 这 些 观 察 可 得 声明 结果 成 立 。 国 

所 有 人 惟 余 流 都 从 源 点 发 出 。 非 形式 地 ， 通 用 预 流 - 推进 算法 试图 把 盈余 流 推 人 汇 点 ; 如 
果 它 个 能 做 到 这 一 一 点 ， 最 终 会 把 该 一 余 流 倒 推 进 源 点 。 它 表现 为 这 种 形式 ， 是 因为 在 残 量 网 
络 中 有 盈余 的 绪 点 总 是 保持 与 源 点 的 连通 。 

2 当 预 流 ~ 推进 算法 在 一 个 流 网 络 中 执行 时 ， 在 那个 流 网 络 的 残 量 网 络 中 存 
三 从 每 个 活动 顶点 到 源 点 的 一 条 (有 向 ) 上 路径， 不 存在 从 源 点 到 汇 点 的 (有 向 ) 路 径 。 

证 月 ”使 用 归纳 法 证 明 。 初 始 时 ， 离 开源 点 的 边 中 有 一 个 流 ， 它 被 充满 至 容量 ， 因 而 那 
些 边 的 目的 顶点 是 唯一 的 活动 顶点 。 因 为 这 些 边 被 充满 至 容量 ， 在 残 量 网 络 中 存在 从 每 个 这 
样 的 顶点 到 源 点 的 一 条 边 ， 且 在 残 量 网 络 中 不 存在 离开 源 点 的 边 。 因 此 ， 所 襄 吕 阳性 原 对 于 
初始 流 成 立 。 Se 

从 每 个 活动 顶点 都 可 达 源 点 ， 是 因为 向 活动 顶点 集中 添加 的 唯一 方式 是 把 注 闪 活动 顶点 
推进 一 条 合格 边 中 。 这 个 操作 在 残 量 网 络 中 留 下 一 条 从 接收 顶点 回 到 活动 顶点 的 边 敬 香 
假设 ， 从 这 条 边 可 达 源 点 。 | 
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初始 时 ， 残 量 网 络 中 不 存在 从 源 点 可 达 的 其 他 结 点 。 第 一 次 结 点 4 成 为 源 点 可 达 的 结 点 
是 在 流 被 沿 着 ws 倒 推 进 时 (此 时 致使 s-uw 被 添加 到 残 量 网 络 ) 。 但 这 种 情况 只 能 发 生 在 
h(u) 大 于 h(s) 时 ,， 仅 在 h(wu) 增加 之 后 发 生 。 因 为 残 量 网 络 中 不 存在 到 顶点 高 度 更 小 的 
边 。 同 理 可 证 由 源 点 可 达 的 所 有 结 点 有 更 大 的 高 度 。 但 是 汇 点 的 高 度 总 是 0， 因 而 它 由 源 点 
不 可 达 。 面 

推论 ”在 预 流 - 推进 算法 执行 中 ， 顶 点 高 度 总 是 小 于 27。 

证 明 ”我 们 只 需要 考虑 活动 项 点， 因为 每 个 不 活动 的 顶点 的 高 度 要 么 相同 ， 要 么 比 它 上 次 
处 于 活动 时 的 高 度 大 1。 同 理 采 用 性 质 22. 9 中 的 方法 ， 从 一 给 定 活动 顶点 到 源 点 的 路 径 蕴含 着 
顶点 的 高 度 至 多 比 源 点 的 高 度 大 V-2 (i 不 可 能 在 这 条 路 径 上 )。 源 点 的 高 度 不 变 ， 且 它 初始 
时 不 会 大 于 V。 因 此 ,活动 顶点 的 高 度 至 多 为 2V -2， 不 存在 顶点 的 高 度 为 2Y 或 更 大 。 二 

通用 预 流 - 推进 算法 阐述 简单 ， 易 于 实现 。 但 可 能 不 那么 直观 的 是 为 什么 它 能 计算 出 一 
个 最 大 流 。 高 度 也 数 是 确定 它 可 以 计算 出 最 大 流 的 关键 所 在 。 

性 质 22. 12 ”了 预 流 -推进 算法 计算 一 个 最 大 流 。 

证 明 ” 首先， 我们 必须 证 明 算 法 能 够 终止 。 必 须 表明 在 某 一 点 不 存在 活动 顶点 。 一 旦 我 
们 把 一 个 项 点 的 所 有 熏 余 流 推进 ， 直 到 那个 流 的 某 些 流 被 倒 推 回 之 前 ， 那 个 顶点 就 不 能 再 次 
成 为 活动 顶点 。 仅 当 该 顶点 的 高 度 增加 时 才 会 发 生 倒 推 流 的 情形 。 如 果 我 们 有 一 个 长 度 无 限 
的 活动 顶点 序列 ， 某 些 顶 点 必定 出 现 无 限 次 ; 原因 是 如 果 高 度 也 能 无 限 增 长 。 这 与 性 质 
22.9 的 推论 相 了 矛盾 。 

当 没 有 活动 顶点 时 ， 流 是 可 行 的 。 因 为 由 性 质 22. 11 可 得 ， 在 残 量 网 络 中 也 没有 从 源 点 
到 汇 点 的 路 径 ， 根 据 性 质 22. 5 的 同样 论证 ， 该 流 是 最 大 流 。 国 

可 以 细 化 这 个 证 明 过 程 。 算 法 终止 旦 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 为 0O(7 五) 。 我 们 把 细节 留 
作 练 习 〈 见 练习 22. 67 ~22. 68 ) 。 与 性 质 22. 13 中 的 更 简单 的 证 明 类 似 ， 可 以 应 用 到 算法 的 
一 个 县 体 的 版 本 。 有 其 体 地 说 ， 我 们 考虑 的 实现 是 基于 以 下 对 于 迭代 更 为 具体 的 说 明 : 


选择 一 个 活动 顶点 。 向 某 些 离开 那个 顶点 的 合格 边 增 加 流 (如 果 可 能 则 充满 )， 
继续 这 个 过 程 直到 顶点 变 成 不 活动 的 ， 或 者 不 存在 这 样 的 合格 边 。 在 后 一 种 情况 
下 ， 增 加 顶点 的 高 度 。 


也 就 是 说 ,一旦 我 们 选择 一 个 顶点 ， 就 尽 可 能 的 推进 它 的 所 有 流 。 如 果 到 了 仍 有 盈余 流 的 顶 
点 ,但 是 没有 合格 边 ， 就 增加 顶点 的 高 度 。 我 们 把 这 种 通用 方法 称 之 为 基于 顶点 的 vertex- 
based) 预 流 - 推进 算法 。 它 是 基于 边 的 通用 算法 的 一 种 特例 ， 在 基于 边 的 算法 中 ,我 们 保 
持 选 择 相 同 的 活动 顶点 ， 直 到 该 顶点 变 为 不 活动 的 ， 或 者 用 尽 了 所 有 离开 它 的 合格 边 。 性 质 
22. 12 的 正确 性 证 明 可 应 用 到 基于 边 的 通用 算法 的 任何 实现 中 ， 因 而 直接 可 得 基于 项 点 的 算 
法 计算 一 个 最 大 流 。 

程序 22. 24 是 基于 顶点 的 通用 算法 的 一 种 实现 ， 它 对 活动 顶点 使 用 了 一 个 广义 队列 。 这 
是 上 面 描述 方法 的 一 种 直接 实现 ， 表 示 了 仅 在 广义 队列 ADT 实现 上 有 所 不 同 的 一 类 算法 。 
这 一 实现 假设 ADT 不 允许 队列 中 有 重复 顶点 ; 另外 ， 我 们 假设 可 以 向 程序 22.4 中 添加 代码 
以 避免 重复 人 队 〈 见 练习 22. 62 ~22. 63 ) 。 

也 许 对 于 活动 顶点 所 使 用 的 最 简单 的 数据 结构 是 一 个 FIFO 队列 。 图 22-29 显示 了 算法 
在 示例 网 络 上 的 运行 过 程 。 如 同 图 中 所 述 ， 非 常 便利 把 活动 顶点 序列 分 为 由 阶段 (phase) 
组 成 的 序列 ， 其 中 每 一 步骤 定义 为 在 上 一 步 的 队列 中 的 所 有 顶点 被 处 理 完 之 后 队列 中 的 内 
容 。 这 样 做 有 助 于 我 们 界定 算法 的 总 运行 时 间 。 
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cap flow 
0-1 2 2 1-0 
0-2 3 3 2-0 3 
1-3 3 0 1-3 3 
1-4 1 0 1~ 和 和 工 
2-3 1 0 2=3 工 
2-4 是 0 2-4 1 
3-5 2 0 -1 
和-~5 3 0 4-5 3 

cap flow 
0-1 过 2 1-0 '2 
0-2 3 3 2-0 3 
1-3 3 三 31 汽 KA 
1-4 1 本 4-1 1 
2-3 1 2 3-2 1 
2-4 1 二 4-2 1 
3-5 2 0 :ot 
4-5 3 0 4~5 3 

3 

cap flow 
0-1 2 2 1-0 2 
0-2 3 3 = 如 3 
1-3 3 nt =3 ”2 -> 
1-4 1 I 4-1 1 
2-3 时 1 3 一 全 入 
2-4 了 1 4-2 1 
3-5 2 2 5-3 2 
4-5 3 2 -sr 35 

4 

cap flow 
0-1 2 2 = 人 0 双 
0-2 3 2 0-2 1 2-0 2 
1-3 3 4 1-3 2 -Co 斑 
1-4 1 1 4-1 1 
2-3 1 下 3-2 1 
2~4 . 1 ee 
3-5 2 2 5-3 2 
4-5 3 2 4-5 1 5-4 2 





图 22-29 残 量 网 络 (FIFO 预 流 -推进 ) 

此 图 通过 一 个 例子 显示 了 FIFO 预 流 -推进 算法 运行 过 程 中 的 流 网 络 ( 左 图 ) 和 残 量 网 络 ( 右 图 )。 队 列 中 的 内 容 
显示 在 流 网 络 的 下 方 ， 距 离 标记 显示 在 残 量 网 络 的 下 方 。 在 初始 步 中 ， 我们 通过 0-1 和 0-2 推进 流 ， 使 得 1 和 2 成 为 
活动 顶点 。 在 第 二 步 中 ， 从 到 3 和 4 的 这 两 个 顶点 推进 流 ,， 使 3 和 4 成 为 活动 结 点 ,1 成 为 不 活动 的 结 点 (2 仍然 是 活 
动 的 ， 且 其 距离 标记 增加 ) 。 在 第 三 步 中 ， 我 们 通过 3 和 4 把 流 推进 5， 并 使 3 和 4 成 为 不 活动 的 结 点 (2 仍然 是 活动 
的 结 点 ， 它 的 距离 标记 再 次 增加 ) 。 在 第 四 步 中 ，2 是 唯一 的 活动 结 点 ,而 且 由 于 边 2-0 上 的 距离 标记 增加 ,2-0 是 可 
允许 的 。 沿 着 2-0 倒 推进 一 个 单位 的 流 来 完成 计算 。 
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性 质 22. 13 预 流 -推进 并 法 的 FIFRO 队列 实现 的 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 与 所 吾 成 
正比 。 

证 明 我 们 使 用 势 函 数 (potential function) 来 界定 步骤 数 。 证 明 过 程 是 展示 我 们 在 第 8 
部 分 更 详细 考虑 的 算法 分 析 和 数据 结构 的 强大 技术 的 一 个 示例 。 

如 采 没 有 活动 项 点， 则 定义 数量 为 0， 否 则 为 活动 顶点 的 最 大 高 度 。 然 后 考虑 每 一 步 
又 对 于 中 值 的 影响 。 令 h,(s) 为 源 点 的 初始 高 度 。 开 始 时 ，g = 如 (s); 最 后 ， =0。 

自 完 ， 我 们 注意 到 顶点 高 度 增加 的 步 数 不 超过 2V? - h(s)， 由 性 质 22. 11 的 推论 ， 可 
宝玉 而 度 分 别 可 增加 的 值 至 多 为 2。 因为 由 仅 在 某 个 顶 顶点 的 高 度 增 加 时 才 增 加 ， 
因而 中 增加 的 步骤 数 不 会 超过 2 大- h，(s)。 

然而 ， 如 果 在 一 一 个 步骤 中 ， 没 有 顶点 的 高 度 增加 ， 那 么 值 必 定 至 少 减 少 1 因 必 上 业 要 
的 作用 是 把 每 个 活动 顶点 的 所 有 一 余 流 推 进 到 有 更 小 高 度 的 顶点 中 。 

综 上 ， 这 些 事实 芳 含 着 步骤 数 必定 小 于 4V*; 4 值 开始 时 为 h(s)， 至 多 增加 2V? - 
ho(s) 次 ， 因 而 至 多 减少 2V 次 。 每 一 步骤 的 最 坏 情 况 是 所 有 顶点 都 在 队列 中 ， 要 检查 它们 
的 所 有 边 。 这 会 导致 总 运行 时 间 的 上 界 。 

这 个 上 界 是 一 个 紧 致 界 。 图 22-30 描述 了 一 类 流 网 络 ， 其 中 预 流 - 推进 算法 使 用 的 步骤 
数 与 V 成 正比 。 国 





图 22-30 FIFO 预 流 - 推进 最 坏 情 况 

这 个 网 络 表示 了 的 顶点 组 成 的 一 类 网 络 ， 满 足 预 流 - 推进 算法 的 总 运行 时 间 与 人 成 正比 。 它 由 源 点 (顶点 0) 发 
出 的 单位 容量 边 和 朝向 汇 点 (顶点 10) 的 从 左 到 右 容 量 为 -2 的 水 平 边 组 成 。 在 预 流 - 推进 算法 的 初始 步 (上 图 )， 
我 们 从 源 点 向 每 条 边 推进 一 个 单位 的 流 ， 使 除 源 点 和 汇 点 之 外 的 所 有 顶点 变 成 活动 状态 。 在 标准 的 邻接 表 表 示 中 ， 它 
们 按照 递 序 出 现在 活动 顶点 的 FIFO 队列 中 ， 显 示 在 网 下 方 。 在 步骤 2 中 ,我 们 把 从 9 到 10 推进 一 个 单位 的 流 ， 使 9 
成 为 《和 暂时) 不 活动 的 ; 然后 ,从 8 到 9 推进 一 个 单位 的 流 , 使 8 成 为 (暂时 ) 不 活动 的 并 使 9 成 为 活动 的 ; 然后， 
从 7 到 8 推进 一 个 单位 的 流 ， 使 7 成 为 【暂时 ) 不 活动 的 并 使 8 成 为 活动 的 ， 依 此 类 推 。 只 剩 1 是 不 活动 的 。 在 步骤 
3 中 (下 图 )， 经 过 一 个 类 似 的 过 程 使 2 成 为 不 活动 的 ， 同 样 的 过 程 继 续 了 -2 步 。 
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这 个 ADT 水 数 实现 了 通用 基于 顶点 的 预 流 - 推进 最 大 流 算法 ， 对 于 活动 结 点 使 用 一 个 
不 允许 重复 的 广义 队列 。 

最 短路 径 函 数 GRAPHdist 被 用 于 初始 化 顶点 的 高 度数 组 h 和 上 距 汇 点 的 最 短路 径 距 离 。 
wt 数组 包含 每 个 项 点 的 僵 余 流 ， 隐 含 地 定义 了 活动 顶点 集 。 按 照常 规 ，s 被 初始 化 为 活动 
结 点 ， 但 不 会 再 加 和 队列，t 永远 不 为 活动 结 点 。 

主 循环 选择 一 个 活动 顶点 v， 接 着 通过 它 的 每 条 合格 边 推 进 流 (如果 需要 ， 就 把 接收 流 
的 项 点 次 加 到 活动 表 中 )， 直 到 v 变 成 不 活动 的 顶点 ,或 者 它 的 所 有 边 已 经 都 被 考虑 到 。 在 
后 一 种 情况 下 ，v 的 高 度 被 增加 ， 并 且 它 返回 到 队列 。 


static int h[maxV], wt [maxV] ; 
#define P (Q > wt[lv] ? wt[v] : Q) 
#define Q (u->cap < 0 ? -u->flow : u->cap - Uu->flow) 
int GRAPHmaxflow(Graph G, int s, int +t) 
{ int v, w, x; link u;: 
GRAPHdist(G, t, h); 
GQinit(C); 
for (v = 0; Vv < G->V; Vv++) wt[v]} = 0; 
GQput (s); wt[ls] = maxWT; wt[lt] = -maxWT; 
while (!GQempty()) 
{ 
= GQget (); 
for (u = G->adj[v}; u != NULL; u = u->next) 
if (P>0&&v ==s || hfv] == hlu->vj+1) 


{ 
WwW = U->v; XxX = 了 P; 
Uu->flow += Xx; u->dup->flow -= xX; 
wt[v] -= x; wt[w] += 工 ; 
if ((w != 8) && (Ww != t)) GAput (Ww); 
} 


if ((v != 8) && (v != t)) 
if (wt[v] > 0) { h[vj++; GQput (v); } 


} 


因为 我 们 实现 维持 着 残 量 网 络 的 一 个 隐 含 表示 ， 它 们 检查 离开 顶点 的 边 ， 即 使 当 这 些 边 
不 在 残 量 网 络 中 (测试 是 否 它们 在 ) 。 我 们 通过 维护 一 个 残 量 网 络 的 显示 表示 ， 来 取消 这 个 
测试 开销 ， 表 明 可 能 把 性 质 22. 13 中 的 上 界 从 做 天 降低 为 了 。 虽 然 理论 上 的 上 界 是 我 们 见 到 
的 最 大 流 问题 的 最 坏 情 况 ， 这 种 变化 并 不 太 糟 ， 特 别 是 对 于 实际 中 看 到 的 稀 朴 图 ( 见 练习 
22. 64 ~22. 66) 。 

这 些 最 坏 情 况 上 界 往 往 是 悲观 的 ， 因 而 不 必用 于 预测 实际 网 络 的 性 能 (不 过 这 种 差 
距 不 像 我 们 在 增 大 路 径 算法 中 所 发 现 的 那么 大 ) 。 例 如 ，FIFO 算法 使 用 了 15 步 找 出 了 图 
22-31 中 描述 的 网 络 中 的 流 ， 而 性 质 22. 13 中 证 明 的 上 界 指出 可 以 在 少 于 182 步 中 找 出 这 
个 流 。 

为 了 改进 性 能 ， 在 程序 22.4 中 可 以 使 用 一 个 栈 、 一 个 随机 队列 或 其 他 任何 广义 队列 。 
在 实际 中 被 证 明 很 好 的 一 种 方法 是 实现 使 GQget 返回 最 高 活动 顶点 的 广义 队列 。 我 们 把 这 种 
方法 称 为 最 高 顶点 (highest-vertex) 预 流 -推进 最 大 流 算法 。 我 们 可 以 用 一 个 优先 队列 实现 
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这 一 策略 ,虽然 也 可 能 利用 高 度 的 特殊 性 质 在 常量 时 间 内 来 实现 广义 队列 操作 。 已 经 证 明 这 
个 算法 〈 见 第 4 部 分 参看 文献 ) 的 最 坏 情 况 下 的 上 界 为 Yv 互 (对 于 稀 朴 图 此 上 界 为 了 52 ) ; 
如 常 ， 这 个 上 界 是 悲观 的 。 很 多 其 他 预 流 - 推进 的 变型 都 已 提出 ， 其 中 有 几 个 把 最 坏 情况 下 
的 上 界 降 低 为 YE ( 见 第 4 部 分 参考 文献 ) 。 


表 22-2 预 流 -推进 算法 的 实验 研究 


此 表 显 示 了 对 于 示例 欧 几 里 得 近邻 网 (随机 容量 且 最 大 流 值 为 286) 和 单位 容量 网 (最 大 流 值 为 6) 各 种 预 流 - 
推进 网 络 流 算法 的 性 能 参数 (扩展 的 顶点 数 和 涉及 的 邻接 表 结 点 数 ) 。 对 于 这 两 种 类 型 的 网 络 ， 这 些 方法 的 差异 很 小 。 
对 于 随机 容量 ， 所 考察 的 边 数 与 随机 增 大 路 径 算法 大 约 相同 〈 见 表 22-1)。 对 于 单位 容量 ， 增 大 路 径 算法 对 于 这 些 网 
络 所 考察 的 边 数 要 少 得 多 。 





顶点 数 边 数 
随机 容量 1-50 
最 短路 径 2 450 57 746 
深度 优先 2 476 58 258 
随机 2 363 55 470 
单位 容量 
最 短路 径 1 192 28 356 
深度 优先 1 234 29 040 
随机 1 390 33 018 





对 于 22.2 节 讨 论 的 两 种 网 络 模型 ， 表 22-2 显示 了 与 表 22-1 中 增 大 路 径 算 法 性 能 对 应 的 
预 流 -推进 算法 的 性 能 结果 。 比 起 我 们 在 增 大 路 径 方法 中 的 性 能 ， 这 些 实验 显示 出 各 种 预 
流 - 推进 算法 的 性 能 变化 不 大 。 

在 开发 预 流 - 推进 算法 实现 中 有 很 多 可 能 性 可 以 探讨 ， 同时 对 于 每 一 种 可 能 性 也 有 很 多 
选择 。 我 们 已 经 讨论 了 3 个 主要 的 选择 : 

。 基于 边 与 基于 顶点 的 通用 算法 

e 广义 队列 实现 

。 初始 高 度 赋值 

还 有 几 个 其 他 选择 可 以 考虑 ， 它 们 都 导致 很 多 不 同 的 算法 值得 研究 〈( 例 如， 练习 22. 57 ~ 
22. 61 ) 。 算 法 性 能 对 输入 网 的 特征 的 依赖 性 进一步 扩大 了 这 种 可 能 性 。 

我 们 讨论 的 两 种 通用 算法 ( 增 大 路 径 和 预 流 - 推进 算法 ) 是 关于 最 大 流 算法 的 众多 文 
献 中 最 重要 的 算法 。 由 于 存在 对 于 更 好 的 最 大 流 算法 的 需求 ， 因 此 对 于 它 的 研究 仍然 是 一 个 
可 能 出 成 果 的 领域 。 解 决 实际 问题 的 快速 算法 的 实现 以 及 存在 解决 最 大 流 问 题 的 简单 线性 算 
法 的 可 能 性 都 激励 着 研究 人 员 开 发 和 研究 新 的 算法 。 直 到 发 现 这 样 的 一 个 算法 ， 我 们 才能 够 
很 有 信心 地 使 用 前 面 讨论 的 算法 和 实现 ; 大 量 研究 表明 这 些 算法 对 于 大 量 实际 的 最 大 流 问 题 
是 有 效 的。 
练习 
> 22. 51 对 于 容量 外 于 平衡 状态 的 网 络 ， 描 述 预 流 - 推进 算法 的 执行 过 程 。 z 
22. 52 ”使 用 本 节 中 描述 的 概念 (高 度 隐 数 、 合 格 边 ， 以 及 通过 边 推进 流 )， 描 述 增 大 路 径 
最 大 流 算法 。 

22. 53 按照 图 22-29 的 样式 ， 显示 使 用 FIFO 预 流 - 推进 算法 来 找 图 22-11 中 所 示 的 流 网 络 
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中 的 一 个 最 大 流 时 ， 每 步 的 流 网 络 和 残 量 网 络 。 
22. 54 对 于 最 高 顶点 预 流 -推进 算法 做 练习 22. 53 。 

522.55 修改 程序 22.4， 把 广义 队列 实现 为 优先 队列 来 实现 最 高 顶点 预 流 - 推进 算法 。 进 行 
实验 测试 在 表 22-2 中 增加 一 行 关 于 这 个 变型 算法 的 信息 。 

22. 56 对 于 各 种 特定 网 络 实例 〈( 见 练习 22.7 ~22. 12) ， 当 执行 FIFO 预 流 - 推进 算法 时 ， 
男 出 残 量 网 络 中 活动 顶点 数 、 顶 点 数 和 边 数 的 图 。 

0 22. 57 ”使 用 合格 边 的 广义 队列 ， 实 现 通用 基于 边 的 预 流 - 推进 算法 。 对 于 各 种 网 络 进行 实 
验 研 究 〈 见 练习 22.7 ~22. 12) ， 来 比较 这 些 算 法 与 基本 方法 ， 并 对 性 能 更 好 的 算法 进行 更 
为 详尽 的 研究 。 更 详尽 地 研究 性 能 更 好 的 算法 的 广义 队列 实现 。 

22. 58 ”修改 程序 22.4， 从 而 定期 地 重新 计算 残 量 网 络 中 顶点 高 度 为 到 汇 点 的 最 短路 径 
长 度 。 

022.59 把 顶点 的 熏 残 量 平 均 到 其 发 出 边 中 ， 而 不 是 只 使 某 些 边 充满 ， 使 其 他 边 为 空 的 思 
想 ， 评 价 这 一 推进 顶点 盘 残 量 的 思路 。 

22. 60 对 于 不 同 的 网 络 〈 见 练习 22.7 ~22. 12) 进行 实验 研究 ， 通 过 对 程序 22. 4 所 给 出 的 
性 能 以 及 高 度 函 数 均 初始 化 为 0 时 的 性 能 加 以 比较 ， 从 而 确定 程序 22. 4 中 初始 高 度 函 数 的 
最 短路 径 计 算是 否 正 确 。 

022.61 对 结合 以 上 思路 的 混合 方法 进行 实验 研究 。 对 于 不 同 的 网 络 ( 见 练习 22.7 ~ 
22. 12) 进行 实验 ， 将 这 种 方法 与 基本 方法 进行 比较 ， 并 对 性 能 更 好 的 算法 进行 更 为 详尽 的 
研究 。 

22. 62 修改 程序 22. 4 的 实现 ,使 其 显 式 地 禁止 广义 队列 中 的 重复 顶点 。 进 行 实验 研究 测 
试 各 种 网 络 ( 见 练习 22.7 ~ -22. 12) ， 以 确定 你 的 修改 对 于 实际 运行 时 间 的 影响 。 

22. 63 如果 广义 队列 中 允许 重复 顶点 ， 这 对 于 性 质 22. 13 中 的 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 上 界 
有 何 影响 ? 

22. 64 ”修改 程序 22.4 中 的 实现 ， 使 之 维持 残 量 网 络 的 一 种 显 式 表示 。 

022.65 对 于 练习 22. 64 中 的 实现 ， 把 性 质 22. 13 的 上 界 缩小 到 0( V3)。 提 示 : 证 明 以 下 两 
种 情况 的 各 自 上 界 ， 一 是 与 残 量 网 络 中 边 删 除 所 对 应 的 推进 数 ， 二 是 不 能 导致 满 边 或 空 边 的 
推进 数 。 

22. 66 ”对 于 各 种 网 络 ( 见 练习 22.7 ~22. 12) 进行 实验 研究 ， 来 确定 使 用 残 量 网 络 的 显 式 
表示 ( 见 练 习 22. 64) 对 于 实际 运行 时 间 的 影响 。 

22. 67 ”对 于 基于 边 的 通用 预 流 - 推进 算法 ， 证 明 与 残 量 网 络 中 边 删除 所 对 应 的 推进 数 小 于 
2WE。 假 设 实现 保存 残 量 网 络 的 显 式 表示 。 

e 22. 68 对 于 基于 边 的 通用 预 流 -推进 算法 ， 证明 不 与 残 量 网 络 中 边 删 除 对 应 的 推进 数 小 于 
4V“(V+E)。 提 示 : 使 用 活动 顶点 的 高 度 和 作为 势 函 数 。 

e 22. 69 对 于 各 种 网 络 以 及 预 流 - 推进 算法 的 几 个 版 本 ( 见 练习 22.7 ~22. 12) 进行 实验 研 
究 ， 来 确定 实际 考虑 的 边 数 以 及 运行 时 间 与 下 的 比率 。 考 虑 书 中 以 及 前 面 练 习 中 描述 的 几 种 
算法 ， 并 主要 集中 在 那些 对 于 大 型 稀 玖 网 性 能 最 佳 的 算法 上 。 把 你 的 结果 与 练习 22. 36 中 的 
结果 进行 比较 。 

。 22. 70 编写 一 个 客户 程序 ， 动 态 模拟 预 流 - 推进 算法 的 执行 过 程 。 你 的 程序 应 该 产生 类 似 
图 22-31 中 的 图 和 本 节 中 的 其 他 形式 的 图 ( 见 练 习 22.50)。 对 于 练习 22.7 ~22.12 中 的 欧 
几 里 得 网 测试 你 的 实现 。 
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22.4 最 大 流 归 约 


在 这 一 节 里 ,我 们 考虑 对 最 大 流 问 题 的 一 些 归 约 ， 来 说 明 22.2 节 和 22.3 中 的 最 大 流 算 
法 在 广泛 的 领域 中 是 很 重要 的 。 我 们 可 以 去 掉 对 于 网 的 各 种 限制 求解 其 他 流 问 题 ， 可 以 求解 
其 他 网 处 理 问 题 和 图 处 理 问题 ; 还 能 求解 不 是 网 问题 的 问题 。 本 节 专 门 讨论 这 些 用 法 的 一 些 
例子 ， 把 最 大 流 确立 为 求解 问题 的 一 般 模 型 。 

我 们 还 讨论 最 大 流 问 题 和 更 困难 问题 之 间 的 关系 ， 从 而 为 以 后 讨论 这 些 问题 奠定 基础 。 
特别 地 ， 我 们 指出 最 大 流 问题 是 最 小 成 本 流 的 问题 的 一 个 特例 ， 最 小 成 本 流 问题 是 22.5 节 
和 22.6 三 的 主题 ， 另 外 我 们 将 描述 如 何 将 最 大 流 问 题 形 式 化 为 LP 问题 ， 我 们 将 在 第 8 部 分 
讨论 。 最 小 成 本 流 和 LP 表示 求解 问题 的 模型 。 与 求解 这 个 更 一 般 问 题 的 算法 相 比 ， 可 以 用 
22.2 节 和 22. 3 节 的 专门 算法 更 容易 地 求解 最 大 流 问 题 。 随 着 我 们 研制 出 更 强大 算法 ， 认 识 
到 求解 问题 的 模型 之 间 的 关系 就 很 重要 。 

我 们 使 用 术语 标准 最 大 流 问 题 (standard maxflow problem) 来 表示 我 们 所 讨论 的 问题 版 
本 〈 边 上 有 容量 的 、si 网 中 的 最 大 流 )。 这 种 用 法 只 是 在 本 节 中 易于 引用 。 实 际 上 ， 我们 从 
考虑 一 些 归 约 开 始 ， 这 些 归 约 在 标准 问题 中 所 做 的 限制 基本 上 无 关 紧 要 ， 因 为 几 个 其 他 的 流 
问题 可 以 归 约 到 或 等 价 于 该 标准 问题 。 我 们 可 以 把 任何 一 个 等 价 问题 作为 “标准 ”问题 。 
作为 性 质 22.1 的 一 个 结论 ， 这 个 问题 的 一 个 简单 例子 就 是 找 出 网 中 使 某 条 特定 边 上 流 最 大 
的 一 个 环流 。 接 下 来 ,我 们 将 讨论 提出 此 问题 的 其 他 方法 ， 在 每 种 情况 下 ， 指 出 它 与 标准 问 
题 的 关系 。 

一 般 网 中 的 最 大 流 (maxflow in general network) 找 出 网 中 使 从 源 点 总 流出 量 (相应 地 
使 到 汇 点 总 流 人 量 ) 最 大 的 流 。 按 照 约 定 ， 如 果 没 有 源 点 或 汇 点 ， 则 将 此 流 定义 为 0。 

性 质 22. 14 一 般 网 的 最 大 流 问题 等 价 于 st 网 的 最 大 流 问 题 。 

证 明 一 般 网 的 最 大 流 算法 显然 那 可 以 用 于 st 网 ， 因 此 我 们 只 需 确 定 一 般 问题 可 以 归 约 
为 st 网 问题 即 可 。 为 了 做 到 这 一 点 ,首先 找 出 源 点 和 汇 点 (比如 说 ， 可 以 使 用 我 们 程序 
19. 8 中 初始 化 队列 的 方法 ) ， 如 果 没 有 源 点 或 汇 点 则 返回 0。 然 后 ， 添 加 -一 个 虚拟 源 点 *， 以 
及 从 ss 到 网 中 每 个 源 点 的 边 〈 每 条 边 上 的 容量 设置 为 那 条 边 的 目的 顶点 的 流出 量 ) ， 另 外 增 
加 一 个 虚拟 汇 点 1:， 以 及 网 中 每 个 汇 点 到 :的 边 《 每 条 边 上 的 容量 设 秆 为 该 边 源 点 的 流 人 
量 )。 图 22-32 描述 了 这 一 归 约 过 程 。s 网 的 最 大 流 直接 对 应 于 原 网 络 中 的 一 个 最 大 流 。 用 

顶点 容量 约束 (vertex-capacity constraint) ”给 定 一 个 流 网 络 ， 找 出 满足 额外 约束 条 件 的 
一 个 最 大 流 ， 使 得 通过 每 个 顶点 的 流 必定 不 超过 某 个 固定 容量 。 

性 质 22. 15 对 于 顶点 上 有 容量 约束 的 流 网 络 ， 其 最 大 流 问 题 等 价 于 标准 最 大 流 问题 。 

证 明 同样， 我们 可 以 使 用 求解 容量 约束 问题 的 任何 算法 ， 来 求解 标准 问题 (可 以 把 每 
个 项 点 上 的 容量 约束 设置 为 大 于 它 的 流入 量 或 流出 量 ) ， 因 而 我 们 只 需 证 明 可 归 约 到 标准 问 
题 即 可 。 给 定 一 个 带 有 容量 约束 的 流 网 络 ， 构 造 一 个 带 有 两 个 顶点 & 和 ww” 的 标准 流 网 络 ， 
其 中 顶点 w 和 ww 都 对 应 原 顶 点 w， 到 达 原 顶点 的 所 有 进入 边 将 到 达 ww， 所 有 发 出 边 来 自 ”， 
以 及 边 u-u' 的 容量 等 于 该 项 点 的 容量 。 图 22-3 描述 了 这 个 构造 过 程 。 对 于 转换 后 的 网 中 的 
任 一 最 大 流 ， 形 如 -vv 的 边 上 的 流 给 出 原 网 中 的 一 个 最 大 流 ， 必 定 满足 顶 点 - 容量 约束 条 
件 ， 这 是 由 于 存在 形 如 zz 这 样 的 边 。 | 

人 允许 多 汇 点 和 多 源 点 或 增加 容量 约束 似乎 可 以 推广 最 大 流 问 题 ; 性 质 22. 14 和 人 性质 
22. 15 的 意义 在 于 ， 这 些 问题 实际 上 都 不 会 比 标准 问题 更 难 。 接 下 来 ， 我们 考虑 问题 的 一 个 
可 能 更 容易 求解 的 版 本 。 


无 环 网 (acyclic network) 找 出 无 环 网 中 的 最 大 流 问 题 。 计 算 含 有 环 的 流 网 络 的 一 个 最 
大 流 是 一 个 更 困难 的 问题 吗 ? 

我 们 已 经 考察 过 很 多 图 处 理 问 题 的 例子 ， 它 们 在 包含 环 时 更 难以 求解 。 也 许 最 突出 的 例 
村 是 边 上 权 值 可 为 负数 的 加 权 有 向 图 的 最 短路 径 问 题 ( 见 21.7 节 )。 如 果 图 中 不 存在 环 ， 
它 是 一 个 线性 时 间 可 解 的 简单 问题 ， 但 是 如 果 图 中 允许 环 存在 ， 则 它 是 一 个 NP- 完 全 问题 。 
但 值得 注意 的 是 ， 最 大 流 问 题 对 于 无 环 网 不 会 更 容易 。 

性 质 22. 16 无 环 网 的 最 大 流 问 题 等 价 于 标准 
最 大 流 问题 。 

证 明 同样, 我们 只 需要 说 明 标 准 问题 可 归 约 
为 无 环 问题 即 可 。 给 定 一 个 有 V 个 顶点 和 条 边 的 
网 络 ， 我们 可 以 构造 一 个 有 2V+2 个 顶点 和 E+3V 
条 边 的 网 络 ， 它 不 仅 不 含 环 ， 还 有 一 个 简单 结构 。 

令 uw' 表示 w+V, 构造 一 个 二 分 有 向 图 ， 其 中 
对 应 于 原 网 中 的 各 个 顶点 w 有 两 个 顶点 uw 和 w*， 以 
及 对 应 原 网 中 的 每 条 边 wu-v 则 有 一 条 与 之 有 相同 容 
量 的 边 w-v"。 现 在 ， 向 二 分 有 向 图 中 添加 一 个 源 点 
s 和 一 个 汇 态 t， 且 对 于 原 图 中 的 每 个 顶点 w， 边 s-w 
和 边 u' -1， 其 上 容量 均等 于 原 网 中 的 发 出 边 的 容 
量 之 和 。 男 外 ， 男 对 是 原 网 中 边 上 的 容量 之 和 ， 增 
加 从 到 w&' 的 边 ， 其 容量 为 X+1。 此 构造 如 图 
22-34 所 示 。 

为 了 说 明 原 网 中 任何 最 大 流 都 对 应 于 转换 后 的 图 22-32 从 多 源 点 和 多 汇 点 进行 归 约 
网 中 的 一 个 最 大 流 ， 我 们 要 讨论 割 而 不 是 流 。 给 定 上 图 中 的 网 中 有 3 个 源 点 (0、1 和 2) ， 两 
原 网 中 规模 为 c 的 任意 st 割 ， 可 以 说 明 如 何在 转换 A 生计 全 十 二 这 各 各 和 江 
后 的 网 中 构造 一 个 规模 为 c+X 的 最 小 制 ， 也 可 说 网 中 的 一 个 最 大 流 ， 这 个 网 除了 新 添加 的 源 点 
明 如 何在 原 网 中 构造 一 个 规模 为 ¢ 的 st 割 。 这 样 在 ”7 和 汇 点 8， 其 他 与 原 网 络 一 样 。 从 7 到 原 网 中 

re , 突 ; ， 
转换 后 的 网 中 给 定 一 个 最 小 割 ， 原 网 中 的 相应 割 也 。 过 上 二 过 和 六 大 大 网 下 的 直下 位 二 天 的 的 过 
是 最 小 的 割 。 此 外 ,我们 的 构造 还 给 出 了 一 个 其 流 上 的 容量 等 于 那个 汇 点 的 流入 边 上 容量 之 和 。 
值 等 于 最 小 割 容量 的 流 。 因 此 这 是 一 个 最 大 流 。 

给 定 原 网 中 的 任意 割 ， 该 割 把 源 点 与 汇 点 分 开 。 令 $ 为 源 点 的 顶点 集 ，7 为 汇 点 的 顶点 
集 。 为 转换 后 的 网 构造 一 个 割 ， 其 中 将 $ 中 的 顶点 放 在 一 个 含有 s 的 集合 中 ， 将 了 中 的 顶点 
放 在 一 个 含有 tt 的 集合 中 ,另外 对 于 所 有 4， 将 4 和 ww'* 置 于 割 的 同一 边 ， 如 图 22-34 所 示 。 
对 于 每 个 ww， 要 么 s-w 在 荐 集中 ,要么 Pia -i| 在 割 集中 ，u-v' 在 割 集中 当 且 仅 当 wv 在 原 
网 中 的 割 集中 ; 因而 割 的 总 容量 等 于 原 网 中 割 的 容量 加 上 X。 

给 定 转换 后 的 网 的 任意 最 小 st 割 , 令 5° 为 ;所 在 的 项 点 集 ，7'* 为 1 所 在 的 项 点 集 。 我 们 
的 目标 是 构造 一 个 有 相同 容量 的 割 ， 且 对 于 所 有 w，w 和 ww' 都 在 同一 个 割 顶点 集中 ， 这 样 由 
前 一 段 中 的 对 应 性 可 以 得 到 原 网 中 的 一 个 制 ， 从 而 完成 证 明 。 首 先 ， 如 果 习 在 S "中 且 w' 在 
入 中 ， 那 么 uw-wu' 必定 是 一 条 交叉 边 ， 这 是 一 个 矛盾 : u-u' 不 会 在 任何 最 小 割 中 ， 因 为 由 对 
应 原 图 中 边 的 所 有 边 组 成 的 割 具有 和 较 小 成 本 。 其 次 ,如果 在 7T" 中 有 是 w 在 S$S 中 ,那么 s-u 
必定 在 割 中 ， 因 为 那 是 连接 s 到 的 唯一 的 边 。 但 是 我 们 可 以 用 s-wu 代替 由 4 发 出 的 所 有 边 ， 
从 而 将 4 移 至 5' 来 建立 有 相同 成 本 的 割 。 
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图 22-33 删除 顶点 容量 图 22-34 “上 归 约 到 无 环 网 
为 了 求解 找 出 上 图 网 的 最 大 流 问 题 ， 使 上 图 中 网 中 的 每 个 顶点 对 应 下 图 中 网 
通过 每 个 项 点 的 流 不 超过 顶点 索引 数组 capV 中 的 两 个 顶点 和 ur (ua 表示 2+Y)， 上 
给 出 的 容量 界限 ， 我 们 构建 下 图 的 标准 网 ; 图 中 网 中 的 每 条 这 wv 对 应 下 图 中 网 中 的 过 
将 一 个 新 的 4*” {这 里 "表示 以 +V) 与 每 个 zt-2”。 此外， 下 图 中 网 有 未 加 容量 的 边 六 
顶点 关联， 添加 一 条 边 Wu* ， 其 容量 是 uv ， 源 点 s 到 每 个 未 加 里 号 的 顶点 都 有 一 条 
的 容量 ， 且 对 于 每 条 边 -zy， 加 上 一 条 边 &*- 边 ， 源 点 上 从 每 个 未 加 星 号 的 顶点 都 有 一 条 
bs。 每 一 对 wu-u* 在 图 中 均 由 环 所 包 图 。 下 图 的  ” 边 。 阴 影 和 非 阴影 的 顶点 (以 及 将 阴影 与 非 
网 中 ， 任 何 流 都 直接 对 应 于 上 图 网 中 的 满足 阴影 连接 的 边 ) 显示 了 两 个 网 中 则 之 间 的 直 
顶点 容量 约束 的 一 个 流 。 接 关 系 ( 见 正文 )。 


给 定 转换 网 中 值 为 c+X 的 任意 流 ， 可 以 简单 地 将 相同 的 流 值 赋 给 原 网 中 对 应 的 各 条 边 ， 
来 得 到 值 为 c 的 一 个 流 。 前 一 段 最 后 的 割 转换 并 不 影响 这 个 赋值 ， 因 为 它 处 理 流 值 为 0 
的 边 。 国 

该 归 约 的 结果 不 仅 是 一 个 无 环 网 ， 而 是 还 是 一 个 简单 二 分 结构 。 归 约 指 出 如 果 我 们 愿 
意 ， 那么 完全 可 以 采用 这 些 更 为 简单 的 网 ， 而 不 是 一 般 网 作为 我 们 的 标准 。 似 乎 这 种 特殊 结 
构 会 得 到 一 个 更 快 的 最 大 流 算法 。 但 是 归 约 表明 ， 我 们 可 以 将 在 这 些 特殊 无 环 网 中 找到 的 任 
何 算法 用 于 求解 一 般 网 的 最 大 流 问 题 。 实 际 上 ， 经 典 最 大 流 算法 利用 了 一 般 网 模型 的 灵活 
性 : 我 们 讨论 过 的 增 大 路 径 方法 和 预 流 - 推进 方法 使 用 残 量 网 络 的 概念 ， 把 环 引 入 网 中 。 在 
对 于 无 环 网 中 的 最 大 流 问 题 ， 我 们 一 般 使 用 一 般 网 中 的 标准 算法 来 求解 它 。 

性 质 22. 16 的 构造 相当 精巧 ， 且 它 说 明了 要 完成 归 约 证 明 ， 即 便 不 是 天 才 ， 也 需要 非常 
仔细 。 这 种 证 明 很 重要 ， 原 因 在 于 并 非 所 有 版 本 的 最 大 流 问 题 都 等 价 于 标准 问题 ， 且 需要 知 
道 我 们 的 算法 的 应 用 程度 如 何 。 研 究 人 员 还 在 研究 这 个 内 容 ， 因 为 将 不 同 的 自然 问题 相关 联 
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的 归 约 尚未 建立 ， 如 下 例 所 示 。 

无 向 网 中 的 最 大 流 (maxflow in undirected networks) 一 个 无 向 流 网 络 是 一 个 加 权 图 ， 其 
中 边 上 整数 权 值 解释 为 容量 。 这 种 网 中 的 循环 流 是 指定 边 上 的 权 值 和 方向 满足 以 下 条 件 : 各 
条 边 上 的 流 不 大 于 该 边 上 的 容量 。 进 入 每 个 顶点 上 的 总 流量 等 于 从 该 顶点 出 去 的 总 流量 。 无 
向 最 大 流 问 题 是 要 找 出 一 个 循环 流 ， 从 而 使 某 条 边 (也 就 是 说 ， 从 某 个 顶点 :到 某 个 顶点 1) 
上 指定 方向 的 流 达 到 最 大 。 这 个 问题 可 能 比 标准 问题 更 自然 地 对 应 于 通过 管道 内 的 液体 流动 
模型 : 它 对 应 于 允许 液体 在 管道 内 在 任意 方向 上 流动 。 

性 质 22.17 无 向 区 网 中 的 最 大 流 问 题 可 归 约 到 站 网 的 
最 大 流 问 题 。 

证 明 给 定 一 个 无 向 网 ， 构 造 一 个 有 相同 顶点 的 有 向 图 ， 
而 且 对 应 于 原 网 的 各 条 边 ， 在 两 个 方向 上 都 有 边 ， 其 上 容量 
均 为 原 无 向 边 上 的 容量 。 原 网 中 的 任何 流 必 定 对 应 于 转换 后 
网 中 的 具有 相同 值 的 一 个 流 。 反 过 来 也 成 立 :， 如 果 在 无 向 网 
中 ，w-v 有 流 f， 且 vw-u 有 流 g， 那 么 ， 如 果 f=g， 则 有 向 网 中 
uy 的 流 为 f-g; 否则 oz 的 流 为 g-f。 因 此 ， 有 向 网 中 的 任 
一 最 大 流 都 是 无 向 网 中 的 一 个 最 大 流 : 构造 过 程 给 出 了 一 个 
最 大 流 ， 并 且 在 有 向 网 中 的 具有 更 大 值 的 任何 流 都 将 对 应 于 
无 癌 网 中 有 更 大 值 的 某 个 流 ; 但 是 并 不 存在 这 样 的 流 。 由 

这 个 证 明 并 没有 确立 无 癌 网 中 的 问题 与 标准 问题 等 价 。 
也 就 是 说 ， 找 到 一 个 无 回 网 中 的 最 大 流 是 否 比 找到 标准 网 中 
最 大 流 问 题 要 简单 ， 是 一 个 开放 的 问题 ( 见 练习 22. 83) 。 

总 之 ， 利 用 前 两 节 中 关于 st 网 的 最 大 流 算法 ， 我 们 可 以 
处 理 有 多 个 汇 点 和 源 点 的 网 、 无 向 网 、 在 顶点 上 由 容量 约束 
的 网 ， 男 外 还 可 以 处 理 许 多 其 他 类 型 的 网 (例如 ， 见 练习 
22. 81)。 事 实 上 ,性质 22. 16 说 明了 即便 使 用 一 个 仅 无 环 网 
的 算法 ， 我 们 也 可 以 解决 所 有 这 些 问题 。 图 22-3$ ”从 无 向 网 中 归 约 

接 下 来 ， 我们 将 讨论 另 一 个 问题 ， 它 并 不 是 一 个 显 式 的 为 了 求解 无 向 网 中 的 最 大 流 
最 大 流 问题 ,但 是 可 以 将 它 归 约 到 最 大 流 问 题 ， 因 此 可 以 利 。 " 训 。 芝 人 中 于 汪 四 看 作 是 
用 最 大 流 算 法 来 解决 。 这 是 对 本 章 开 始 处 描述 的 商品 配送 问 
题 进行 形式 化 摘 述 的 一 种 方法 。 

可 行 流 (feasible flow) 假设 在 一 个 流 网 络 中 为 每 个 顶点 赋予 一 个 权 值 ， 并 将 此 解释 为 
供应 (如 果 为 正 ) 或 需求 (如果 为 负 )， 而 且 顶 点 权 值 之 和 为 0。 和 是 义 一 个 流 为 可 行 流 
(feasible) ， 如 果 每 个 顶点 的 流出 量 与 流入 量 之 差 等 于 那个 顶点 的 权 值 (如 果 为 正 ， 则 为 供 
应 ; 为 负 ， 则 为 需求 ) 。 给 定 这 样 的 一 个 网 ， 确 定 是 否 存 在 一 个 可 行 流 。 图 22-36 显示 了 一 
个 可 行 流 问题 。 

供应 顶点 对 应 于 商品 配送 问题 中 的 仓库 : 需求 顶点 对 应 于 零售 店 ， 而 边 则 对 应 于 运输 线 
路 中 的 道路 。 可 行 流 问题 可 以 回答 一 个 基本 问题 : 是否 有 可 能 找 出 一 种 运 货 的 方法 从 而 无 论 
如 何 都 可 使 供应 满足 需求 。 

性 质 22. 18 可行 流 问 题 可 归 约 到 最 大 流 问 题 。 

证 明 ”给 定 一 个 可 行 流 问题 ， 构 造 一 个 具有 相同 项 点 和 边 但 是 项 点 上 无 权 值 的 网 。 此 外 ， 
添加 一 个 与 每 个 供应 顶点 都 有 边 相 连 的 源 点 s， 边 上 的 权 值 为 该 顶点 的 供应 量 ， 添 加 一 个 到 每 
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个 需求 项 点 都 有 边 相 连 的 汇 点 1:， 边 上 的 权 值 为 该 项 点 的 需求 量 取 负 (从 而 边 权 值 为 正 ) 。 求 解 
这 个 网 中 的 最 大 流 问 题 。 原 网 中 有 一 个 可 行 流 ， 当 且 仅 当 在 一 个 流 中 从 源 点 的 所 有 流出 边 以 及 


到 汇 点 的 所 有 流入 边 都 被 充满 至 容量 。 图 22-37 显示 了 这 个 归 约 的 一 个 例子 。 国 
flow flow flow 
0-1 0-1 0 0-1 0 0-1 1 
0-2 O29 0=2J- 3 0-2 2 
1-3 : 1-3 2 1-3 3 
1-4 qm 1-4 1 1~& 1 
2~-3 2-3 0 2-3 0 2-3 0 
2-4 a 2-4 2 2-4 1 
3 45 & a 和 
《> 站 4-5 2 4-5 1 





图 22-36 可行 流 
在 一 个 可 行 流 问题 中 ,除了 边 上 的 容量 约束 之 和 外， 我 们 还 指定 顶点 上 的 供应 和 需求 约束 。 在 供应 顶点 上 寻找 其 流 
入 量 等 于 供应 加 上 流入 量 的 任何 流 ， 在 需求 顶点 上 寻找 其 流入 量 等 于 流出 量 加 上 需求 的 任何 流 。 对 于 左 图 的 这 个 可 行 
流 问 题 有 三 个 解 ， 都 在 右 图 中 显示 出 来 。 


开发 实现 我 们 所 考虑 的 这 种 类 型 归 约 的 ADT 函数 是 软 





件 工程 中 的 一 项 挑战 性 的 任务 。 主 要 原因 是 我 们 所 操纵 的 对 ”0-1 2 
象 是 用 复杂 数据 结构 表示 的 。 为 了 把 另 一 个 问题 归 约 为 标准 ”1-3 3 
最 大 流 问题 ， 需 要 建立 一 个 新 的 网 四 ? 某 些 问题 要 求 额 外 数 ”1-4 3 
据 ， 比 如 说 顶点 容量 或 供应 量 和 需求 量 ， 没 有 这 些 数据 时 建 2-4 1 
立 一 个 标准 网 可 能 是 合理 的 。 但 如 果 我 们 这 样 做 并 且 计 算出 ”4-s 3 
一 个 最 大 流 ， 结 果 将 如 何 处 理 ? 把 一 个 计算 出 的 流 从 一 个 网 5-? 3 
转换 到 另 一 个 网 ， 当 这 两 个 网 都 是 用 邻接 表 表 示 时 并 不 是 一 s3 1 
个 简单 的 计算 。 如 果 我 们 不 做 网 的 复制 ， 而 向 网 中 添加 虚拟 sz 1 

5-7 5 


顶点 并 计算 一 个 最 大 流 肯定 会 破坏 原 有 的 结构 ;因而 我 们 需 
要 在 计算 之 后 ， 仔 细 把 网 恢复 到 它 的 原始 状态 。 程 序 22.5 图 22-37 从 可 行 流 归 约 


a 这 个 网 是 一 个 标准 的 网 ， 由 图 
a 站 2 s Wy 2 
描述 了 这 些 考虑 的 一 种 实现 。 一 个 新 源 点 到 供应 顶点 的 边 ( 每 条 


用 最 大 流 模 型 我 们 不 能 处 理 的 流 问题 的 一 个 典型 例子 是 a 
可 行 流 问 题 的 一 个 扩展 ， 这 也 是 我 们 在 22.5 节 和 22.6 节 讨 。 的 容量 等 于 需求 量 ) 构造 而 成 。 图 
论 的 主题 。 再 添加 一 个 解释 为 成 本 的 边 权 值 集 合 ， 根 据 这 些 。 22-36 中 的 网 存在 一 个 可 行 流 ， 当 
权 值 来 定义 流 成 本 ， 要 求 一 个 最 小 成 本 可 行 流 。 这 个 模型 形状 人 这 汪 生 二 有 和 全 人 全 
式 化 了 一 般 的 商品 配送 问题 。 我 们 不 仅 对 它 是 否 可 转运 商品 。 交 满 ， Ee 
感 兴趣 ， 还 对 转运 它们 的 最 小 成 本 的 方法 感 兴趣 。 

到 目前 为 止 ， 本 节 所 讨论 的 所 有 问题 都 有 一 个 相同 的 基本 目标 〈 基 计 算 一 个 流 网 络 中 的 
一 个 流 ) ， 因 此 可 以 利用 一 个 解 问 题 的 流 网 络 模型 来 处 理 这 些 问 题 。 正 如 我 们 在 最 大 流 -最 
小 割 定 理 中 所 见 的 那样 ， 可 以 使 用 最 大 流 算 法 来 解决 看 上 去 与 流 无 关 的 图 处 理 问 题 。 我 们 现 
在 来 考虑 这 种 类 型 的 例子 。 

最 大 基数 二 份 匹 配 (maximum-cardinality bipartite matching) 给 定 一 个 二 分 图 ， 找 出 最 
大 基数 的 的 一 个 边 集 ， 满 足 每 个 顶点 至 多 连接 到 一 个 其 他 顶点 。 
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为 简明 起 见 ， 除 了 需要 与 类 似 的 问题 加 以 区 分 时 ,我 们 把 这 个 问题 都 简单 称 为 二 分 匹配 
( bipartite-matching) 问题 。 它 将 本 章 开 始 所 讨论 的 职位 安置 问题 加 以 形式 化 。 顶 点 对 应 个 体 
和 雇员 ; 边 对 应 “职位 中 相互 感 兴趣 的 ”关系 。 二 分 匹配 问题 的 一 个 解 是 总 雇用 最 大 。 图 
22-38 显示 了 对 图 22-3 中 的 示例 问题 建 模 的 二 分 图 。 


程序 22.5 归 约 到 最 大 流 的 可 行 流 

使 用 图 22-37 中 描述 的 构造 方法 ， 这 个 ADT 函数 通过 归 约 到 最 大 流 问 题 来 求解 可 行 流 问 
题 。 它 假设 图 的 ADT 表示 有 一 个 顶点 索引 的 数组 sa， 满足 sd 为 正 ， 则 表示 顶点 i 的 供应 量 ， 
寿 为 负 ， 则 表示 顶点 i 的 需求 量 。 

如 在 构造 中 所 指出 的 ， 我 们 添加 从 虚拟 结 点 s 到 供应 结 点 和 从 需求 结 点 到 另 一 虚拟 结 
点 上 的 边 ， 接 着 找 出 一 个 最 大 流 ， 然 后 检查 是 否 所 有 额外 边 被 填充 到 容量 ， 再 去 除 所 有 额 
外 边 。 

这 段 代 码 假设 图 表示 的 顶点 索引 的 数组 大 得 足以 容纳 虚拟 结 点 。 它 还 使 用 了 一 个 捷径 ， 
就 是 依赖 于 这 种 表示 法 来 去 除 边 ， 而 不 释放 对 应 所 添加 和 删除 的 边 的 表 结 点 的 内 存 空间 。 


void insertSTlinks(Graph G, int s, int t) 
{ int i, sd; 
for (i = 0; i < G->V; i++) 
if ((sd = G->sd[i])} >= 0) 
GRAPHinsertE(G, EDGE(s, i, sd, 0, 0)); 
for (i = 0; i < G->Vi i++) 
if ((sd = G->sd[i]) < 0) 
GRAPHinsertE(G, EDGE(i, t, -sd, 0, 0)); 
} 
void removeSTlinks (Graph G) 
{ int i; 
for (i = 0; i < G->V; i++) 
G->adj[i] = G->adj[i]->next; 
} 
int GRAPHfeasible(Graph G) 
{ int s = G-S3V, t = G->V+1, sd = 0; link u; 
insertSTlinks(G, 8s8, t); G~>V += 2; 
GRAPHmaxflow(G, s, t), 
for (u = G->adj[s]; u != NULL; u = u->next) 
sd += uU->cap - u->flow; 

for (ua = G->adj[t]; u != NULL; u = u->next) 
sd += U->cap - uU->flow; 

G->V -= 2; removeSTlinks (9); 

return sd, 


} 


为 二 分 匹配 问题 找 出 一 个 直接 解 ， 而 不 是 用 网 模型 ， 是 一 个 很 有 意义 的 练习 。 例 如 ， 问 
题 相 当 于 以 下 组 合 谜 题 : “ 找 出 整数 对 集合 的 最 大 子 集 (可 由 不 相交 集 而 得 )， 满足 性 质 : 
其 中 任何 两 对 都 没有 相同 的 整数 ”。 图 22-38 中 所 示 的 例子 对 应 于 基于 数 对 0-6、0-7、0-8、 
1-6 等 求解 此 谜 题 。 问 题 乍 一 看 似乎 很 简单 ， 但 是 正如 17.7 节 中 所 讨论 的 哈密 顿 回路 问题 
(及 许多 其 他 问题 一 样 ) ， 系 统 地 选择 整数 对 的 简单 方法 直到 遇 到 了 矛盾 为 止 ， 可 能 需要 指数 
时 间 。 也 就 是 说 ， 如 果 要 穷尽 所 有 可 能 性 ， 则 有 太 多 的 整数 对 要 检查 ; 因而 ， 聪 明 的 解决 方 
法 是 只 需 检 查 其 中 很 少 一 部 分 。 要 解决 类 似 于 以 上 给 出 的 特定 匹配 谜 题 ， 或 者 开发 可 以 高 效 
地 解决 此 类 谜 题 的 算法 ,这些 都 不 是 简单 的 任务 ,它们 有 助 于 说 明 网 络 流 的 强大 功能 和 用 
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途 ， 这 也 为 进行 二 分 匹配 提供 了 一 个 合理 的 方法 。 


性 质 22. 19 二 分 匹配 问题 可 归 约 到 最 大 流 问 题 。 
证 朋 ”给 定 一 个 二 分 匹配 问题 ， 通 过 为 所 有 边 指定 


从 一 个 集合 到 另 一 个 集合 的 方向 ， 并 添加 一 个 源 点 以 及 
该 源 点 指向 二 分 图 中 其 中 一 个 集合 中 的 所 有 顶点 的 边 ， 
再 深 加 一 个 汇 点 以 及 从 二 分 图 中 另 一 个 集合 中 的 所 有 项 
点 指向 该 汇 点 的 边 ， 来 构造 最 大 流 问 题 的 一 个 实例 。 为 
使 结果 有 向 图 是 一 个 网 ， 为 每 条 边 赋 以 容量 1。 图 22-39 
显示 了 这 个 构造 。 

现在 ， 对 于 此 网 的 最 大 流 问 题 的 解 给 出 了 对 应 的 二 
分 匹配 问题 的 一 个 解 。 该 匹配 恰好 对 应 这 两 个 集合 中 的 
顶点 之 间 的 由 最 大 流 算法 充满 到 容量 的 那些 边 。 首 先 ， 
网 络 流 总 是 提供 一 个 合法 的 匹配 : 因为 每 个 顶点 有 一 条 
容量 为 1 的 边 ， 要 么 是 进入 边 (来 自 源 点 )， 要 么 是 发 
出 边 《 到 达 汇 点 )。 因 此 ,通过 每 个 顶点 至 多 只 有 一 个 
单位 的 流 ， 这 反 过 来 说 明 每 个 顶点 在 匹配 中 最 多 被 包含 
一 次 。 其 次 ， 不 存在 有 多 条 边 的 匹配 ， 因 为 较 之 于 最 大 
流 算法 所 生成 的 流 ， 任 何 这 样 的 匹配 都 将 直接 导致 一 个 
更 好 的 流 。 恶 

例如 ， 在 图 22-39 中 ， 一 个 增 大 路 年 最 大 流 算法 可 
能 使 用 路 径 s-0-6-t，s-1-7-t，s-2-8-t，s-4-9-t，s-S$-10- 
t 和 s-3-6-0-7-1-11-t 来 计算 匹配 0-7,1-11, 2-8，3-6， 
0-7 和 1-11。 关 此 ， 在 图 22-3 中 有 一 种 方法 可 使 所 有 学 
生 和 职位 匹配 。 

程序 22.6 是 一 个 客户 程序 ， 从 标准 输入 读 取 一 个 
二 分 匹配 问题 ， 并 使 用 证 明 中 描述 的 归 约 方法 来 求解 
它 。 对 于 大 型 网 此 程序 的 运行 时 间 是 多 少 ? 可 以 肯定 ， 
运行 时 间 依 赖 于 我 们 使 用 的 最 大 流 算法 及 其 实现 。 同 
时 ， 我 们 需要 考虑 我 们 构建 的 网 具有 特殊 的 结构 〈 单 位 
容量 二 分 流 网 络 ) 不 仅 可 以 使 我 们 考虑 过 的 各 种 流 
网 络 的 运行 时 间 不 一 定 接近 其 最 坏 情 况 的 上 界 ， 而 且 可 
大 大 地 降低 这 个 界限 。 例 如 ， 对 于 一 般 增 大 路 径 算法 ， 
我 们 考虑 的 第 一 个 界限 给 出 了 一 个 答案 : 

推论 ”在 一 个 二 分 图 中 找 最 大 基数 匹配 所 需要 的 时 
间 为 O( VE)。 

证 明 由 性 质 22.6 直接 可 得 。 国 








图 22-38 二 分 匹配 
这 个 二 分 匹配 问题 的 实例 是 对 图 22- 
3 中 所 示 的 职位 安置 例子 的 形式 化 描述 。 
在 该 例 中 找 出 一 种 最 佳 方法 将 学 生 和 职 
位 加 以 匹配 ， 这 等 价 于 在 此 二 分 图 找 出 
顶点 不 相交 的 边 的 最 大 数目 ， 





图 22-39 ”从 二 分 匹配 归 约 

为 了 找 出 一 个 二 分 图 中 的 最 大 匹配 
(上 图 ) ， 通 过 使 所 有 边 均 为 从 上 面 一 行 
指向 下 面 一 行 ， 添 加 一 个 新 源 点 以 及 到 
上 面 一 行 中 每 个 顶点 的 边 ， 再 添加 一 个 
汇 点 以 及 从 下 面 一 行 中 每 个 顶点 到 该 汇 
点 的 边 ， 并 为 所 有 边 上 的 容量 赋值 为 1， 
来 构造 一 个 st 网 (下 图 )。 在 任何 一 个 
流 中 ， 上 面 一 行 中 的 每 个 顶点 至 多 有 一 
个 发 出 边 能 被 充满 ， 下 面 一 行 中 的 每 个 
顶点 至 多 有 一 个 进入 边 能 被 充满 ， 因 此 
此 网 的 最 大 流 问题 的 一 个 解 给 出 了 二 分 
图 的 一 个 最 大 匹配 。 


程序 22.6 经 由 归 约 到 最 大 流 的 二 分 匹配 


这 个 客户 程序 从 标准 输入 读 取 一 个 有 了 +T 个 顶点 和 已 条 边 的 二 分 匹配 问题 ， 然 后 构造 
一 个 对 应 这 个 二 分 匹配 问题 的 流 网 络 ， 找 出 网 中 的 最 大 流 ， 并 使 用 这 个 解 打印 一 个 最 大 二 分 
匹配 。 


务 22 复 网 络 流 27] 


#include <stdio.h> 
#include "GRAPH.h' 
main{(int argc, char *argv[]) 
{ Graph G; int i, Vv, Ww, E, V = atoi(argv[1]); 
G = GRAPHinit (2*V+2); 
for (i = 1; i <= V; i++) 
GRAPHinsertE(G, EDGE(0, i, 1, 0)): 
while (scanf ("Yd Yd'", &v, &w) != EOF) 
GRAPHinsertE(G, EDGE(v, w, 1, 0)); 
for (i = V+1i; i <= V+V; i++) 
GRAPHinsertE(G, EDGE(i, V+V+1, 1, 0)); 
if (GRAPHmaxfilow(G, 0, V+V+1) == 0) return. 
E = GRAPHedges (a, G); 
for (i = 0; < 已 i++) 
if ((a[li]j.v != 0) && (a[i] .w != V+V+1)) 
if (a[il] .flow == 1) 
printf("%d-%a\n", afil.v, a[il .w); 
} 





当 增 大 路 径 算法 用 于 单位 容量 的 二 分 网 上 时 ， 它 的 操作 描述 很 简单 。 每 条 增 大 路 径 将 从 
源 点 发 出 的 一 条 边 和 进入 汇 点 的 一 条 边 充 满 。 这 些 边 从 来 不 用 做 回 边 ， 因 而 至 多 有 VV 条 增 大 
路 径 。 对 于 任何 与 边 E 成 正比 的 时 间 找 到 增 大 路 径 的 算法 ， 此 VE 上 界 都 成 立 。 

表 22-3 显示 了 使 用 各 种 增 大 路 径 算法 求解 随机 二 分 匹配 问题 的 性 能 结果 。 由 此 表 可 得 ， 
此 问题 的 实际 运行 时 间 近 似 于 最 坏 情 况 时 间 VE， 而 不 是 最 优 时 间 (线性 时 间 )。 可 能 通过 明 
智 的 选择 以 及 优化 的 最 大 流 算法 的 实现 ， 来 使 这 种 方法 的 速度 提高 一 个 WV 因子 ( 见 练习 
22. 93 和 练习 22.94) 。 





表 22-3 二 分 匹配 算法 的 实验 研究 


此 表 对 于 有 2 000 个 顶点，500 条 边 (上 面 ) 和 4000 条 边 (下 面 ) 的 图 ， 显 示 了 使 用 各 种 增 大 路 径 最 大 流 算法 来 
计算 一 个 最 大 二 分 匹配 的 性 能 参数 (扩展 的 项 点 数 和 涉及 的 邻接 表 结 点 数 )。 对 于 这 个 问题 ， 深 度 优先 搜索 是 最 有 效 
的 方法 。 





500 条 边 ， 匹 配 基 数 347 
最 短路 径 1 071 945 599 
最 大 容量 1 067 868 407 
深度 优先 1 073 477 601 
随机 1 073 644 070 
4 000 条 边 ， 匹 配 基 数 971 
最 短路 径 3 483 8 280 585 
最 大 容量 6 857 6 573 560 
深度 优先 34 109 1 266 146 
随机 3 569 4 310 656 


此 问题 代表 了 我 们 考察 新 问题 时 经 常会 遇 到 的 一 种 情况 和 更 一 般 的 问题 求解 模型 ， 也 表 
阴 归 约 作为 实际 求解 问题 工具 的 有 效 性 。 如 果 能 够 找到 一 个 到 已 知 一 般 模型 〈 比 如 说 最 大 
流 问 题 的 模型 ) 的 归 约 ， 我 们 会 将 其 看 作为 开发 一 个 实用 解 的 一 个 主要 步 又， 因为 它 至 少 
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表明 了 不 仅 那个 问题 是 易 解 的 ， 而 且 还 有 很 多 求解 这 个 问题 的 高 效 算法 。 在 很 多 情况 下 ， 使 
用 现 有 最 大 流 ADT 函数 来 求解 这 个 问题 是 合理 的 ， 再 转向 下 一 个 问题 。 如 果 性 能 依然 是 一 
个 关键 的 问题 ， 我 们 可 以 研究 各 种 最 大 流 算法 或 实现 的 相对 性 能 ， 也 可 以 使 用 它们 的 行为 作 
为 开发 更 好 算法 、 特 殊 用 途 的 算法 的 起 点 。 一 般 求 解 问题 的 模型 为 我 们 提供 了 可 选择 的 或 改 
进 的 上 界 ， 此 外 还 提供 了 大 量 实现 。 已 经 证 实 这 些 实现 对 于 大 量 其 他 问题 都 是 有 效 的 。 

接 下 来 ， 我 们 将 讨论 与 图 的 连通 性 有 关 的 问题 。 在 考虑 将 最 大 流 算法 用 于 求解 连通 性 问 
题 之 前 ,我 们 考察 将 最 大 流 - 最 小 割 定理 用 于 第 18 章 中 未 完成 的 工作 : 与 无 向 图 中 路 径 和 
割 有 关 的 基本 定理 的 证 明 。 这 些 证 明 是 进一步 表明 了 最 大 流 - 最 小 割 定理 的 重要 性 。 

性 质 22. 20 (Menger 定理 ) 在 有 向 图 中 删除 某 条 边 使 两 个 顶点 不 连通 的 最 少 边 数 等 于 
这 两 个 顶点 之 间 边 不 相交 的 路 径 的 最 大 数目 。 

证 明 给 定 一 个 有 向 图 ， 用 同一 组 顶点 和 边 定义 一 个 流 网 络 ， 其 中 所 有 边 的 容量 均 定 义 
为 1。 由 性 质 22. 2 可 得 ,我 们 可 以 把 任何 一 个 st 流 表示 为 从 s 到 + 的 边 不 相交 的 路 径 集合 ， 
这 样 的 路 径 数 目 等 于 流 值 。 任 何 一 个 羡 割 的 容量 等 于 那个 割 的 基数 。 给 出 以 上 事实 ， 最 大 流 - 
最 小 制定 理 芍 含 了 定理 所 述 结 果 。 野 

无 向 图 中 的 相应 结果 ， 以 及 有 向 图 和 无 向 图 中 的 顶点 连通 性 都 涉及 这 里 所 讨论 的 归 约 ， 
这 些 我 们 留 作 练习 ( 见 练习 22. 96 到 练习 22. 98 ) 。 

现在 我 们 转 到 流 和 连通 性 之 间 的 直接 关系 得 算法 学 含义 〈 最 小 割 问题 归 约 到 最 大 流 问 
题 ) ， 这 是 由 最 大 流 定理 所 确定 的 。 性 质 22. 5 可 能 是 最 重要 的 算法 学 含义 ， 但 是 反 过 来 还 不 
不 确定 是 否 成 立 〈 见 练习 22. 49) 。 直 观 来 看 ， 如 果 知 道 一 个 最 小 割 会 使 找 出 一 个 最 大 流 的 
任务 变 得 更 容易 一 些 。 但 没有 人 能 够 证 明 如 何 做 到 这 一 点 。 这 个 基本 例子 强调 了 处 理 问 题 之 
间 的 归 约 时 务必 谨慎 。 

然而 ， 我 们 还 可 以 使 用 最 大 流 算 法 来 处 理 很 多 连通 性 问题 。 例 如 ， 它 们 有 助 于 解决 在 第 
18 章 中 过 到 的 第 一 个 非 平凡 的 图 处 理 问 题 。 

边 连 通 度 (edge connectivity) ”把 一 个 给 定 的 图 分 割 为 两 部 分 所 需 去 除 的 最 少 边 数 是 多 
少 ? 找 出 进行 此 分 割 的 一 个 最 小 基数 的 边 集 。 

顶点 连通 度 (vertex connectivity) ”把 一 个 给 定 的 图 分 割 为 两 部 分 所 需 去 除 的 最 少 顶 点 数 
是 多 少 ? 找 出 进行 此 分 割 的 一 个 最 小 基数 的 顶点 集 。 

这 些 问题 对 于 有 向 图 也 是 相关 的 ， 因 此 共有 4 个 问题 要 考虑 。 如 我 们 在 Menger 定理 中 
所 做 的 那样 ， 我 们 详细 讨论 其 中 的 一 个 (无 向 图 中 边 的 连通 性 ) ， 其 他 三 个 问题 留 作 练 习 。 

性 质 22. 21 确定 无 向 图 的 边 的 连通 性 所 需要 的 时 间 为 0( 瑟 )。 

证 明 ”我 们 通过 计算 一 个 st 网 的 最 大 流 来 计算 分 割 两 组 给 定 顶 点 的 任 一 最 小 割 的 大 小 。 
该 网 是 由 对 图 的 每 条 边 上 赋 以 单位 容量 构造 而 得 。 边 的 连通 度 等 于 所 有 顶点 对 的 值 的 最 
小 值 。 

但 我 们 并 不 需要 计算 出 所 有 顶点 对 。 令 s* 是 图 中 度 最 小 的 顶点 。 注 意 s* 的 度 不 大 于 
2PAVY。 考 虑 图 的 任 一 最 小 割 。 按 照 定义 ， 割 集合 中 的 边 数 等 于 图 的 边 连 通 度 。 顶 点 s 出 现 
在 割 的 某 个 顶点 集中 ， 另 一 集合 必定 含有 某 个 顶点 上 ， 因 而 任何 一 个 分 割 和 :上 的 最 小 割 的 
大 小 必定 等 于 该 图 的 边 连通 度 。 于 是 ， 如 果 我 们 可 以 求解 了 - !1 的 最 大 流 问 题 (使 用 “作为 
源 点 ， 其 他 一 个 顶点 作为 汇 点 ) ， 所 找到 的 最 小 流 值 就 是 网 的 边 连通 度 。 

现在 ， 任 何 一 个 以 * 作为 源 点 的 增 大 路 径 最 大 流 算法 至 多 使 用 2E/V 条 路 径 ; 因此 ， 如 
果 我 们 使 用 任何 至 多 采用 EE 步 来 找 出 一 条 增 大 路 径 的 方法 ， 就 至 多 使 用 (V-1) (2E/V)E 步 
来 找 出 边 连通 度 ， 这 萤 含 着 结果 成 立 。 国 





这 种 方法 不 像 本 节 中 的 其 他 例子 ， 并 不 是 直接 把 一 个 问题 归 约 到 另 一 个 问题 ， 而 是 给 出 
了 一 种 计算 边 连 通 度 的 实用 算法 。 而 且 仔细 实现 最 大 流 可 以 调节 到 这 个 特殊 的 问题 ， 我 们 可 
以 改进 性 能 ， 可 以 在 与 VE 成 正比 的 时 间 内 解决 这 个 问题 ( 见 本 部 分 参考 文献 ) 。 性 质 22. 21 
的 证 明 是 我 们 在 21.7 节 首 次 遇 到 的 有 效 归 约 (多项式 时 间 ) 的 更 一 般 概念 的 例子 。 它 在 第 
8 部 分 所 讨论 的 算法 理论 中 起 着 重要 的 作用 。 这 样 的 归 约 及 证 明了 问题 是 易 解 的 ， 同 时 又 给 
出 了 一 种 求解 它 的 算法 。 这 是 处 理 新 的 组 合 问题 的 重要 一 步 。 

我 们 使 用 线性 规划 (LP， 见 21.6 节 ) 来 考虑 最 大 流 问 题 的 一 个 严格 的 形式 化 描述 来 结 
束 本 节 的 讨论 。 这 个 练习 是 有 用 的 ， 因 为 它 有 助 于 我 们 和 弄 清 楚 与 那些 能 这 样 形式 化 的 其 他 问 
题 的 关系 。 

形式 化 是 直接 的 : 我 们 考虑 一 个 不 等 式 组 ， 其 中 每 个 变量 对 应 一 条 边 ， 两 个 不 等 式 对 应 
一 条 边 ， 一 个 方程 对 应 一 个 顶点 。 变 量 的 值 是 边 流 ， 不 等 式 指 定 了 边 流 必定 位 于 0 和 边 的 容 
量 之 间 ， 等 式 指 定 了 进入 那个 顶点 的 边 上 的 总 流 必定 等 于 离开 那个 顶点 的 边 上 的 总 流 。 

图 22-40 显示 了 这 个 构造 过 程 的 一 个 例子 。 任 何 最 





大 流 问题 都 可 以 按照 这 种 方法 转换 成 一 个 LP 问题 。LP 0 
是 一 种 求解 组 合 问题 的 很 有 用 的 方法 ,我们 研究 的 大 13 3 
量 问题 都 可 以 形式 化 为 线性 规划 问题 。 最 大 流 问题 比 1 1 
线性 规划 问题 更 容易 求解 的 事实 可 以 解释 为 : 最 大 流 2-4 1 
问题 的 LP 形式 化 中 的 约束 条 件 具有 特殊 的 结构 ， 它 们 a 2 
并 不 必 在 所 有 LP 问题 中 出 现 。 

即使 一 般 的 LP 问题 比 诸如 最 大 流 问题 等 特定 问题 年， 
更 为 困难 ， 仍 有 一 些 强大 的 算法 可 以 高 效 地 解决 LP 问 约束 条 件 
题 。 这 些 算法 的 最 坏 情况 运行 时 间 肯 定 超过 我 们 所 讨 zol < 2 
论 的 特定 算法 的 最 坏 情 况 运 行 时 间 ， 但 是 由 数 十 年 来 zo < 3 
的 大 量 实践 经 验 可 知 ， 它 们 对 于 解决 实际 中 出 现 的 各 zis<l 
种 类 型 的 问题 是 有 效 的 。 z23 三 1 

图 22-40 描述 的 构造 过 程 给 出 了 一 个 证 明 : 最 大 流 2 
问题 可 归 约 到 LP 问题 ， 除 非 我 们 认为 流 值 是 整数 。 当 T45 < 3 
在 第 8 部 分 详细 讨论 LP 问题 时 ， 我 们 会 描述 一 种 方 a 
法 ， 能 够 克服 LP 形式 化 时 不 支持 结果 有 整数 值 的 限制 T02 = £23 + 24 
的 困难 。 X13 + 了 23 一 TZ35 

T14 + X24 = 了 45 


以 上 内 容 为 我 们 提供 了 精确 的 数学 框架 以 解决 更 rn 
为 一 般 的 问题 ， 也 可 以 用 来 创建 功能 更 为 强大 的 算法 图 22-40 最 大 流 问 题 的 LP 形式 化 
来 解决 这 些 问 题 。 最 大 流 问 题 很 容易 解决 ， 而 且 其 本 这 个 线性 规划 等 价 于 图 22-5 中 的 示例 
身 使 用 也 相当 广泛 ， 正 如 在 本 书 中 的 例子 所 示 。 接 下 网 站 的 站 大 流 站 是。 每 个 不 等 对 应 一 
来 ， 我 们 将 讨论 一 个 更 难 的 问题 ( 仍 比 LP 要 简单 )， 计 加 个 训 汪 入 症 了 生 个 项 各 上 的 流入 
它 涵盖 了 一 类 更 为 广泛 的 问题 。 我 们 将 在 本 章 最 后 讨 量 必 须 等 于 流出 量 。 我 们 使 用 一 个 从 汇 点 
论 这 些 更 为 一 般 的 求解 问题 模型 的 构建 方法 ， 并 在 第 8 到 源 点 的 座 权 边 末 捕获 网 中 的 流 ， 如 后 面 
部 分 进行 更 为 全 面 的 考虑 。 ， 
练习 


>22.71 定义 一 个 网 的 ADT 孙 数 ， 找 出 一 个 循环 流 ， 其 中 某 条 边 上 具有 最 大 流 。 使 用 


274 “” 镶 五 部 分 图 摹 法 





GRAPHmaxflow 给 出 一 种 实现 。 

22. 72 定义 一 个 网 的 ADT 函数 ， 找 出 网 中 的 一 个 最 大 流 ， 其 中 对 于 源 点 或 汇 点 数 不 加 限 
市 。 人 和 使 用 GRAPHmaxflow 给 出 一 种 实现 。 

22.73 定义 一 个 网 的 ADT 函数 ， 找 出 无 向 网 中 的 一 个 最 大 流 。 使 用 GRAPHmaxflow 给 出 一 
22. 74 定义 一 个 网 的 ADT 水 数 ， 找 出 网 中 的 一 个 最 大 流 ， 其 中 对 于 顶点 有 容量 约束 。 使 用 
GRAPHmaxflow 给 出 一 种 实现 。 

<<. 75 开发 可 行 流 问题 的 一 个 ADT。 使 ADT 函数 允许 客户 来 初始 化 供应 - 需求 值 ， 以 及 一 
个 辅助 函数 来 检查 流 值 是 否 正 确 地 关联 到 每 个 顶点 。 

22. 76 ”对 于 每 个 分 布点 有 有 限 容量 的 情况 (也 就 是 说 ， 在 任何 给 定时 间 所 存储 的 商品 量 有 
所 限制 ) ， 做 练习 22. 20。 

> 22.77 证 明 最 大 流 问 题 归 约 到 可 行 流 问题 ， 这 两 个 问题 是 等 价 的 。 

22.78 找 出 网 22-11 中 所 示 的 流 网 络 中 的 一 个 可 行 流 ， 给 定额 外 约束 条 件 : 0、2 和 3 是 权 
值 为 4 的 供应 项 点，1、4 和 5 是 权 值 分 别 为 1、3 和 5 的 供应 顶点 。 
22. 79 ”修改 程序 22.5， 释 放 对 应 被 添加 或 删除 的 边 的 表 结 点 的 内 存 。 

o22.80 编写 一 个 程序 ， 以 体育 联赛 的 赛程 和 当前 排名 作为 输 人 ， 来 确定 一 个 给 定 的 小 组 是 
否 被 淘汰 。 假 设 不 存在 平局 。 提 示 : 可 归 约 为 可 行 流 问题 ， 其 中 有 一 个 源 点 其 供应 值 等 于 此 
赛季 剩余 的 比赛 场 数 ， 一 些 对 应 于 某 些 赛 对 的 汇 点 ， 其 需求 值 等 于 该 赛 对 剩余 的 比赛 数 ， 还 
有 一 些 对 应 于 各 个 赛 对 的 配送 结 点 。 边 将 供应 结 点 和 每 个 赛 对 的 配送 结 点 连接 起 来 ， 如 果 义 
要 思 得 剩余 所 有 比赛 ， 此 边 上 的 容量 等 于 该 对 必须 取胜 并 的 比赛 数目 。 还 会 有 一 条 容量 不 限 
的 边 将 每 个 赛 队 的 配送 结 点 与 涉及 那个 赛 队 的 需求 结 点 连接 起 来 。 

e22.81 证 明 边 上 有 下 界 的 网 的 最 大 流 问 题 可 以 归 约 为 标准 最 大 流 问 题 。 

> 22. 82 ”证明 对 于 边 上 有 下 界 的 网 ， 找 (关于 那个 下 界 的 ) 最 小 流 的 问题 可 以 归 约 为 最 大 流 
问题 ( 见 练习 22. 81 ) 。 

see 22.83 证 明 si 网 的 最 大 流 问 题 可 归 约 到 无 向 网 的 最 大 流 问 题 ， 或 找 出 无 向 网 的 一 个 最 大 流 
的 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 要 比 那些 22.2 节 和 22. 3 节 中 的 算法 好 很 多 。 
> 22. 84 对 于 图 22-38 中 的 二 分 图 ， 找 出 有 5 条 边 的 所 有 匹配 。 
22. 85 扩展 程序 22.6， 使 用 符号 名 替代 整数 来 引用 顶点 〈 见 程序 17. 10)。 

o22.86 证 明 二 分 匹配 问题 等 价 于 找 其 上 所 有 边 上 有 单位 容量 的 网 的 最 大 流 问 题 。 

22. 87 ”我 们 可 能 将 图 22-3 中 的 例子 解释 为 描述 学 生 找 工作 时 的 偏好 ， 以 及 雇主 对 学 生 的 偏 
好 ， 这 两 者 可 能 不 是 相互 的 。 书 中 描述 的 归 约 可 以 应 用 到 有 此 解释 而 得 的 有 向 二 分 匹配 问题 
吗 ? 其 中 二 分 图 中 从 一 个 集合 到 男 一 个 集合 的 边 是 有 向 的 《两 个 方向 的 任意 一 个 方向 )。 证 
明 它 可 以 ,或 者 给 出 一 个 反例 。 

0 22.88 构造 一 系列 二 分 匹配 问题 ， 其 中 用 于 求解 对 应 的 最 大 流 问 题 的 任 一 增 大 路 径 算法 所 
使 用 的 增 大 路 径 的 平均 长 度 与 五 成 正比 。 

22. 89 按照 图 22-29 的 风格 ， 显 示 在 图 22-39 所 示 的 二 分 匹配 网 上 ，FIFO 预 流 - 推进 网 络 

0 22.90 扩展 表 22-3， 使 其 包括 各 种 预 流 推 进 算法 。 

es22.91 假设 二 分 匹配 问题 中 的 两 个 集合 大 小 分 别 为 S 和 了，$< 和 7。 对 于 性 质 22. 19 的 归 约 
和 Ford-Fulkerson 算法 的 最 大 增 大 路 径 实 现 ( 见 性 质 22.8)， 给 出 求解 此 问题 的 最 坏 情 况 运 
行 时 间 的 尽 可 能 精确 的 一 个 上 界 。 
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es 22.92 对 于 预 流 -推进 算法 的 FIFO - 队列 实现 〈 见 性 质 22. 13) ， 完 成 练习 22. 91 。 
22. 93 扩展 表 22-3， 使 其 包括 练习 22. 39 中 描述 的 所 有 增 大 路 径 方 法 的 实现 。 
ee 22.94 证 明 练 习 22. 93 中 描述 的 方法 对 于 BFS 的 运行 时 间 为 0(V 琵 )。 

2 22. 95 进行 实验 人 研究， 对 于 一 个 V+V 个 顶点 和 条 边 的 随机 二 分 图 ， 画 出 最 大 匹配 的 期 
望 边 数 的 变化 曲线 ， 对 于 了 的 合理 大 小 值 以 及 足够 的 严 ， 画 出 一 条 从 0 到 了 的 光滑 曲线 。 

o 22. 96 ”对 于 无 向 图 ， 证明 Menger 定理 (性 质 22. 20)。 

e 22. 97 硅 有 向 图 中 删除 某 些 顶 点 使 图 中 的 两 个 顶点 不 连接 ,证 明 这 种 顶点 的 最 小 数目 等 于 
两 个 项 点 之 间 的 项 点 不 相交 路 径 的 最 大 数 。 提 示 ， 使 用 顶点 分 裂变 换 ， 类 似 于 在 图 22. 33 中 
描述 的 方法 。 

e 22.98 扩展 你 的 练习 22.97 中 的 证 明 ， 使 其 应 用 到 无 向 图 上 。 

22. 99 ”实现 本 方 描述 的 边 连通 度 算法 ， 作 为 第 17 章 中 图 ADT 的 一 个 ADT 函数 ,返回 一 个 
给 定 的 图 的 连通 度 。 

22. 100 ”扩展 你 在 练习 22. 99 中 的 解 ， 放 人 一 个 用 户 提 供 的 最 小 数组 ， 它 是 分 割 图 的 边 的 
最 小 集合 。 用 户 应 该 为 数组 分 配 多 大 空间 ? 

es22. 101 开发 一 个 计算 有 向 图 的 边 连通 度 的 算法 ( 即 所 需 删除 的 边 的 最 小 数目 ， 删 除 边 之 
后 使 得 有 问 图 不 是 强 连通 的 )。 将 你 的 算法 实现 为 第 19 章 的 有 向 图 ADT 的 一 个 ADT 函数 。 

9 22. 102 基于 练习 22. 97 和 练习 22. 98 中 的 解 ， 开 发 一 个 计算 有 向 图 和 无 向 图 的 顶点 连通 
度 的 算法 。 将 你 的 算法 分 别 实 现 为 第 19 章 的 有 向 图 ADT 和 第 17 章 的 图 ADT 的 ADT 函数 
( 见 练 习 22. 99 和 练习 22. 100 ) 。 

22. 103 描述 如 何 通过 求解 了 lgY 的 单位 容量 的 最 大 流 问 题 ， 找 出 一 个 有 向 图 的 顶点 连通 
度 。 提 示 :; 使 用 Menger 定理 和 二 叉 查 找 。 

co 22. 104 根据 练习 22. 99 的 解 来 进行 实验 研究 ， 确 定 各 种 图 的 边 连通 度 ( 见 练习 17.63 ~76) 。 

> 22. 105 给 出 图 22-11 中 所 示 的 流 网 络 的 找 最 大 流 问 题 的 LP 形式 化 描述 。 

co22. 106 将 图 22-38 中 的 二 分 匹配 问题 形式 化 为 LP 问题 。 


22.5 最 小 成 本 流 


对 于 给 定 的 一 个 最 大 流 问 题 有 很 多 种 解决 方案 是 很 正常 的 。 这 一 事实 导致 一 个 问题 ， 我 
们 是 否 希 望 强加 一 些 额外 准则 来 选择 其 中 的 一 个 。 例 如 ， 对 于 图 22-23 中 所 示 的 单位 容量 的 
流 问 题 显然 有 很 多 种 求解 方法 ; 也 许 我 们 希望 选择 出 使 用 最 少 边 数 或 最 短路 径 的 一 种 方法 ， 
或 是 想 要 知道 是 否 存 在 包含 不 相交 路 径 的 一 个 解 。 这 样 的 问题 要 比 标准 最 大 流 问 题 更 难 一 
些 ; 它们 属于 一 种 称 之 为 最 小 成 本 流 问 题 ( mincost-flow problem) 的 更 一 般 模 型 。 这 是 本 节 
的 所 讨论 的 主题 。 

与 最 大 流 问 题 一 样 ， 有 很 多 等 价 的 方式 来 提出 最 小 成 本 流 问 题 。 我 们 在 本 节 详 细 考 虑 一 
种 标准 的 形式 化 描述 ， 然 后 在 22.7 节 考 虑 各 种 归 约 。 

具体 地 说 ， 我 们 使 用 最 小 成 本 流 模 型 (mincost-maxflow model) : 扩展 在 22.1 节 中 定义 
的 流 网 络 ， 人 允许 边 上 有 整数 成 本 ， 并 以 自然 的 方式 使 用 边 的 成 本 来 定义 流 成 本 ， 然 后 求 出 具 
有 最 小 成 本 的 最 大 流 。 我 们 知道 ， 此 问题 不 仅 有 高 效 且 有 效 的 算法 ， 而 且 此 问题 解决 模型 也 
有 广 沁 的 应 用 性 。 z 

定义 22.7 在 一 个 带 有 边 成 本 的 流 网 络 中 ， 一 条 边 上 的 流 成 本 (flow cost) 为 那 条 边 上 
的 流 和 成 本 的 乘积 。 一 个 流 的 成 本 为 该 流 中 边 的 流 成 本 之 和 。 

我 们 仍 假设 容量 为 小 于 M 的 正 整 数 。 我 们 还 假设 边 成 本 为 小 于 C 的 非 负 整数 。( 不 允许 
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负 成 本 的 主要 原因 是 基于 方便 的 考虑 ， 像 在 22.7 节 讨 论 的 那样 )。 与 以 往 一 样 ， 我 们 为 这 些 
上 项 值 指定 了 名 字 ， 因 为 一 些 算法 的 运行 时 间 取 决 于 后 者 。 有 了 这 些 基本 假设 ， 将 很 容易 定 
义 所 要 解决 的 问题 。 

最 小 成 本 最 大 流 (mincost maxflow) 给 定 一 个 带 有 边 成 本 的 流 网 络 ， 找 出 一 个 最 大 流 使 
得 不 存在 有 更 小 成 本 的 其 他 任何 最 大 流 。 : 

对 于 一 个 带 有 成 本 的 流 网 络 ， 图 22-41 显示 了 带 有 成 本 的 一 个 流 网 络 中 的 不 同 的 最 大 
流 。 可 以 肯定 地 说 ， 较 之 于 我 们 在 22. 2 节 和 22. 3 节 中 讨论 的 最 大 流 的 计算 负担 ， 最 小 化 成 
本 的 计算 负担 并 不 比 前 者 难度 更 小 。 实 际 上 ， 成 本 增加 了 表示 重要 的 新 的 挑战 的 另 一 面 。 即 
便 如 此 ， 利 用 一 个 类 似 于 对 于 最 大 流 问题 的 增 大 路 径 算 法 的 通用 算法 我 们 可 以 承受 这 个 
负担 。 

许多 其 他 问题 可 以 归 约 或 等 价 于 最 小 成 本 流 问 题 。 例 如 ， 以 下 的 形式 化 描述 令 我 们 感 兴 
趣 ， 因 为 它 涵盖 了 本 章 开 始 我 们 所 讨论 的 商品 配送 问题 。 
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图 22-41 带 有 成 本 的 流 网 络 中 的 最 大 流 

这 些 流 的 (最 大 ) 流 值 都 相同 ， 但 是 它们 的 成 本 ( 边 上 流 和 成 本 乘积 之 和 ) 不 同 。 中 图 的 最 大 流 成 本 最 小 (不 
存在 更 小 成 本 的 最 大 流 ) 。 

最 小 成 本 可 行 流 (mincost feasible flow) 假设 在 一 个 带 有 边 成 本 的 流 网 络 中 ， 每 个 顶点 
被 赋 以 一 个 权 值 ， 解 释 为 供应 (为 正 时 ) 或 需求 〈 为 负 时 ) ， 且 顶点 上 的 权 值 之 和 为 0。 回 
忆 我 们 对 于 流 的 定义 : 如 果 每 个 顶点 上 的 流出 量 和 流入 量 之 差 等 于 该 项 点 的 权 值 ， 则 称 流 是 
可 行 的 【feasible) 。 给 定 这 样 一 个 网 络 ， 找 出 具有 最 小 成 本 的 一 个 可 行 流 。 

为 了 描述 最 小 成 本 可 行 流 问题 的 网 络 模型 ， 我 们 使 用 术语 配送 网 来 简洁 表示 “ 边 带 有 成 
本 和 顶点 带 有 供应 或 需求 权 值 的 有 容量 的 流 网 络 ”。 

在 商品 配送 应 用 中 ， 供 应 顶点 对 应 仓库 ， 需求 顶点 对 应 零售 店 ， 边 对 应 运输 路 线 ， 供 应 
或 需求 值 对 应 允 送 或 接受 的 货物 量 ， 另 外 边 容 量 对 应 为 不 同 路 线 上 可 用 的 卡车 数 和 载 货 量 。 
一 种 解释 每 条 边 上 成 本 的 自然 方式 是 单位 流通 过 该 边 上 的 成 本 〈 沿 着 相应 的 路 径 发 送 一 个 
单位 货物 量 的 成 本 ) 。 给 定 一 个 流 ， 它 的 成 本 是 网 络 中 移动 的 成 本 的 一 部 分 ， 是 能 够 归 到 那 
条 边 上 的 成 本 。 给 定 要 沿 着 一 条 给 定 边 运送 的 货物 景 ， 可 以 通过 将 每 单位 成 本 与 数量 相 习 而 
计算 出 运送 这 些 货物 的 成 本 。 对 于 每 条 边 上 进行 这 一 计算 ， 并 将 结果 相 加 得 到 总 运送 成 本 ， 
我 们 希望 使 这 个 量 达 到 最 小 。 

性 质 22. 22 最 小 成 本 可 行 流 问 题 和 最 小 成 本 最 大 流 问 题 是 等 价 的 。 

证 明 ”由 性 质 22. 18 及 练习 22.77 直接 而 得 。 加 

由 于 这 种 等 价 性 ， 同 时 由 于 最 小 成 本 可 行 流 问 题 能 够 直接 建立 商品 配送 问题 和 许多 其 他 
应 用 的 模型 ， 因 此 在 关于 这 两 个 问题 的 上 下 文中 ， 我 们 使 用 术语 最 小 成 本 流 《minicost flow ) 
代表 这 两 个 问题 。 我 们 在 22.7 节 考 虑 才 其 他 的 归 约 。 
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为 了 实现 流 网 络 中 的 边 成 本 ， 我们 为 22. 1 节 中 的 EDGE 类 增加 了 一 个 整数 型 的 cost 域 。 

程序 22.7 是 计算 一 个 流 成 本 的 ADT 函数 。 和 在 最 大 流 中 的 作用 一 样 ， 也 是 需要 谨慎 实现 的 
一 个 ADT 滑 数 ， 用 来 检查 每 个 项 点 上 的 流入 量 值 和 流出 量 值 是 否 正确 地 关联 以 及 数据 结构 

是 否 一 致 〈 见 练习 22. 107 ) 。 

开发 求解 最 小 成 本 流 问 题 算 法 的 第 一 步 是 扩展 残 量 网 络 的 定义 ， 使 边 上 含有 成 本 。 

定义 22.8 给 定 带 有 边 成 本 的 流 网 络 的 一 个 流 ， 该 流 的 残 量 网 络 (residual network) 中 
的 顶点 和 原 网 中 一 样 ， 而 且 对 于 原 网 络 中 的 每 条 边 ， 在 残 量 网 络 中 有 一 或 两 条 边 。 定 义 如 
下 : 对 于 原 网 中 的 每 条 边 u-v, 令 f 是 该 流 ,c 是 容量 , % 是 成 本 。 如 果 了 为 正 ， 则 在 残 量 网 
络 中 有 一 条 带 有 容量 f/、 成 本 -的 边 ; 如 果 f 为 负 ， 则 在 残 量 网 络 中 有 一 条 带 有 容量 c- 人 
成 本 x 的 边 。 


程序 22. 7 计算 流 成 本 
这 个 ADT 函数 返回 一 个 网 络 流 的 成 本 。 它 将 正 容 量 的 每 条 边 上 的 成 本 与 流 相 乘 再 求 和 。 


int GRAPHcost (Graph G) 
{ int i; link ui int cost = 0; 
for (i = 0; i < G->V; i++) 
for (u = G->adj[il]; u {= NULL; uw = u->next) 
if ((u->cap > 0) && (ua->cost != C)) 
cost += (u->flow)*(u->cost).: 
return cost,; 


} 


这 一 定义 几乎 等 同 于 定义 22.4， 但 是 差异 是 很 关键 的 。 残 量 网 络 中 表示 后 向 边 的 边 有 
负 (negative) 成 本 。 遍 历 这 些 边 对 应 于 删除 原 网 络 中 对 应 边 上 的 流 ， 因 而 成 本 一 定 会 相应 
地 减 小 。 由 于 边 上 的 负 成 本 ， 这 些 网 络 可 以 有 人 负 成 本 的 环 。 当 我 们 在 最 短路 径 算法 中 首次 遇 
到 负 环 的 概念 时 ， 似 乎 是 一 个 人 工 的 概念 。 而 在 最 小 成 本 流 算法 中 将 起 着 关键 的 作用 。 我 们 
考虑 两 种 算法 ， 它 们 都 是 基于 以 下 优化 条 件 。 

性 质 22.23 ”最 大 流 是 一 个 最 小 成 本 的 最 大 流 ， 当 和 且 仅 当 它 的 残 量 网 络 中 不 含 负 成 本 的 
(有 向 ) 环 。 

证 明 ”假设 我 们 有 一 个 其 残 量 网 络 包含 负 成 本 环 的 最 小 成 本 流 。 令 x 是 那个 环 中 具有 最 
小 容量 的 边 上 的 容量 。 将 流 中 对 应 残 量 网 络 中 正成 本 的 边 〈 前 向 边 ) 增加 *， 并 将 对 应 于 残 
量 网 络 中 负 成 本 的 边 (后 向 边 ) 减 去 x， 从 而 扩展 流 。 这 些 调整 不 会 影响 到 任何 顶点 上 的 流 
人 量 与 流出 量 之 差 ， 因 而 流 仍 是 一 个 最 大 流 ， 但 它们 将 网 中 的 成 本 改变 为 * 乘 以 环 的 成 本 ， 
此 为 负 值 ， 与 前 面 断言 原始 流 的 成 本 最 小 相 矛 盾 。 

为 证 明 充 分 性 ， 假 设 有 一 个 不 含 负 成 本 环 的 最 大 流下， 其 成 本 不 是 最 小 的 ， 考 虑 任何 一 
个 最 小 成 本 最 大 流 履 。 使 用 流 分 解 定 理 ( 性 质 22.2) 一 样 的 论证 ， 我 们 可 以 找到 至 多 已 个 
有 向 环 ， 使 得 向 流 中 添加 这 些 环 得 到 流 M。 但 由 于 下 不 含 负 环 ， 这 个 操作 不 能 减 小 下 的 
成 本 ， 这 是 一 个 矛盾 。 换 名 话说， 我 们 应 该 能 够 通过 沿 着 环 增 大 将 下 转换 成 凡 ， 但 实际 上 做 
不 到 。 因 为 我 们 没有 负 成 本 环 用 来 使 此 流 成 本 减 小 。 | 

这 个 性 质 直 接 得 到 一 个 简单 求解 最 小 成 本 流 问 题 的 通用 算法 ， 称 为 消 环 (cycle-cance- 
ling) 算法 。. : 

找 一 个 最 大 流 。 在 残 量 网 中 沿 着 任何 负 成 本 的 环 来 增 大 流 ， 继 续 这 一 过 程 ， 直 
到 不 存在 负 成 本 的 环 。 
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这 种 方法 将 我 们 在 本 章 以 及 以 前 开发 的 算法 集成 在 一 起 ， 提 供 了 求解 最 小 成 本 流 模 型 的 
更 广泛 一 类 问题 的 有 效 算 法 。 就 像 我 们 已 经 看 到 的 几 种 其 他 的 通用 方法 ， 它 允许 几 种 不 同 的 
实现 ， 因 为 找 初始 最 大 流 和 找 仙 成 本 环 的 方法 不 是 特定 的 。 图 22-42 显示 了 一 个 使 用 消 环 算 
法 来 计算 最 小 成 本 -最 大 流 的 例子 。 

我 们 可 以 通过 添加 一 条 从 源 点 到 汇 点 的 虚拟 边 ， 并 给 它 赋 以 大 于 网 络 中 任何 源 点 - 汇 点 
路 径 上 的 成 本 (例如 VC+1) 及 大 于 最 大 流 的 一 个 流 ( 例 如， 大 于 源 点 的 流出 量 ) 来 去 掉 
消 环 算法 中 初始 最 大 流 的 计算 。 经 过 这 样 的 初始 设置 ， 消 环 就 能 从 虚拟 边 去 掉 尽 可 能 多 的 
流 ， 因 此 所 得 流 是 一 个 最 大 流 。 图 22-43 描述 了 使 用 这 种 技术 计算 最 小 成 本 流 的 过 程 。 在 图 
中 ， 我 们 使 用 了 一 个 等 于 最 大 流 的 初始 流 ， 从 而 表示 此 算法 只 不 过 是 计算 另 一 个 有 相同 值 的 
流 ， 但 它 有 更 小 的 成 本 〈 一 般 而 言 ， 我 们 并 不 知道 此 流 值 ， 因 此 最 后 在 虚拟 边 上 还 会 有 一 
些 流 ， 我 们 将 忽略 它 )。 从 图 中 可 以 明显 看 出 ， 有 些 增 大 的 环 包含 了 此 虚拟 边 并 会 增加 网 中 
的 流 ， 而 男 一 些 不 包括 虚拟 边 ， 并 会 减少 成 本 。 最 终 ， 我 们 得 到 一 个 最 大 流 ; 所 有 增 大 的 环 
减少 了 成 本 而 不 改变 流 的 值 ， 与 开始 的 最 大 流 相同 。 

程序 22. 8 消 环 算法 

这 个 ADT 卫 数 通过 消去 具有 人 负 成 本 的 环 来 求解 最 小 成 本 - 最 大 流 问 题 。 它 使 用 了 ADT 
阴 数 GRAPHmaxflow 来 找 出 一 个 最 大 流 ， 然 后 用 ADT 也 数 GRAPHnegcycle 找 出 人 负 环 ， 此 了 吗 数 
是 练习 21. 134 中 描述 函数 的 一 个 版 本 。 这 里 做 了 修改 以 适合 本 章 使 用 的 约定 ， 而 st 数组 中 
是 到 结 点 的 链接 而 不 是 索引 。 在 负 环 存 在 时 ， 这 段 代码 找 出 这 个 负 环 ， 计 算出 推进 它 的 最 大 
流量 ， 并 完成 操作 。 这 个 过 程 减 少 最 小 值 的 成 本 。 


void addfjow(link u, int d) 
{ u->flow += d; u->dup->flow -=d; } 
int GRAPHmincost (Graph G, int s, int t) 
{ int d, x, w; link u, st [maxVl]:; 
GRAPHmaxflow(G, ss, t); 
while ((x = GRAPHnegcycle(G, st)) != -1) 
{ 
u=st[x;ia= Qi; 
for (Ww = QU->dup->Vvi Ww I= Xi W = uU->dup->V) 
{ftu=astiz]id= (Q>ada?a:Q); 1、 
u = stftxj; addflow(u, d); 
for (Ww = U->dup->Vi Ww != x; Ww = uu->dup->v) 
{uu= st[w]: addflow(u, d): } 
了 
return GRAPHcost(G) ; 





技术 上 ， 使 用 一 个 虚拟 流 初始 化 较 之 使 用 一 个 最 大 流 初 始 化 进行 消 环 ， 既 不 会 增加 也 不 
会 减少 一 般 性 。 前 者 的 确 包含 所 有 增 大 路 径 最 大 流 算法 ,但 使 用 一 个 最 大 流 算法 并 不 能 计算 
出 所 有 的 最 大 流 ( 见 练习 22. 42 ) 。 一 方面 ， 通 过 使 用 这 项 技术 ， 我 们 可 能 放弃 了 复杂 最 大 
流 算法 的 一 些 好 处 ; 另 一 方面 ， 在 构建 最 大 流 的 过 程 中 ， 可 以 更 好 地 降低 成 本 。 实 际 上 ， 虚 
拟 流 初始 化 得 到 广泛 应 用 是 因为 它 实 现 起 来 很 简单 。 

至 于 最 大 流 ， 这 种 通用 算法 的 存在 性 保证 了 每 个 最 小 成 本 流 问题 (其 中 容量 和 成 本 都 是 
整数 ) 的 解 ， 其 中 的 流 都 是 整数 ; 并且 算法 计算 出 这 样 的 一 个 解 〈 见 练习 22. 110)。 给 定 这 
一 事实 ， 很 容易 建立 任意 消 环 算法 需要 的 时 间 量 的 一 个 上 界 。 
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cap cost flow 


0-1 3 3 0 0-1 3 
0-2 3 1 0 0-2 3 
1-3 2 0 1-3 2 co 
1-€ 2 1 0 1-& 2 
2-3 此 4 0 2=3、 媳 
2-4 2 2 0 2- 人 和 2 
3-5 2 2 0 3-5 2 ef 党 
-5 2 1 0 4-5 2 (5 ) 
initial maxflow 
CE TOBE Fow 
OQ~ 生 3 关 2 0-1 1 1-0 
汶 m 仿 只 二 2 0-2” 1 2-0 
卡 守 仿 总 1 1-3 1 3-1 
六 一 发 PP: 和 本 i- 工 -1 
及 ~ & 1 3-2 
A 变 2 到 2-4 1 -2 
3 这 人 2 5-3 
悉 w 芍 水 2 5-~ 笃 





WY 
jl 


total cost: 
negative cycles 





augment +1 on 4-1-0-2-4 (cost -1) 


必 表 入. 术 信 入 人 安 二 5 过 


0 和 1 Oa /27,10 人 
和 3 2 3 3-0OF 等 
1 i de gd bil An) 
和 2 本 0 1<4 2 

jy & 1 $= 荆 

之 一 和 和 2 2 =: 2 (3 Ca) 
信和“ 2 2 2 5-3 2 

条 ~ 全 2 2 5-4 2 





iD 
上 


total cost: 
negative cycle: 3-2-0-1-3 


augment +1 on 3-2-0-1-3 (cost -1) 


CS 





~ 六 汪 2 0-1 1 1-0 

全“ 信 次 和 2 0=2 改 2-0 2 ea ee 
蕊 全 发 3 2 3-1 2 

记 小 赔 尖 0 1-4 2 

发 “3 和 惑 0 2=3. 1 六 
分 收 各 人 六 2 &-2 2 

避 收 入 这 < 2 5-3 2 3) a) 
条 从 2 pa 2 5-4 2 (5 ) 
total cost: 20 


图 22-42 ” 残 量 网 络 〈 消 环 过 程 ) 

这 里 描述 的 每 个 流 都 是 上 图 描述 的 流 网 络 的 一 个 最 大 流 ， 但 只 有 最 下 面 的 那个 有 最 小 成 本 最 大 流 。 为 了 找 出 这 个 
流 ， 我 们 从 任何 最 大 流 开始 ， 并 洛 着 负 环 增 大 流 。 初 始 最 大 流 〈 从 上 图 数 第 二 个 图 ) 的 成 本 为 22， 它 不 是 一 个 最 小 成 
本 最 大 流 ， 因 为 残 量 网 络 〔 右 端 显示 出 ) 中 有 三 个 负 环 。 在 这 个 例子 中 ， 我们 沿 着 4-1-0-2-4 增 大 得 到 一 个 成 本 为 21 
的 最 大 流 〔 从 上 图 数 第 三 个 图 ) ， 它 仍然 有 一 个 负 球 。 沿 着 那个 环 增 大 得 到 一 个 最 小 成 本 流 〈 下 图 ) 。 注 意 在 第 一 步 中 
活着 3-2-4-1-3 增 大 会 在 一 步 之 内 得 到 一 个 最 小 成 本 的 流 。 





augment +2 on 0-1-3-5-0 (cost +6) 
这 次 失 人 人 














入 ~ 各 3 全 2 
Or~z | 及 0 3-1 2 LA 
六 z 4 2 1~& 2 [2 an) 
到 ~ 条 衣 旬 0 2-3 1 
人 ~ . 总 0 2-4 2 
及 凡生 仿 0 5S-3 2 
寻 一 答 胡 2 2 -5 2 (3) ) 
和 人 水 0 5~-0 * 
~ 人 i 
total cost: 12 
augment +1 on 0-1-4-5-0 (cost +5) 
从 下 好 并 介入 从 攻守 必 略 1-0 3 
~ 3 L 3 0-2 3 
汪 ~ 仿 各 和 0 3-1 2 
和 人 各 2 1-4 1 4-1 1 
末 一 帝 2 和 二 2-3 1 
&w | 在 0 ”7 We 
他 一 冰 灵 0 5-3 2 
3 2 Z 2 4-5 1 5-€ 1 
be 2 和 1 5-0 * 
疙 ~ 息 te % 
total cost: 17 
augment +1 on 0-2-4-5-0 (cost +4) 
从 末了 候 过 才 区 1-0 3 
络 “ 生 3 3 3 0 入 7 人 2 2-0 1 
全 一 3 各 1 3-1 2 
~ 号 2 1-4 1 4-1 1 
入 和 1 纺 w 3 、 计 
放 一 并 入 0 2-4 1 -2 1 
疏 m 硕 | 要 1 5-3 2 
> 区 号 2 5-4 2 
辣 鼻 与 a 入 2 5-0 * 
Sw 得 和 
total cost: 21 
augment +1 on -1-0-2-4 {cost -1) 
CR CHOSE El 0-1 1 1-0 2 
~ 3 入 2 0-2 1 2-0 2 0) 
~ 3 和 2 os a 
和 ww 信 必 入 2 -在 2 
~ 攻 关 0 或 =3 “ 汪 
党 必 妥 Z 人 2 5-3 2 
总 和 ~ 条 2 2 5-4 2 (3) 4) 
弘一 次 * 总 2 5~-0 和 * (5 
Sw 实 


total cogst: 20 


图 22-43 ”无 初始 最 大 流 的 消 环 过 程 

使 用 消 环 算法 ， 这 个 序列 描述 了 从 初始 为 空 的 一 个 流 计 算 最 小 成 本 最 大 流 的 过 程 。 在 残 量 网 中 使 用 一 条 带 有 无 限 
容量 和 无 限 负 成 本 的 从 汇 点 到 源 点 的 虚拟 边 。 这 条 虚拟 边 使 得 从 0 到 5 的 任意 增 大 路 径 成 为 一 个 负 环 (但 在 增 大 并 计 
算 此 流 的 成 本 时 忽略 它 ) 。 这 与 增 大 路 径 算法 类 似 (前 三 行 ) ， 沿 着 这 样 一 条 路 径 增 大 使 流 增 加 。 当 不 丰 在 涉及 虚拟 边 
的 环 时 ， 则 在 残 量 网 络 中 不 存在 从 源 点 到 汇 点 的 路 径 。 因 而 我 们 得 到 一 个 最 大 流 〈 从 上 数 第 三 个 图 ) 。 此 时 ， 沼 着 负 
环 增 加 使 成 本 较 小 ， 同 时 不 改变 流 值 (下 图 ) 。 在 这 个 例子 中 ， 我 们 计算 一 个 最 大 流 ， 然 后 减 小 它 的 成 本 ; 但 是 并 非 
总 是 如 此 。 例 如 ， 算 法 在 第 二 步 中 可 能 沿 着 负 环 1-4-5-3-1 而 不 是 0-1-4-5-0 增 大 。 因 为 每 次 增 大 要 么 增加 流 ， 要 么 减 
小 成 本 。 我 们 最 终 总 是 得 到 一 个 最 小 成 本 最 大 流 。 


党 22 臭 网 流 281 


性 质 22. 24 在 通用 消 环 算 法 中 所 需 的 增 大 环 的 数目 少 于 ECM。 

证 明 最 坏 情况 下 ， 在 初始 最 大 流 中 的 每 条 边 容量 为 MK， 成 本 C， 且 被 充满 。 每 个 环 将 
这 个 成 本 至 少 减 少 1。 本 

推论 ”在 一 个 稀 朴 网 中 求解 最 小 成 本 流 问 题 所 需 的 时 间 为 O(VICM)。 


证 明 


将 最 坏 情 况 增 大 环 的 数目 乘 以 用 Bellman-Ford 算法 找 出 这 些 环 的 最 坏 情 况 成 本 直 


接 可 得 结论 ( 见 性 质 21. 22)。 国 

束 像 增 大 路 径 方法 ， 这 个 运行 时 间 非 常 悲观 。 因 为 它 不 仅 假设 使 成 本 达到 最 小 需要 使 用 
的 大 量 环 的 最 坏 情 况 ， 而 且 还 假设 了 我 们 必须 检查 大 量 的 边 以 找 出 每 个 环 的 另 -一 种 最 坏 情 
况 。 在 实际 很 多 情况 下 ， 我们 会 使 用 相对 容易 找到 的 相对 少量 的 环 ， 而 且 消 环 算法 很 有 效 。 

可 能 开发 一 种 寻找 负 成 本 环 的 策略 ， 并 和 且 保 证 所 使 用 的 负 成 本 环 的 数目 小 于 VE ( 见 第 5 
部 分 参考 文献 ) 。 这 个 结果 非常 重要 ， 因 为 它 确 立 了 最 小 成 本 流 问题 是 易 解 问题 的 事实 (所 
有 问题 可 归 约 到 这 个 问题 )。 然 而 ， 开 发 人 员 一 般 使 用 允许 (理论 上 ) 最 坏 情况 的 实现 ， 但 
对 于 实际 问题 ， 迭 代 次 数 要 比 预期 的 最 坏 情 界限 少 得 多 。 

最 小 成 本 流 问 题 表示 我 们 考察 过 的 求解 最 一 般 问 题 的 模型 ， 因 此 非常 令 人 惊讶 能 有 如 此 
简单 的 实现 来 解决 这 个 问题 。 由 于 模型 的 重要 性 ， 消 环 方法 以 及 其 他 许多 不 同 的 方法 的 很 多 
其 他 实现 都 已 详尽 开发 出 并 得 到 深入 研究 。 程 序 22. 8 一 种 极其 简单 旦 有 效 的 起 点 ,但 它 有 
两 个 缺陷 ， 可 能 导致 坏 的 性 能 。 第 一 ， 每 次 寻找 一 个 负 环 时 ， 我 们 都 从 头 开 始 。 可 以 在 寻找 一 
个 负 环 的 过 程 中 将 一 些 中 间 信 息 存 储 起 来 ， 以 帮助 寻找 下 一 个 负 环 吗 ? 第 二 ， 程 序 22. 8 只 是 
取 了 Bellman-Ford 算法 找到 的 第 一 条 负 环 。 可 以 直接 查找 带 有 特殊 性 质 的 负 环 吗 ? 在 22.6 节 
中 ， 我 们 考虑 一 种 改进 的 实现 ， 仍 然 是 通用 实现 ， 但 表示 了 对 这 两 个 问题 的 一 种 回答 。 


练习 


22. 107 修改 练习 22. 13 的 解 ， 使 其 检查 源 点 的 流出 量 等 于 汇 点 的 流入 量 ， 以 及 在 每 个 内 
部 结 点 上 的 流出 量 等 于 流入 量 。 同 时 检查 对 于 所 有 边 ， 成 本 与 流 及 容量 符号 相同 。 对 于 所 有 
wu 和 wv», 到- 他 的 成 本 和 v-w 的 成 本 之 和 为 0, 


22. 108 


扩展 练习 22. 75 中 可 行 流 的 ADT， 使 其 包括 成 本 。 在 求解 最 小 成 本 - 可行 流 问题 


中 加 上 一 个 ADT 函数 ， 使 用 标准 流 网 络 ADT 并 调用 GRAPHmincost。 


> 22. 109 


给 定 一 个 其 所 有 边 都 不 是 最 大 容量 和 成 本 的 流 网 络 ， 对 于 最 大 流 成 本 ,给 出 一 个 


比 ECM 更 好 的 上 界 。 


22. 110 
> 22. 111 
o 22. 112 
.0 22. 113 
22. 114 


证 明 如 果 所 有 容量 和 成 本 是 整数 ,那么 最 小 成 本 流 问 题 有 所 有 流 值 都 为 整数 的 解 。 
修改 程序 22. 8 ， 使 用 虚拟 边 上 的 流 进行 初始 化 ， 而 不 是 计算 一 个 流 。 

给 出 图 22-42 中 所 描述 的 增 大 环 的 所 有 可 能 序列 。 

给 出 图 22-43 中 所 描述 的 增 大 环 的 所 有 可 能 序列 。 

按照 图 22-42 中 的 风格 ,使 用 程序 22. 8 中 的 消 环 算法 找 出 图 22-11 中 显示 的 流 网 


络 的 一 个 最 小 成 本 流 ， 显 示 每 次 增 大 后 的 流 和 残 量 网 络 ， 其 中 0-2 和 0-3 的 成 本 为 2; 2-5 和 
3-5 的 成 本 为 3; 1-4 的 成 本 为 4; 其 余 边 的 成 本 为 1。 假设 使 用 最 短 增 大 路 径 算法 来 计算 最 


大 流 。 
22. 115 


假设 修改 了 程序 22.8， 如 图 22-43 所 示 ， 以 从 源 点 到 汇 点 的 一 条 虚拟 边 上 的 最 大 


流 开 始 ， 做 练习 22. 114 。 


22. 116 


扩展 练习 22.7 和 练习 22. 8 的 解 使 其 能 够 处 理 流 网 络 中 的 成 本 。 


22. 117 扩展 练习 22. 10 到 练习 22. 12， 使 其 在 网 络 中 包括 成 本 。 每 条 边 的 成 本 取 为 那 条 边 
所 连接 的 顶点 之 间 的 欧 氏 距离 。 
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22.6 网 络 单纯 形 算法 


消 环 算法 的 运行 时 间 不 仅 基于 算法 用 于 降低 流 成 本 的 负 成 本 环 的 数目 ， 而 且 基 于 算法 用 
于 找 出 每 个 环 的 时 间 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 考虑 一 种 基本 的 方法 ， 它 不 仅 极 大 地 减少 了 识别 环 
的 开销 ， 而 且 人 允许 有 降低 迭代 次 数 的 方法 。 消 环 算法 的 这 一 实现 被 称 为 网 络 单纯 形 算 法 
(network simplex algorithm)。 它 所 基于 的 是 维护 一 个 树 形 数据 结构 ， 对 成 本 进行 重新 加 权 以 
使 人 负 环 能 够 快速 识别 。 

为 了 描述 网 络 单纯 形 算法 ， 我 们 注意 到 ， 对 于 任意 一 个 流 ， 每 个 网 络 边 u-v 处 于 以 下 三 
种 状态 之 一 〈 见 图 22-44 ) : 

。 空 ， 因 此 流 只 能 从 4 到 vv 推 入 


。 满 ， 因 此 流 只 能 从 wv 到 推 入 NT 
。 部 分 〈 即 不 空 也 不 满 ) ， 流 可 以 双向 推 人 人 
这 个 分 类 类 似 于 我 们 贯穿 本 章 的 残 量 网 络 的 使 用 。 1 2 0 
如 果 xz 是 一 条 空 边 ， 那 么 wu-v 在 残 量 网 中 , 但 v-w 不 在 2-4 2 2* 
残 量 网 中 ; 如 果 u-v 是 一 条 满 边 ， 那 么 v-u 在 残 量 网 中 ， es ID 





但 wu-v 不 在 残 量 网 中 ; 如 果 wu-v 是 一 条 部 分 边 ， 那 么 uw-v 
和 -zz 都 在 残 量 网 中 。 有 
定义 22.9 给 定 一 个 不 含 部 分 边 环 的 最 大 流 ， 这 个 2-0 3 

3-1 





最 大 流 的 一 个 可 行 生成 树 (feasible spanning tree) 是 网 3 Dt A 
络 的 一 裸 生成 树 ， 它 包含 了 所 有 流 的 部 分 边 。 en 
在 这 个 定义 中 ， 我们 忽略 了 生成 树 中 的 方 同 。 也 就 5-3 2 
是 说 ， 连 接 网 中 V 个 顶点 的 任意 V-1 条 有 向 边 的 集合 1 2 
(忽略 边 的 方向 ) 构成 了 一 棵 生成 树 。 如 果 所 有 非 树 边 图 22-44 边 分 类 
要 么 为 空 、 要 么 为 满 ， 则 这 棵 生成 时 是 可 行 的 。 对 于 任意 流 ， 每 条 边 要 么 为 空 ， 要 


络 半 开 和 法 的 第 一 步 是 构 秆 一 可 生成 笠 。 构建。 人 
生成 树 的 一 种 方法 是 计算 一 个 最 大 流 ， 通 过 沿 着 每 个 环 。 2-.4、3-5 和 边 4-5 为 满 ; 边 0-1 和 1-3 为 
增 大 从 而 使 其 边 为 空 或 为 满 ， 来 破坏 部 分 边 的 环 ， 然 后 部分。 在 图 中 我 们 的 约定 给 出 了 识别 一 
向 余下 的 部 分 边 中 添加 满 边 或 空 边 ， 从 而 构建 一 棵 生成 证 
树 。 图 22-45 描述 了 这 个 过 程 的 一 个 例子 。 另 一 种 方法 ee 
是 从 源 点 到 汇 点 的 一 条 虚拟 边 的 最 大 流 开 始 。 接 下 来 ， “TT 图 )， 空 边 只 出 现 人 
此 边 为 唯一 可 能 的 部 分 边 ， 我 们 可 以 使 用 任何 图 搜索 方 。 “下” 分 潜在 两 到 中 汐 踢 现 。 
法 构建 这 个 流 的 一 棵 生成 树 。 图 22-46 描述 了 这 样 生成 树 的 一 个 例子 。 

现在 ， 向 一 棵 生成 树 中 添加 任何 非 树 边 会 造成 一 个 环 。 网 络 单纯 形 算法 基本 原理 是 一 个 
顶点 权 值 的 集合 ， 这 些 权 值 可 以 很 快 识别 出 一 些 边 ， 当 把 它们 添加 到 树 中 时 ， 将 在 残 量 网 中 
创建 负 环 。 我 们 称 这 些 顶 点 权 值 为 势 (potential) ， 并 用 由 (>) 表示 关联 顶点 vw 的 势 。 取 决 于 
上 上 下文， 我 们 将 势 表示 为 定义 在 顶点 上 的 一 个 函数 ,或 者 是 一 组 整数 权 值 ， 其 中 隐 含 假设 了 
对 于 每 个 顶点 指定 有 一 个 权 值 ， 或 者 也 可 以 表示 为 顶点 索引 的 数组 (因为 我 们 总 是 按照 实 
现 的 方式 存储 它们 ) 。 

定义 22. 10 给 定 带 有 边 成 本 的 流 网 络 中 的 一 个 流 ， 令 c(u, 2y) 表示 该 流 的 残 量 网 络 中 
-的 成 本 。 对 于 任何 势 函 数 中， 该 残 量 网 络 中 的 边 UL 关于 四 的 降低 的 成 本 (reduced cost ) 
用 c (ui,2) 表示 ， 定 义 为 值 c(w, 2) -中 (ww) ~- (gv))。 z 
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换 名 话说， 每 条 边 上 降低 的 成 本 为 该 边 实际 成 本 与 该 边 项 点 势 差 的 差 。 在 商品 配送 应 用 
中 ， 我 们 可 以 看 到 结 点 势 的 直观 性 : 如 果 将 势 $b(u) 解释 为 在 结 点 处 购买 一 个 单位 的 商品 


的 成 本 ， 那 么 完全 成 本 c (u,v) + 中 (2) -由 (7) 就 是 
在 结 点 w 处 购买 、 运 送 到 vwv 并 在 vv 处 销售 的 咸 本 。 
我 们 使 用 如 下 的 代码 来 计算 降低 的 成 本 : 


#define costR(e) = e.cost - (phi[e.u] -~ phi[e.v]) 


也 就 是 说 ， 在 维护 一 个 顶点 索引 的 数组 phi 用 于 存放 
顶点 的 势 时 ， 不 需要 存储 降低 的 边 成 本 。 因 为 非常 容 
易 计 算出 它们 。 

在 网 络 单纯 形 算法 中 ， 我 们 使 用 可 行 生 成 树 来 定 
义 顶点 的 势 ， 使 得 关于 这 些 势 的 降低 的 边 成 本 直接 给 
出 关于 负 成 本 环 的 信息 。 上 有 具体 地 说 ， 我 们 通过 执行 算 
法 和 设置 顶点 势 的 值 (使 得 所 有 树 边 可 降低 的 成 本 为 
0) 来 维护 一 棵 可 行 生 成 树 。 

性 质 22. 25 我们 称 顶 点 势 的 集合 关于 一 棵 生成 
树 是 有 效 的 (valid) ， 如 果 所 有 树 边 可 降低 的 成 本 为 
0。 对 于 任意 给 定 的 生成 树 ， 所 有 有 效 的 顶点 势 隐 含 
着 每 条 网 络 边 具有 相同 的 降低 成 本 。 

证 明 ”给 定 两 个 不 同 的 势 函 数 4 和 4'， 它 们 关于 
一 棵 给 定 的 生成 树 都 是 有 效 的 。 我 们 证 明 它 们 之 差 是 
一 个 可 加 的 常数 : 对 于 所 及 及 某 个 常数 A， 由 (u) = 
4b'(u) +A。 那 么 对 于 所 有 和 vw, $(u) -中 (2) = 
gb'(u) -由 (7) ， 这 表明 对 于 这 两 个 势 郧 数 ， 所 有 降 
低 的 成 本 都 相同 。 

对 于 任意 通过 树 边 连接 的 两 个 顶点 ww 和 wv， 必定 
有 中 (zz) =$(u) -clu, 2v)。 以 下 证 明 。 如 果 xz 是 一 
条 树 边 ， 为 使 降低 的 成 本 c(v, 5v) -gg(u) + 中 (2) 为 
0， 那么 bg(v) 必定 等 于 gq(u) -c(u vz); 如 果 wv-w 是 
一 条 树 边 ， 为 使 降低 的 成 本 c(v, 4) -中 (v) + 中 (uw) 
为 0， 那 么 bp(z) 必定 等 于 由 (w) +ec(v, u) = 中 (4u) 一 
c(u, vz)。 同 理 对 于 g' 也 成 立 。 因 此 我 们 可 得 $'(v) = 
中 (2) -cl(u, v)o 

两 式 相 减 ， 对 于 任何 树 边 连接 的 w 和 ww， 我 们 可 
得 中 (zz) -中 (2) =g'(wu) -gb(wu)。 对 于 任何 顶点 ， 
用 A 表示 这 个 差 ， 沿 着 该 生成 树 的 任何 搜索 树 边 应 
用 该 等 式 ， 直 接 可 得 结论 : 对 于 所 有 wu, g(u) = 
$b'(u) +4。 加 


还 有 一 种 方法 来 想象 定义 有 效 顶 点 势 的 集合 的 过 


程 ， 那 就 是 从 固定 的 一 个 值 开始 ， 接 着 计算 由 树 边 连 
接 到 那个 顶点 的 所 有 顶点 的 值 ， 然 后 计算 连接 到 这 些 


cap flow 


人 


0~-1 . 2 
0-2 3 2 (a 
1-3 2 到 
1-4 2 1 
2-3 1 1 
2-4 2 1 
3-5 2 2* 
4-5 2 7 
cap flow 
0-1 3 
0~2 3 
1-3 2 1 
I 一 在 2 0 
2-3 2 1 
2~4 2 2 
3-5 2 2 
-5 2 2 
cap flow 
0~-1 1 
0-2 c 
1-3 2 1 
1 一 4 2 0 
2-3 1 
2-4 2 ” 
3-5 又 2* 
4-5 2 > 





图 22-45 最 大 流 生 成 树 

给 定 任 何 最 大 流 (上 图 )。 利 用 此 例 描 
述 的 两 步 过 程 我 们 可 以 构造 一 个 有 一 柠 生 成 
树 的 最 大 流 ， 满 足 其 中 没 腓 树 边 是 部 分 
边 。 首 先 ， 打 破 部 分 边 的 环 : 在 这 种 情况 
下 ,我 们 党 着 环 0-2-4-1-0 把 一 个 单位 的 流 
推 入 以 打破 环 。 使 用 这 种 方式 总 是 可 以 至 少 
是 一 条 边 为 满 或 为 空 ; 在 这 种 情况 下 ， 使 
1-4 为 空 , 使 0-2 和 2-4 为 满 (中 图 )。 第 
二 ， 我 们 向 部 分 边 的 集合 中 添加 空 边 或 满 
边 ， 以 形成 一 村 生成 树 ; 在 这 种 情况 下 ， 我 
们 添加 0-2、1-4 和 3-5 (下 图 )。 
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图 22-46 虚拟 最 大 流 的 生成 树 


如 果 从 源 点 到 汇 点 的 一 条 虚拟 边 上 的 流 
开始 ， 那 么 它 是 唯一 可 能 的 部 分 边 ， 因 此 我 
们 可 以 使 用 剩余 结 点 的 任何 生成 树 来 构建 此 
流 的 一 可 生成 树 。 在 本 例 中 ， 边 0-5， 0-1, 
0-2、1-3 和 1-4 包含 了 初始 最 大 流 的 一 棵 生 
成 树 。 所 有 非 树 边 都 是 空 的 。 
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项 点 的 所 有 顶点 的 值 ， 依 次 类 推 。 无 论 从 哪里 开始 这 一 过 程 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 的 势 差 都 是 
一 样 的 ， 它 是 由 树 的 结构 确定 的 。 图 22-47 描述 了 一 个 例子 。 在 考察 完 非 树 边 上 降低 的 成 本 
和 人 负 成 本 环 之 间 的 关系 后 ， 我 们 考虑 计算 势 的 细节 。 
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图 22-47 顶点 的 势 

顶点 的 势 是 由 生成 树 的 结构 和 初始 分 配给 任意 顶点 的 势 值 决定 的 。 左 图 是 包含 编号 0 到 9 的 10 个 顶点 的 一 哥 生 成 
树 的 边 集 。 中 图 是 以 顶点 5 为 根 的 该 树 的 一 种 表示 。 连 接 到 5 的 顶点 要 低 一 层 ， 其 他 依次 类 推 。 我 们 指定 报 结 点 的 势 
值 为 0， 对 于 其 他 顶点 的 势 只 有 惟一 的 势 值 ， 使 得 每 条 边 的 顶点 的 势 差 就 等 于 此 成 本 。 右 图 是 以 顶点 0 为 根 的 同一 神 
树 的 另 一 种 表示 。 为 顶点 0 指定 势 值 0， 我 们 得 到 的 势 值 与 中 图 的 顶点 的 势 值 只 差 一 个 常数 。 我 们 的 所 有 计算 使 用 了 
两 个 执 值 之 差 : 该 差 与 任何 一 对 顶点 的 势 值 差 相 同 ， 与 开始 顶点 的 选择 以 及 为 顶点 指定 的 初始 势 值 无 关 。 因 此 开始 顶 
点 和 势 值 的 选择 不 是 根本 性 的 问题 。 

性 质 22. 26 我 们 称 一 条 非 树 边 是 合格 的 (eligible) ， 如 果 在 残 量 网 络 中 ， 它 与 树 边 创 
建 的 环 是 一 个 负 成 本 的 环 。 称 一 条 边 是 合格 的 ， 当 且 仅 当 它 是 带 有 可 降低 成 本 为 正 的 一 条 满 
边 ， 或 带 有 负 可 降低 成 本 的 一 条 空 边 。 

证 明 假设 边 wu-v 形成 的 环 如 -i-4-.….-y-t， 其 树 边 为 t-t,， -tl,，...， 其 中 vz 是 1,4 是 
ij。 由 每 条 边 的 降低 的 成 本 定义 ， 可 得 以 下 结果 : 

cu, 9) = e (u,v) +h(u) 一 中 (三 ) 
c(i, t, ) = 中 (六 ) 一 中 (5 ) 
cl, tf, ) = 中 (已 ) — (i,) 


c(ty1, u) = 中 (1) 一 中 (2) 

这 些 方 程 的 左边 之 和 给 出 这 个 环 的 总 开销 ， 方 程 的 右边 之 和 结果 为 c" (wu, vz)。 换 句 话 说 ， 
该 边 的 降低 成 本 给 出 了 环 的 成 本 ， 因 此 只 有 所 描述 的 这 些 边 才 会 给 出 一 个 负 成 本 的 环 。 ” 国 

性 质 22. 27 如 果 我 们 有 一 个 流 和 一 棵 没有 合格 边 的 可 行 生 成 树 ， 那 么 该 流 是 一 个 最 小 
成 本 流 。 

证 明 ”如 果 不 存在 合格 边 ， 那 么 在 残 量 网 中 不 存在 负 成 本 的 环 ， 因 此 由 性 质 22. 23 的 最 
优 性 条 件 可 得 此 流 是 一 个 最 小 成 本 流 。 面 

一 个 等 价 的 声明 是 : 如 果 我 们 有 一 个 流 和 顶点 的 势 集合 ， 满 足 树 边 的 降低 的 成 本 均 为 
0， 满 的 非 树 边 都 是 非 负 的 ， 空 的 非 树 边 都 是 非 正 的 ， 那 么 此 流 是 一 个 最 小 成 本 流 。 

如 果 我 们 有 合格 边 ， 我 们 可 以 选择 一 条 边 ， 并 用 树 边沿 着 它 所 形成 的 环 增 大 ， 来 得 到 一 
个 更 小 成 本 的 流 。 如 我 们 在 22. 5 节 中 的 消 环 算法 实现 的 那样 ， 经 过 环 来 找到 所 能 推 人 的 最 
大 流量 ， 然 后 再 次 经 过 该 环 推 人 那个 流量 ， 这 至 少 会 使 一 条 边 为 满 或 为 空 。 如 果 这 是 曾经 用 
于 形成 环 的 那 条 合格 边 ， 那 么 它 变 成 了 不 合格 的 边 ( 它 的 降低 成 本 没 变 ， 但 是 它 一 个 满 边 
变 成 空 边 ， 或 从 一 个 空 边 变 成 满 边 ) 。 否 则 ， 它 成 为 一 条 部 分 边 。 通 过 将 它 添加 到 树 中 ， 并 


入 22 眉 网 终 流 285 


删除 环 中 的 所 有 满 边 或 空 边 ， 可 以 维持 不 变 式 : 没有 一 条 非 树 边 是 部 分 边 ， 该 树 是 可 行 生成 
树 。 同 样 ， 我 们 在 本 节 还 将 考虑 这 个 计算 原理 。 

总 之 ， 可 行 生成 树 提供 了 顶点 的 势 ， 而 顶点 的 势 则 提供 了 降低 的 成 本 ， 降 低 的 成 本 则 提 
供 了 合格 边 ， 合格 边 则 使 我 们 得 到 负 成 本 环 。 沿 着 负 成 本 环 增 大 减少 了 流 成 本 ， 同 时 也 殖 含 
着 树 结 构 的 改变 。 树 结构 的 改变 则 隐 含 着 顶点 势 的 改变 ; 做 出 所 有 这 些 改变 之 后 ， 我 们 可 以 
选择 另 一 条 合格 边 ， 再 次 开始 这 一 过 程 。 这 个 求解 最 小 成 本 流 问 题 的 消 环 算法 的 通用 实现 被 
称 为 是 网 络 单纯 形 法 (network simplex algorithm ) : 


构建 一 棵 可 行 生成 树 并 维持 顶点 的 势 ， 使 其 满足 所 有 树 顶 点 的 降低 成 本 为 0。 
向 树 中 添加 一 条 合格 边 ， 并 党 着 用 该 边 与 树 边 形成 的 环 来 增 大 流 ， 从 该 树 中 删除 满 
边 或 空 边 ， 继 续 这 一 过 程 ， 直 到 不 存在 合格 边 。 


这 一 实现 是 一 个 通用 实现 。 因 为 初始 生成 树 的 选择 ， 维 持 顶 点 势 的 方法 ， 以 及 选择 合格 
边 的 方法 均 未 指定 。 选 择 合格 边 的 策略 决定 了 选 代 的 次 数 ， 它 是 在 实现 各 种 策略 的 不 同 成 本 
和 重新 计算 顶点 势 之 间 的 一 种 权衡 。 

性 质 22. 28 ”如果 通用 网 络 单纯 形 算法 终止 ， 那 么 它 计 算出 一 个 最 小 成 本 流 。 

证 明 如果 算 法 终止 ， 之 所 以 这 样 是 由 于 在 残 量 网 中 不 含 负 成 本 的 环 ， 因 此 由 性 质 
22. 23 可 得 最 大 流 是 最 小 成 本 的 。 加 

算法 可 能 不 终止 的 条 件 源 于 这 样 一 种 可 能 性 ， 就 是 沿 着 环 增 大 时 使 很 多 边 满 或 空 ， 因 此 
留 下 树 中 的 一 些 边 ， 使 得 没有 留 能 够 通过 这 些 边 推 人 。 如 果 我 们 不 能 推 人 流 ， 就 不 能 减少 成 
本 ， 还 可 能 使 添加 和 删除 边 来 形成 生成 树 的 一 个 国定 序列 陷 人 无 限 循环 。 已 有 几 种 方法 被 设 
计 出 米 以 避免 这 一 间 题 ; 我 们 在 本 节 稍 后 更 详细 地 考虑 实现 后 讨论 这 些 方法 。 

开发 网 络 单纯 形 算法 的 实现 的 所 面临 的 第 一 种 选择 就 是 如 何 表示 生成 树 。 我 们 有 三 种 涉 
及 树 的 主要 计算 任务 ， 

“。 计算 顶点 的 势 

e。 党 着 该 环 增 大 〈 并 识别 其 上 的 空 边 或 满 边 ) 

。 在 形成 的 环 上 ， 插入 一 条 新 边 和 删除 一 条 边 

每 个 任务 都 是 数据 结构 和 算法 设计 的 一 个 有 趣 的 练习 。 我 们 可 能 会 考虑 几 种 数据 结构 和 
大 量 算法 ， 它 们 的 性 能 特征 不 同 。 从 考虑 最 简单 可 用 的 数据 结构 开始 ， 就 是 我 们 在 第 一 章 首 
次 遇 到 的 父 链接 树 表 示 。 我 们 先 讨论 基于 这 种 父 链接 树 表示 上 面 列 出 的 任务 的 算法 和 实现 ， 
然后 描述 算法 在 网 络 单纯 形 算法 中 的 应 用 ， 之 后 讨论 其 他 一 些 数据 结构 和 算法 。 

与 本 章 中 的 其 他 几 种 实现 一 样 ， 从 增 大 路 径 最 大 流 的 实现 开始 ， 我 们 将 链接 保存 在 网 络 
表示 中 ， 而 不 是 树 表示 中 的 简单 索引 。 这 使 得 在 流 需要 改变 时 可 以 访问 到 流 值 ， 同 时 不 会 访 
问 不 到 顶点 名 。 

程序 22. 9 是 一 种 实现 ， 它 用 与 V 呈 线性 的 时 间 指 定 顶 点 的 势 。 基 于 以 下 思路 ， 图 22-48 
中 也 做 了 描述 。 我 们 从 任意 顶点 开始 ， 递 归 地 计算 其 祖先 的 势 ， 沿 着 父 链 接 直到 树 根 ， 按 照 
约定 指定 根 的 势 为 0。 然 后 选择 另 一 个 顶点 ， 并 使 用 父 链接 来 递归 计算 其 祖先 的 势 。 当 我 们 
到 达 一 个 其 势 已 知 的 祖先 顶点 时 ， 递 归 终 止 ; 然后 在 跳出 递归 的 过 程 中 ， 我 们 沿 着 路 径 向 下 
行进 ， 通 过 相应 的 父 结 点 来 计算 每 个 结 点 的 势 。 继 续 这 一 过 程 ， 直 到 计算 了 所 有 结 点 的 势 
值 。 一 旦 遍历 完成 一 条 路 径 ， 我 们 不 会 再 次 访问 这 条 路 径 上 的 边 ， 因 此 这 一 过 程 在 与 了 成 正 
比 的 时 间 内 运行 。 
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程序 22.9 顶点 势 的 计算 


递归 函数 phiR 沿 着 父 链接 向 树 上 方 行进 ， 直 到 找到 其 势 有 效 的 顶点 (约定 根 的 势 为 
-C， 总 是 有 效 ) ， 然 后 在 返回 的 路 径 上 计算 顶点 的 势 ， 作 为 递归 调用 的 最 后 操作 。 对 于 计 
算出 势 的 顶点， 通过 设置 其 标志 元 素 为 valid 的 当前 值 来 做 出 标记 。 

ST 宏 允 许 将 树 处 理 函数 用 于 维持 父 - 树 链接 抽象 的 简洁 性 ， 同 时 可 通过 网 络 的 邻接 表 
#define ST(i) st[i]~>dup->v 
static int valid, phi [maxV] ; 
int phiR(link st[], int v) 
{ 
if (ST(v) == v) 
{ mark[v] = valid; return -C; } 
if (mark{v] != valid) 
Phi[lv] =phiR(st, ST(v)) - st[v]->cost: 
mark[v] = valid; 
return philv]; 


} 


给 定 树 中 的 两 个 结 点 ， 它 们 的 最 小 公共 祖先 (least common ancestor，LCA) 是 包含 这 两 
个 结 点 的 最 小 子 树 的 根 。 通 过 添加 连接 两 个 结 点 的 边 所 形成 的 环 ， 它 由 那 条 边 以 及 这 两 个 结 
点 到 其 LCA 的 两 条 路 径 上 的 边 组 成 。 为 了 沿 着 一 个 环 增 大 路 径 ， 我 们 并 不 需要 按照 顺序 考 
虑 环 上 的 边 ; 只 要 边 都 考虑 到 就 足够 了 (两 个 方向 ) 。 因 此 可 以 通过 这 两 个 结 点 到 其 LCA 的 
任 一 路 径 ， 沿 着 环 增 大 。 为 了 沿 着 通过 添加 w-v 所 形成 的 环 增 大 ， 我 们 找到 和 vv 的 LCA 
(不 妨 称 为 i) ， 并 从 到 vz， 从 ov 沿 着 到 到 上: 的 上 路径， 以 及 从 4 沿 着 到 ;的 路 径 推 信 流 ,但 在 
相反 方向 每 条 边 都 推 入 流 。 为 了 计算 推 入 的 流量 ,我 们 用 同样 的 方法 首先 遍历 环 上 的 边 ， 来 
确定 能 被 推 入 的 最 大 量 。 程 序 22. 10 是 这 种 思想 的 一 种 实现 。 其 中 函数 增 大 一 个 环 ， 并 返回 
增 大 过 程 中 被 填 满 或 腾空 的 一 条 边 。 
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图 22-48 通过 父 链 接 计 算 势 
从 0 开始， 党 着 路 径 到 达 根 ,设置 pt[5] 为 0， 然 后 沿 着 该 路 径 下 行 ， 首 先 设置 ptL6]， 使 Pt[6j-pt[5] 等 于 6-5 
的 成 本 ， 再 设置 p[3], 使 pt[3]-pt[6] 等 于 3-6 的 成 本 ， 以 此 类 推 ( 左 图 )。 然 后 从 顶点 1 开始 ， 沿 着 父 链 接 直 至 到 
达 一 个 其 势 已 知道 的 顶点 〈 在 这 种 情况 下 ， 即 为 6)， 并 沿 着 路 径 下 行 ， 从 而 计算 出 顶点 9 和 1 的 势 〈《 中 国 )。 当 从 顶 
点 2 开始 时 ， 可 以 通过 其 父 结 点 计算 出 它 的 势 ( 右 图 ); 当 从 顶点 3 开始 时 ， 我 们 看 到 它 的 势 已 经 已 知 ， 以 此 类 推 。 
在 这 里 例子 中 ， 当 尝试 1 之 后 的 每 个 顶点 时 ， 要 么 发 现 它 的 势 已 经 确定 ， 要 么 可 以 从 其 父 结 点 计算 出 其 值 。 无 论 采 用 
何 种 树 结 构 ， 我 们 从 不 会 对 某 条 边 辐 淹 ， 因 此 总 运行 时 间 是 线性 的 。 
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程序 22. 10 疝 着 环 增 大 


函数 lca 通过 从 两 个 顶点 同时 沿 树 上 移 ， 找 到 其 参数 顶点 的 最 小 公共 祖先 ， 并 对 遇 到 的 
每 个 顶点 做 出 标志 ， 直 到 到 达 一 个 不 是 根 结 点 的 已 标记 的 顶 点 。 (如 果 根 结 点 是 LCA， 那 么 
循环 终止 时 ，w 等 于 vw。) 

从 这 两 个 结 点 到 其 LCA 的 路 径 上 的 所 有 结 点 都 在 由 添加 连接 这 两 个 结 点 的 边 所 形成 的 
环 上 。 为 了 沿 着 这 条 环 增 大 ， 我 们 遍历 这 两 条 路 径 一 次 ， 以 找到 通过 其 边 能 够 推 人 的 最 大 流 
量 。 然 后 我 们 再 次 遍历 这 两 条 路 径 ， 在 其 中 的 一 条 路 径 上 ， 按 照 反方 向 推 人 这 个 流 。 

这 些 函 数 的 主要 性 能 特征 是 它们 的 运行 时 间 a 比 。 


int ica(link st[] int u, int v) 
{ int i, j; 
mark[u] = ++valid; mark[v] =. valid; 
while (u l= v) 
{ 
uU = ST(uU); Vv = ST(V); 
if (u != ST(u) && mark[u] == valid) return u; 
” mark{lu]} = valid; 
if (v != ST(v) && mark[v] == valid) return vy; 
mark{[v] = Valid; 
} 
return 人 也) 
3 
link augment (link st[], link x) 
{ link u, cyc[maxV]; int d, N; 
int 七 i = X->V，j = xX->dup->v; 
t = lca(st, i, j):; 
cyc[0] = x; N= 1; 
while (i != t) 
{ cycf[N++] = st[i]->dup; i = ST(i); } 
while (ij != +t) 
{ cyc[N++] = st[j]; j = ST(j); } 
for (ii= 0,d=C; i < N: i++)》 
{u= cyclij;d=Q>d?d:9;} 
for (i = 0; i < N; i++) addflow(cyc[i], d) ; 
for (i = 0; i < N-L; i++ 六 
{us= cyclN-1~i]; if (Q = == 0) return u; } 
} 


程序 22. 10 中 的 实现 使 用 了 一 种 简单 技术 来 避免 每 次 调用 时 初始 化 所 有 标志 所 付出 的 开 
销 。 我 们 将 标志 维护 为 全 部 变量 ， 初 始 化 为 0。 每 次 在 寻找 一 个 LCA 时 ， 我 们 就 使 全 局 计数 
器 增加 1 ， 并 通过 设置 其 顶点 索引 的 数组 中 的 对 应 元 素 为 那个 计数 器 的 值 来 对 顶点 进行 标 
志 。 初 始 化 后 ， 这 项 技术 可 使 我 们 在 与 环 的 长 度 成 正比 的 时 间 执 行 计算 。 在 一 般 情 况 下 ， 可 
能 沿 着 大 量 较 小 的 环 进行 增 大 ， 因 此 节省 的 时 间 是 很 可 观 的 。 我 们 将 了 解 到 ， 同 样 的 技术 在 
其 他 部 分 的 实现 中 所 节省 的 时 间 也 是 很 有 用 的 。 

我 们 的 第 三 个 树 处 理 任务 是 用 wu-v 与 树 边 所 创建 的 环 中 的 为 一 _ 条 边 来 代替 边 u-v。 程 序 
22. 11 是 完成 这 个 任务 的 基于 父 链接 表示 的 一 种 实现 。 再 次 强调 和 和 vw 的 LCA 是 重要 的 ， 因 
为 要 删除 的 边 要 么 在 从 4 到 LCA 的 路 径 上 ， 要么 在 从 v 到 LCA 的 路 径 上 。 删 除 一 条 边 使 得 
它 的 所 有 后 代 与 树 分 离 ， 但 我 们 可 以 通过 将 wu-v 之 间 的 链接 反 向 并 短 除 边 来 修补 这 个 损害 ， 
如 图 22-49 所 示 。 
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这 三 个 实现 支持 了 网 络 单纯 形 算法 的 基本 操作 :.. 可 以 通过 检查 降低 的 成 本 和 流 来 选择 一 
条 合格 边 ; 可 以 使 用 父 链接 表示 的 生成 树 ， 沿 着 所 选 合格 边 与 树 边 所 形成 的 负 环 来 增 大 ; 也 
可 以 更 新 树 并 重新 计算 势 。 这 些 操作 在 图 22-50 和 22-51 中 的 网 络 流 的 例子 中 作 了 描述 。 
图 22-50 描述 了 使 用 带 有 最 大 流 的 一 条 虚拟 边 来 初始 化 数据 结构 ， 如 图 22-43 所 示 。 这 
时 所 显 不 风 夺 中 有 人 链接 表示 、 相 应 顶点 势 、 非 树 边 降低 的 成 本 以 及 初始 合格 边 集 的 初始 可 
行 生成 树 。 而 且 ， 不 是 在 实现 中 计算 出 最 大 流 值 ， 我 们 使 用 源 点 的 流出 量 ， 它 保证 了 不 小 于 
屯 大 流 人 我 们 使 用 最 大 流 值 来 使 得 算法 的 运行 易于 跟踪 。 
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图 22-49 ”生成 树 蔡 换 
这 个 例子 描述 了 基于 父 链接 表示 的 网 络 单纯 形 算法 中 的 基本 树 处 理 操作 。 左 图 是 一 棵 示例 树 ， 所 有 链接 指向 上 
方 ， 如 在 数组 表示 的 父 链接 结构 中 所 示 。 通 过 指向 网 络 结构 的 链接 隐 含 地 维持 父 链 接 的 值 ， 因 此 树 链 接 可 以 在 两 个 方 
向 表示 网 络 的 边 〔 见 正文 ) 。 添 加 边 1-2 造成 了 从 1 和 2 到 其 LCA( 即 11) 的 路 径 的 环 。 如 果 我 们 接着 删除 其 中 的 一 
条 边 ， 比 如 说 0-3， 结 构 仍然 是 一 樟树 。 为 了 更 新 父 链接 数组 来 反应 这 种 变化 ， 我 们 将 从 2 直到 3 的 所 有 链接 改变 方向 
(中 图) 。 右 图 的 树 是 与 政变 的 结 点 位 置 相同 的 一 棵 树 ， 因 此 所 有 链接 向 上 。 如 表示 这 棵 树 的 父 链 接 数组 所 示 (三 
下 图 )。 
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. 图 22-50 网 路 单纯 形 的 初始 化 . 

为 了 初始 化 网 络 单纯 形 算法 的 数据 结构 ， 从 所 有 边 上 的 0 流 值 开始 ( 左 图 )， 然后 添加 一 条 从 源 点 到 ; 汇 点 的 虚拟 
边 0-5， 其 上 流 值 不 超过 最 大 流 值 (为 简洁 ， 这 里 使 用 等 于 最 大 流 值 的 值 ) 。 虚 拟 边 的 成 本 值 9 大 于 网 络 中 任意 环 的 成 
本 ; 在 实现 中 ， 我 们 使 用 值 CY。 在 流 网 络 中 虚拟 边 未 显示 出 ,但 是 它 包 括 在 残 量 网 中 (中 图 )。 

我 们 将 汇 点 作为 根 结 点 、 源 点 作为 它 的 唯一 子 结 点 ， 以 及 由 残 量 网 中 的 其 余 结 点 所 导出 的 图 的 搜索 树 来 初始 化 生 
这 一 实现 在 数组 中 使 用 树 的 父 链接 表示 法 ; 我 们 给 出 了 这 种 表示 法 以 及 其 他 两 种 表示 法 : Ge 
法 ， 以 及 残 量 网 中 阴影 边 集 。 人 

:顶点 的 势 放 在 数组 pt 中 ， 由 树 结 构 可 计算 出 ， 从 而 使 一 哥 树 边 的 顶 战 势 差 等 于 与 其 成 本 。 

中 图 中 的 列 标 识 的 costR 给 出 了 非 袖 边 的 降低 成 本 ， 通 过 将 顶点 的 势 差 添加 到 其 成 本 中 来 计算 每 条 过 的 降低 成 本 。 

树 边 的 降低 成 本 为 0， 并 且 为 室 。 带 有 负 的 降低 成 本 的 空 边 和 带 有 正 的 降低 成 本 的 满 边 [oe 用 星 号 标 出 。 
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add 3-5, augment +2 on 0-1-3-5-0, del 1-3 
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add 2-4, augment +1 on 0-2-4-5-0, del 4-5 

站 和 关内 ONY 蕉 LO CO 及 
从 ~ 3 1 3 ~ 1-0 
车 ~ 3 3 1 2-0 2-0 
23 这 入 2 f~3 -= 3-1 
六 和 人 1 1~& &-1 
之 ~ 总 学 入 0 2-3 -2 3~2 
车" 疾 鹤 漂 1 2-4 -2 
好 ~ 全 之 志 2 ~ 各 5—-3 
入 ~ 区 ， 2 们 ~ 当 一 5 三 ~ 外 
仍 ~ 次 态 等 0 5-0 
flow coat: 21 
add 1-0, avugment +1 on 1-0-2-4~1, del 4-1 

CD COST CostR 
委 ~ 蕊 3 ~ 2 0-1 1-0 
全 ~ 这 多 二 2 0-2 2~0 
和 ~ 2 和 4 2 -3 3~1 
了 一 系 久 和 0 1-4 1 <-~3 
23 入 还 0 2-3 -2 32 
六 区 蕊 它 2 2-4 ~ 
3~ 潜 翁 必 2 区 5~3 
ee 详 成 2 ~ -5 5~4 
从 ~ 区 东 学 0 5~0 
flow cost:; 20 
add 2-3, augment 0 on 1-0-2-4-1, del 3-5 

CR OE EL COBtR 
~ 3 地 2 0~1 1i-0 
人 “之 3 2 0~2 2~0 
~ 3 也 2 SS -1 3-1 
于 ww 冰 局 和 0 1~& 均一 攻 
世人 仿 x $ 0 2~3 总 w 必 
之 总 p> 2 2~& 和 ~ 各 
等 “ 惫 < ~ 2 ww 一 2 5-3 
各 ~ 次 六 | 2 S -5 “与 ~ 各 
竺 全 个 次 学 0 5-0 





flow cost: 20 


图 22-51 ”和 残 量 网 络 和 生成 树 (网 络 单 纯 形 算法 ) 

在 图 22-50 描述 的 初始 化 之 后 ， 此 图 中 的 每 一 行 对 应 网 络 单纯 形 算 法 的 一 次 只 代 : 在 每 次 磷 代 中 ， 它 选择 一 条 合 
格 边 ， 活 着 一 个 环 增 大 ， 并 如 下 更 新 数据 结构 : 首先 ， 此 流 被 增 大 ， 包 括 了 残 量 网 中 隐 含 的 变化 。 第 二 ， 通 过 添加 一 
条 合格 边 和 从 该 边 与 树 边 形成 的 环 中 删除 一 条 边 改 变 了 树 结构 si。 第 三 ， 势 表 pt 被 更 新 ， 以 反映 树 结构 的 变化 。 第 
四 ， 非 树 边 的 降低 成 本 (中 图 中 标 以 costR 的 列 ) 被 更 新 ， 以 反映 势 的 变化 。 这 些 值 常 用 于 将 带 有 负 降 低 成 本 的 空 边 
和 带 有 正 降低 成 本 的 满 边 识别 为 合格 边 ( 在 降低 成 本 上 用 星 号 标 出 )。 实现 时 不 需要 进行 所 有 计算 〈 只 需要 计算 势 的 
变化 和 减低 的 成 本 就 足以 识别 一 条 合格 边 ) ， 但 我 们 这 里 将 所 有 数 都 包含 进来 ， 以 提供 算法 的 一 个 完整 棋 述 。 

该 例 的 最 终 增 大 是 退化 的 。 它 并 没有 增 大 流 ， 但 它 不 再 有 合格 边 。 这 保证 了 该 流 是 一 个 最 小 成 本 最 大 流 。 
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图 22-51 描述 了 对 于 每 个 合格 边 的 一 个 序列 且 沿 着 负 成 本 的 环 增 大 时 数据 结构 中 的 变 
化 。 该 序列 并 没有 反应 出 任何 选择 合格 边 的 特殊 方法 ; 它 表示 了 这 些 选择 使 得 增 大 路 径 与 图 
22-43 中 描述 的 完全 相同 。 这 些 图 显示 了 每 次 环 增 大 之 后 顶点 的 势 以 及 降低 的 成 本 。 即 使 这 
些 数 中 的 很 多 已 经 隐 含 定义 ， 不 必 通 过 一 般 实现 进行 显 式 计算 。 这 两 个 图 的 目的 是 来 描述 算 
法 的 完整 过 程 ， 以 及 由 于 添加 合格 边 和 从 所 形成 的 环 中 删除 一 条 树 边 ， 算 法 从 一 棵 可 行 生 成 
树 向 另 一 棵 可 行 生成 树 变 化 时 数据 结构 的 状态 。 

图 22-51 中 的 例子 说 明了 一 个 关键 的 事实 : 算法 可 能 不 会 终止 ， 因 为 在 生成 树 中 的 满 边 
或 空 边 会 阻止 我 们 沿 着 识别 出 的 负 环 推 人 流 。 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 识别 出 一 条 合格 边 和 它 与 
生成 树 形成 的 负 环 ， 但 我 们 沿 着 该 环 能 够 推 人 的 最 大 流量 可 能 为 0。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 仍 
然 用 环 中 的 一 条 边 蔡 换 这 条 合格 边 ， 不 再 能 够 降低 流 成 本 。 为 了 保证 算法 终止 ， 需 要 证 明 算 
法 不 会 结束 于 一 个 0- 流 增 大 的 无 限 序列 中 。 


程序 22. 11 生成 树 蔡 换 


函数 update 将 一 条 边 添加 到 生成 树 中 ， 并 删除 所 形成 环 中 的 一 条 边 。 被 删除 的 边 是 在 所 
添加 边 上 的 两 个 顶点 之 一 到 其 LCA 的 路 径 上 。 这 一 实现 使 用 了 函数 onpath 来 找 出 要 删除 的 
边 ， 并 使 用 函数 reverse 将 要 删除 的 边 和 所 添加 边 之 间 路 径 上 的 边 反 向 。 

int cnpath(link st{], int a, int b, int c) 

{ int i; 
for {i = a; i I= cc; i = ST(i)) 
if (i == b) return 1; 
return 0; 


Int reverse(link st[], int u, int Xx) 
{ int i; 
While (i != st{[x}]->v) 
{i= stluj->v; st[i] = st[u]->dup; u = i; } 


int update(link st[], link w, link y) 
{ int t, vu = y->V，V = y->dup->Vv, x = W->V; 

if (st[x] != w->dup) x = w->dup->v; 

t = lcalst, u, Vv), 

if (onpath(st, u, xX, t)) 
{ st[fu] = yi reverse(st, u, x); return; } 

if (onpath(st, v, x, t+)) 
{ st[v] = y->dup; reverse(st, Vv, x); return; 上 


} 


如 果 在 增 大 环 中 存在 多 于 一 条 的 满 边 或 空 边 ， 那 么 程序 22. 11 中 的 替换 算法 总 是 从 树 中 
删除 与 合格 边 的 两 个 顶点 的 LCA 最 近 的 一 条 边 。 幸 运 的 是 ， 已 证 实 有 一 种 特殊 的 策略 可 用 
于 选择 从 环 中 要 删除 的 边 ， 从 而 足以 保证 算法 终止 〈 见 第 五 部 分 参考 文献 ) 。 

在 开发 网 络 单纯 形 算法 的 实现 中 ， 我 们 面临 的 最 后 一 个 重要 选择 是 识别 合格 边 并 选择 向 
树 中 添加 边 的 策略 。 应 该 维护 包含 合格 边 的 一 个 数据 结构 吗 ? 如 果 是 这 样 ， 这 个 数据 结构 要 
多 复杂 才 合 适 呢 ? 这 些 问 题 的 答案 从 一 定 程度 上 依赖 于 应 用 和 求解 特定 问题 实例 的 动态 性 。 
如 果 合格 边 的 总 数 较 小 ， 那 么 维护 单独 的 数据 结构 是 值得 的 ， 如 果 大 多 数 时 间 内 多 数 边 都 是 
合格 的 ， 答 案 则 是 否定 的 。 维 护 单独 的 数据 结构 可 能 在 搜索 合格 边 的 开销 上 有 所 降低 ， 但 同 
时 可 能 要 求 代 价 昂贵 的 更 新 计算 。 在 这 些 合 格 边 中 选择 一 条 边 的 准则 是 什么 呢 ? 同样 有 很 多 
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种 做 法 可 以 采用 。 我 们 将 在 实现 中 考虑 一 些 例 子 ， 然 后 再 讨论 另 一 些 候 选 方法 。 


程序 22. 12 ”网 络 单纯 形 (基本 实现 ) 


该 ADT 函数 使 用 网 络 单纯 形 算法 来 求解 最 小 成 本 流 问 题 。 它 是 一 种 直接 实现 。 重 新 计 
算 所 有 顶点 的 势 ， 并 在 每 次 迁 代 中 遍历 整个 边 表 来 找 出 最 大 降低 成 本 的 一 条 合格 边 。 宏 R 
给 出 了 一 条 链接 边 的 降低 成 本 。 


#define R(u) u->cost - phi[u->dup->v] + phi[u->v] 
void addflow(link u, int d) 
{ u->flow += d; u->dup->flow -=d; } 
int GRAPHmincost (Graph G, int s, int t) 
{ int v; link u, x, st {maxV].; 
GRAPHinsertE(G, EDGE(s, t, M, M, C0)); 
initialize(G, s, t, st); 
for (valid = 1; valid++;: ) 
{ 
for (v = 0; Vv < G->V; v++) 
phi[lv] = phiR(st, v); 
for (V = 0, x = G->adj[v]; Vv < G->V; v++) 
for (u = G->adj[v]; u != NULL; u = u->next) 
if (Q > 0) 
if (R(u) < R(X)) x = Ti 
if (R(x) == 0) break; 
updatekst ， augment (st, x), x); 


return GRAPHcost (G); 
} 


程序 22. 12 是 网 络 单纯 形 算法 的 一 个 完整 实现 ， 它 使 用 了 选择 合格 边 的 策略 ， 给 出 人 负 环 
的 成 本 是 绝对 值 最 高 的 成 本 。 实 现 依赖 于 程序 22.9 ~22. 11 中 的 树 处 理 函 数 ， 但 对 于 第 一 个 
消 环 实现 (程序 22.8) 所 作 的 注解 也 适用 : 这 样 一 段 简单 代码 的 功能 非常 强大 ， 可 以 为 求 
解 最 小 成 本 流 问 题 提供 一 般 求解 问题 的 模型 ， 非 常 令 人 注目 。 

程序 22. 12 的 最 坏 情 况 下 的 性 能 上 界 要 比 程 序 22. 28 中 的 消 环 实现 至 少 小 了 倍 ， 因 为 每 
次 迁 代 的 时 间 仅 为 瑟 〈 找 出 合格 边 ) ， 而 不 是 瑟 ( 找 出 负 环 )。 虽 然 我 们 怀疑 ,使 用 最 大 增 
大 而 不 是 使 用 Bellman-Ford 算法 所 提供 的 第 一 个 负 环 将 导致 更 小 的 增 大 , 但 这 个 结果 还 未 被 
证 明 是 有 效 的 。 所 使 用 的 增 大 环 数 的 某 个 界限 很 难得 到 ， 这 些 界 限 要 比 我 们 实际 中 看 到 的 高 
很 多 。 如 早先 提 到 的 那样 ， 一 些 理论 上 的 结果 表明 ， 某 些 策略 可 以 保证 增 大 环 的 数目 的 界限 
为 边 数目 的 一 个 多 项 式 。 但 是 ， 实 际 实现 最 坏 情况 下 为 指数 。 

根据 这 些 考 虑 ， 可 以 考虑 很 多 因素 来 改进 性 能 。 人 例如， 程序 22. 13 是 网 络 单纯 形 算法 的 
另 一 种 实现 。 程 序 22. 12 中 的 直接 实现 ， 重 新 使 树 有 效 所 花费 的 时 间 与 了 成 正比 ， 找 出 具有 
最 大 归 约 成 本 的 合格 边 所 花费 的 时 间 与 五 成 正比 。 程 序 22. 13 中 的 实现 设计 用 来 消除 一 般 网 
络 中 的 这 些 开 销 。 

首先 ， 即 使 选择 最 大 边 会 导致 最 少 的 迭代 数 ， 但 检查 每 条 边 来 找 出 最 大 边 的 花费 ， 这 可 
能 是 不 值得 的 。 我 们 可 以 沿 着 一 个 短 环 进行 无 数 次 的 增 大 ， 所 需 时 间 为 扫描 所 有 边 的 时 间 。 
因此 ， 考 虑 使 用 任 一 合格 边 的 策略 是 值得 的 ， 不 是 花费 时 间 来 找 出 一 条 特殊 边 。 在 最 坏 情 放 
下 ， 可 能 必须 检查 所 有 的 边 或 其 中 的 相当 部 分 来 找 出 一 条 合格 边 ， 但 是 我 们 期 望 检查 相对 少 
量 的 边 来 找 出 一 条 合格 边 。 一 种 方法 是 每 次 从 头 开 始 ; 另 一 种 方法 是 从 一 个 随机 点 开始 
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( 见 练习 22. 127) 。 使 用 随机 化 不 太 可 能 人 为 地 使 增 大 路 径 过 长 。 


程序 22. 13 网 络 单纯 形 (改进 实现 ) 
这 个 网 络 单纯 形 的 实现 在 每 次 的 迭代 中 将 时 间 保 存 起 来 ， 只 在 需要 时 计算 势 ， 并 取 它 找 
到 的 第 一 条 合格 边 。 
int R(link st[], link u) 
{ return u->cost 
-~ phiR(st, 1->dup->v) + phiR(st, u->v); } 
int GRAPHmincost (Graph G, int s, int t) 
{ int v, old = 0; link u, x, st [maxV]; 
GRAPHinsertE(G, EDGE(s, t, M, M, 0)); 
initialize(G, s, t, st): 
for (valid = 1; valid 1= ol]d; old = valid) 
for (v = 0O; Vv < G->V; v++) 
for ka = G->adj[{v}; u != NULL; u = u->next) 
‘if ((Q > 0) && (R(st, u) < 0)) 
{ update(st ，augment (st, u), u); valid++; } 
return GRAPHcost (G); 
} 


第 二 ， 我 们 采用 一 种 懒 方法 来 计算 势 。 不 是 计算 顶点 索引 数组 phi 的 所 有 势 ， 在 需要 时 
参考 它们 ， 我 们 通过 调用 函数 phiR 来 得 到 每 个 势 值 ; 它 遍 历 这 棵 树 来 找 出 有 效 的 势 ， 然 后 
计算 出 那 条 路 径 上 所 需 的 势 。 为 了 实现 这 种 方法 ， 我 们 简单 地 将 定义 成 本 的 宏 改 变 为 使 用 函 
数 调 用 phiR(u) ， 不 使 用 数组 访问 phi[L uj] 。 在 最 坏 情 况 下 ， 我 们 像 以 前 那样 计算 所 有 势 ; 但 
如 打 只 检查 几 条 合格 边 ， 那 么 我 们 上 只 计算 那些 需要 识别 它们 的 势 。 

这 样 的 改变 并 不 影响 算法 的 最 坏 情 况 下 的 性 能 ， 但 在 实际 应 用 中 它们 肯定 会 更 快 。 在 练 
习 【《〈 见 练习 22. 127 ~22.131) 中 ,探索 了 几 种 单纯 形 算法 的 改进 思想 ; 这 些 只 代表 了 已 经 
提出 算法 的 一 小 部 分 。 z 

正如 在 本 书 中 所 强调 的 ， 图 算法 的 分 析 和 比较 是 复杂 的 。 有 了 网 络 单纯 形 算法 ， 任 务 就 
更 复杂 了 ， 因 为 有 各 种 不 同 的 实现 方法 以 及 我 们 可 能 遇 到 各 种 类 型 的 应 用 ( 见 22.5 节 )。 
哪 一 种 实现 是 最 好 的 ? 我 们 可 以 根据 所 证 明 的 最 坏 情况 下 的 性 能 上 界 来 比较 这 些 实现 吗 ? 对 
于 各 种 不 同 实现 的 量化 性 能 的 精度 又 如 何 ? 如 果 使 用 可 多 种 实现 ， 每 一 种 实现 都 有 特定 应 
用 吗 ? 

鼓励 读者 通过 各 种 网 络 单纯 形 法 的 实现 来 获得 计算 经 历 。 并 通过 本 书 中 强调 的 实验 解决 
这 些 问 题 。 当 寻求 解决 最 小 成 本 流 问 题 时 ， 我 们 面 对 类 似 地 基础 性 的 挑战 ， 但 是 在 处 理 不 断 
增加 的 困难 问题 所 获得 的 经 验 为 我 们 开发 有 效 实现 提供 了 丰富 的 背景 ， 而 这 些 有 效 实 现 可 以 
解决 一 大 类 实际 问题 。 本 节 和 下 一 节 的 练习 中 描述 了 这 样 的 一 些 研究 ， 但 这 些 练习 只 能 看 作 
一 个 起 点 。 每 个 读者 可 以 完成 一 个 新 的 实验 研究 ， 从 而 明确 实现 与 应 用 之 间 的 关系 。 

通过 适当 地 部 署 基本 任务 的 经 典 数据 结构 和 算法 (或 开发 新 的 ) ， 有 可 能 极 大 地 改进 天 
键 应 用 的 性 能 ， 这 使 得 网 络 单纯 形 实现 的 研究 成 为 一 个 成 果 丰 富 的 领域 ,而且 存在 大 量 网 络 
单纯 形 算法 的 实现 。 在 以 往 ， 此 研究 的 进展 是 至 关 重 要 的 ， 因 为 它 有 助 于 减少 解决 网 络 单纯 
形 问 题 的 巨大 开销 。 人 们 试图 依赖 精心 设计 的 库 来 解决 这 些 问题 ， 且 在 很 多 情况 下 ， 这 样 做 
是 合适 的 。 然 而 ， 这 些 库 很 难 跟 得 上 目前 研究 的 脚步 ， 而 且 也 无 法 适应 于 新 应 用 中 出 现 的 大 
量 问题 。 基 于 现代 计算 机 的 速度 和 规模 ， 为 了 对 大 量 应 用 开 法 有 效 的 求解 问题 的 工具 ， 可 以 
将 诸如 程序 22. 12 和 程序 22. 13 等 可 访问 的 实现 作为 起 点 。 
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练习 


> 22.118 对 于 图 22-11 所 示 的 流 网 络 ， 给 出 它 的 一 个 有 相关 可 行 生 成 树 的 最 大 流 。 
22. 119 ”实现 邻接 表 表 示 的 流 ADT (程序 22.1) 的 函数 ， 它 可 以 删除 流 中 部 分 边 上 的 环 ， 
并 构建 结果 流 的 一 棵 可 行 生 成 树 ， 如 图 22-45 所 示 。 你 的 函数 以 网 络 和 数组 作为 参数 ， 并 在 
数组 中 返回 树 的 父 - 链接 表示 (按照 标准 约定 ， 使 用 链接 到 表 结 点 而 不 是 下 标的 表示 ) 。 
22. 120 在 图 22-47 中 的 例子 中 ， 将 连接 6 和 5 的 边 的 反 向 后 ， 说 明 它 对 势 表 的 影响 。 

0°22. 121 构造 一 个 流 网 络 ， 并 展示 一 系列 扩展 边 ， 从 而 使 通用 单纯 形 网 络 算法 对 此 无 法 
终止 。 

> 22. 122 按照 图 22-48 的 风格 ， 显 示 计 算 图 22-47 中 以 0 为 根 的 树 的 势 的 过 程 。 

22. 123 按照 图 22-51 的 风格 ， 显 示 计 算 图 22-11 中 所 示 的 流 网 络 的 一 个 最 小 成 本 最 大 流 的 
过 程 ， 从 你 在 练习 22. 118 中 找到 的 基本 最 大 流 和 相关 基本 生成 树 开 始 。 

0 22. 124 假设 所 有 非 树 边 为 空 。 编 写 一 个 以 两 个 顶点 索引 的 数组 (一 个 基本 生成 树 的 父 - 
链接 表示 和 一 个 输出 数组 ) 作为 参数 的 函数 ， 并 计算 树 边 上 的 流 。 并 将 连接 " 与 其 父 结 点 的 
边 上 的 流 和 它 在 树 中 的 父 结 点 放 在 输出 数组 的 第 " 个 元 素 中 。 

co 22. 125 对 于 某 些 非 树 边 可 能 为 满 的 情况 ， 重 做 练习 22. 124。 

22. 126 ”将 程序 22. 11 作为 MST 算法 的 基础 。 进 行 实验 对 第 20 章 中 描述 的 三 个 基本 MST 
算法 进行 比较 。 

22. 127 描述 如 何 修 改 程序 22. 13 ， 使 其 以 随机 的 方式 扫描 一 条 合格 边 ， 而 不 是 每 次 从 开始 
扫描 。 

22. 128 修改 练习 22. 127 的 解 ， 使 当 每 次 搜索 时 ， 从 上 次 搜索 停止 的 地 方 开 始 搜索 一 条 合 
格 边 。 

22. 129 ”修改 本 节 的 辅助 图 数 ， 维 护 一 个 三 叉 链 表 树 结构 ， 包 含 每 个 结 点 的 父 结 点 ， 最 左 
端 孩子 结 点 和 右 兄 弟 结 点 〈 见 5.4 节 )。 沿 着 环 增 大 且 用 一 条 合格 边 代替 一 条 树 边 的 函数 所 
化 费 的 时 间 应 该 与 增 大 环 长 度 成 正比 ， 计 算 势 的 函数 所 花费 的 时 间 应 该 与 树 边 被 删除 时 所 建 
立 的 两 棵 子 树 中 的 较 小 者 的 大 小 成 正比 。 

c22. 130 修改 本 节 的 辅助 国 数 使 其 除了 父 - 连接 数组 之 外 ， 还 可 以 维持 其 他 两 个 父 ~- 链接 
数组 : 一 个 包含 每 个 顶点 到 根 结 点 的 距离 ， 另 一 个 包含 每 个 顶点 在 DFS 中 的 后 继 。 沿 着 环 
增 大 且 用 一 条 合格 边 代替 一 条 树 边 的 函数 所 花费 的 时 间 应 该 与 增 大 环 的 长 度 成 正比 ， 计 算 势 
的 函数 所 花费 的 时 间 应 该 与 树 边 被 删除 时 所 建立 的 两 棵 子 树 中 的 较 小 者 的 大 小 成 正比 。 

e22. 131 探索 维护 合格 边 的 广义 队列 的 想法 。 考 虑 各 种 广义 队列 的 实现 和 各 种 避免 过 度 边 
成 本 计算 改进 方法 ， 诸 如 限制 计算 为 合格 边 的 一 个 子 集 ， 从 而 限制 队列 大 小 ; 或 者 可 能 允许 
某 些 不 合格 的 边 保留 在 队列 中 。 

e 22. 132 对 于 各 种 版 本 的 网 络 单纯 形 算法 ( 见 练习 22.7 ~22. 12) ， 进 行 实验 研究 来 确定 迭 
代数 ， 所 计算 的 顶点 的 势 的 数目 ， 以 及 运行 时 间 与 五 的 比值 。 考 虑 本 文 和 上 一 练习 中 描述 的 
各 种 算法 ， 重 点 放 在 对 于 大 规模 稀疏 网 络 有 最 好 性 能 的 算法 上 。 

e 22. 133 ”编写 一 个 客户 端 程序 ， 可 以 动态 地 可 视 化 网 络 单纯 形 算法 的 运行 过 程 。 你 的 程序 
应 该 产生 类 似 图 22-51 中 的 图 像 ， 以 及 本 节 中 的 其 他 图 像 ( 见 练习 22. 50) 。 对 于 练习 22.7 ~ 
22. 12 ， 使 用 欧 几 里 得 网 络 测试 你 的 实现 。 


22.7 ”最 小 成 本 流 归 约 
最 小 成 本 流 是 一 个 求解 问题 的 一 般 模型 ， 它 可 以 涵盖 大 量 有 用 的 实际 问题 。 本 节 ， 我 们 
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将 通过 对 大 量 问题 到 最 小 成 本 流 的 特定 归 约 来 证 实 这 一 点 。 

最 小 成 本 流 问 题 显然 比 最 大 流 问 题 更 具有 一 般 性 ， 因 为 任何 最 小 成 本 最 大 流 都 是 最 大 流 
问题 的 一 个 可 接受 的 解 。 具 体 地 说 ， 在 图 22-43 构造 的 过 程 中 ， 如 果 我 们 将 虚拟 边 的 成 本 指 
定 为 1， 并 将 所 有 其 他 边 的 成 本 指定 为 0， 那 么 任何 最 小 成 本 最 大 流 都 会 使 虚拟 边 中 的 流 最 
小 化 ， 相 应 地 使 原 网 络 中 的 流 最 大 化 。 因 此 ， 在 22.4 节 中 讨论 的 可 归 约 为 最 大 流 问 题 的 所 
有 问题 也 可 归 约 为 最 小 成 本 流 问 题 。 这 类 问题 包括 二 分 匹配 、 可 行 流 和 最 小 割 ， 还 有 很 多 其 
他 问题 。 

更 有 趣 的 是 ， 我 们 可 以 分 析 最 小 成 本 流 问 题 的 算法 性 质 ， 来 开发 最 大 流 问 题 新 的 通用 算 
法 。 我 们 已 经 注意 到 ， 最 小 成 本 最 大 流 问 题 的 通用 消 环 算 法 给 出 了 最 大 流 问题 的 一 种 通用 增 
大 路 径 算 法 。 特 别 地 ， 这 种 方法 可 以 得 到 一 种 实现 ， 将 无 需 搜 索 网 络 就 能 找 出 增 大 路 径 
( 见 练习 22. 134 和 22. 135 ) 。 另 一 方面 ， 该 算法 可 能 产生 0 流 的 增 大 路 径 ， 因 而 很 难 评价 其 

根据 以 下 简单 归 约 ， 最 小 成 本 流 问题 比 最 短路 径 问 题 也 更 具有 一 般 性 。 

性 质 22. 29 (无 负 环 的 ) 单 源 点 最 短路 径 问 题 可 归 约 为 最 小 成 本 可 行 流 问 题 。 

证 有 明 给 定 一 个 单 源 点 最 短路 径 问 题 (一 个 网 和 一 个 源 点 ;) ， 构 建 一 个 具有 相同 顶点 、 
边 和 边 成 本 的 流 网 络 ， 其 中 每 条 边 上 有 无 限 容 量 。 增 加 一 个 新 的 源 点 ， 其 到 s 的 边 上 的 成 本 
为 0， 容 量 为 了 -1 工 ， 另 增加 一 个 汇 点 ， 从 各 个 其 他 顶点 到 该 汇 点 的 边 上 的 成 本 为 0， 容 量 为 
1。 图 22-52 显示 了 这 个 构造 过 程 。 

求解 该 网 的 最 小 成 本 最 大 流 问 题 。 如 果 必 要 ， 在 构造 
最 小 生成 树 的 过 程 中 去 掉 环 。 这 棵 生成 树 直接 对 应 着 原 网 
中 的 最 短路 径 生 成 树 。 这 一 结论 的 详细 证 明 留 作 练 习 
( 见 练习 22. 139 ) 。 国 

因此 ， 在 21.6 节 讨论 的 可 归 约 为 单 源 点 路 径 问 题 的 
所 有 问题 也 可 归 约 为 最 小 成 本 流 问 题 。 这 类 问题 包括 具有 
截止 期 的 作业 调度 问题 、 差 分 约束 问题 ， 还 有 其 他 大 量 
问题 。 cost cap 

正如 我 们 在 研究 最 大 流 问 题 时 所 发 现 的 ， 在 使 用 性 质 < 
22. 29 的 归 约 求解 一 个 最 短路 径 问 题 时 ， 值 得 考虑 网 络 单 
纯 性 算法 操作 的 一 些 细 节 。 在 这 种 情况 下 ， 算 法 维护 一 个 
以 源 点 为 根 的 生成 树 ， 更 像 是 我 们 在 第 21 章 中 考虑 过 的 
基于 搜索 的 算法 ， 但 在 开发 选择 加 入 树 的 下 一 条 边 的 方法 
时 ， 结 点 的 势 和 可 归 约 的 成 本 提供 了 越 来 越 多 的 灵活 性 。 

我 们 并 没有 认识 到 最 小 成 本 流 问 题 是 最 大 流 问题 和 最 
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一 7 
短路 径 问题 的 一 种 适当 的 推广 ， 因 为 对 于 这 两 个 问题 均 有 -9 0 1 
特定 的 算法 ， 而 它们 都 具有 更 好 的 性 能 保证 。 然 而 ， 如 果 -9 0 1 
没有 这 种 实现 ， 网 络 单纯 形 算 法 的 良好 实现 则 有 可 能 对 这 3 
两 个 问题 的 特殊 实例 提供 快速 的 解法 。 当 然 ， 我 们 在 使 用 -9 0 1 


或 构建 利用 了 这 些 归 约 的 网 络 处 理 系 统 时 ， 必 须 避 免 归 约 | 
_ i ™ A 瘦 詹 
进入 循环 。 例如， 程序 22. 8 中 的 消 环 算法 实现 使 用 了 最 的 vb 2 
大 流 和 最 短路 径 来 求解 最 小 成 本 流 问题 ( 见 练习 21. 96) 。 短路 径 树 等 价 于 解 下 图 流 网 络 中 的 最 
下 面 将 讨论 等 价 的 网 模型 。 首 先 ， 我 们 将 说 明 假 设 成 小 成 本 最 大 流 问题 。 


9 
本 非 负 并 不 是 一 个 限制 性 条 件 ， 因 为 可 以 将 有 负 成 本 的 网 转换 成 无 负 成 本 的 网 。 

性 质 22. 30 在 最 小 成 本 流 问题 中 ， 可 以 不 失 一 般 性 假设 边 成 本 是 非 负 的 。 

证 明 我 们 将 对 配送 网 中 的 可 行 最 小 成 本 流 来 证 明 这 一 点 。 对 于 最 小 成 本 最 大 流 问 题 ， 
结论 同样 成 立 。 因 为 由 性 质 22. 22 的 证 明 可 得 这 两 个 问题 是 等 价 的 ( 见 练习 22. 144 和 
22. 145 ) 。 . 

给 定 一 个 配送 网 络 ， 将 成 本 x < 0 且 容 量 为 的 任何 边 xy 替换 为 一 条 有 同样 容量 的 边 
v-u， 但 其 成 本 为 ~-x (一 个 正 数 )。 此 外 ， 我 们 可 以 使 的 供需 值 降低 c， 使 5v 的 供需 值 增 加 
c。 这 个 操作 对 应 着 向 w 至 4 推进 c 个 单位 的 流 ， 并 相应 地 调整 网 络 。 

对 于 负 成 本 的 边 ， 如 果 对 于 转换 后 的 网 的 最 小 成 本 流 问 题 的 解决 方案 在 边 v-u 上 放置 济 
f/f， 那么 我 们 在 原 网 中 的 边 w-vs 上 放置 流 c-f; 对 于 正成 本 边 ， 转 换 后 的 网 与 原 网 有 相同 的 流 。 
这 种 流 分 配 可 以 保持 所 有 顶点 上 的 供应 或 需求 约束 条 件 。 

转换 后 的 网 中 ，w-w 中 的 流 对 成 本 的 贡献 为 扩 ， 而 原 网 中 v-w 中 的 流 对 成 本 的 贡献 则 为 
-cx + 大 。 因 为 此 表达 式 中 的 第 一 项 与 流 无 关 ， 转 换 后 的 网 中 的 任何 流 的 成 本 等 于 原 网 中 对 
应 流 的 成 本 加 上 所 有 负 成 本 边 上 的 容量 与 成 本 之 积 的 和 (这 是 一 个 负 值 ) 。 转 换 后 的 网 中 的 
最 小 成 本 流 是 原 网 中 的 一 个 最 小 成 本 流 。 时 

这 一 归 约 表明 我 们 可 以 只 考虑 正成 本 , 但 在 实际 中 我 们 并 不 这 样 做 ， 因 为 在 22.5 和 
22.6 节 中 的 实现 只 在 残 量 网 上 工作 ， 且 毫 不 困难 就 可 以 处 理 负 成 本 。 在 某 些 情况 下 需要 成 
本 有 下 界 这 很 重要 ， 但 此 下 界 又 不 必 为 0 ( 见 练习 22. 146 ) 。 

- 接 下 来 ,我 们 将 表明 就 像 在 最 大 流 问题 中 所 作 的 那样 ， 如 果 需 要 ， 可 以 只 考虑 无 环 网 。 
此 外 ， 我 们 还 可 以 假设 边 上 的 容量 是 无 限 的 〈 边 上 的 流量 没有 上 界 ) 。 将 这 两 点 组 合 在 一 起 
就 得 到 以 下 最 小 成 本 流 问 题 的 经 典 形 式 化 描述 。 

运输 问题 ”求解 二 分 配送 网 的 最 小 成 本 流 问 题 ， 其 中 所 有 边 都 由 一 个 供应 顶点 指向 一 个 
需求 顶点 ， 且 有 无 限 容 量 。 如 本 章 开 始 所 讨论 的 那样 ( 见 图 22-2) ， 通 常 求解 此 问题 的 思路 
是 ， 建 立 沿 着 配送 渠道 ( 边 ) 从 仓库 〈 供 应 顶点 ) 到 零售 店 〈 需 求 顶点 ) 的 商品 配送 问题 
的 模型 ， 其 中 每 单位 货物 量 有 一 个 特定 的 成 本 。 

性 质 22. 31 运输 问题 等 价 于 最 小 最 小 成 本 流 问 题 。 

证 明 给 定 一 个 运输 问题 ， 我 们 可 以 通过 为 每 条 边 上 的 容量 指定 大 于 包含 它 的 顶点 上 的 
供给 量 或 需求 量 的 值 ， 并 且 求 解 所 得 配送 网 中 的 最 小 成 本 可 行 流 问 题 ， 来 解决 这 个 运输 问 
题 。 西 此， 我 们 只 需 建 立 从 标准 问题 到 运输 问题 的 一 个 归 约 。 

为 简单 起 见 ， 我 们 描述 了 一 个 新 的 转换 ， 其 仅 对 稀 朴 网 是 线性 的 。 构 造 过 程 类 似 于 我 们 
在 性 质 22. 16 中 使 用 的 方法 ， 建 立 了 非 稀疏 网 的 结果 ( 见 练习 22. 149 ) 。 

给 定 一 个 有 Vy 个 顶点 、E 条 边 的 标准 配送 网 ， 如 下 构建 一 个 有 VV 个 供应 顶点 、E 个 需求 
顶点 且 有 2E 条 边 的 运输 网 。 对 于 原 网 中 的 每 个 顶点 ， 在 二 分 网 中 加 入 一 个 顶点 ， 其 上 的 供 
应 值 或 需求 值 设 为 原 值 加 上 发 出 边 上 的 容量 之 和 ; 对 于 原 网 中 容量 为 c 的 每 条 边 u-v， 在 二 
分 网 中 加 入 一 个 顶点 ， 其 上 的 供应 值 或 需求 值 为 -c (我 们 使 用 [uwu-v] 表示 此 顶点 ) 。 对 于 
原 网 中 的 每 条 边 uw-v， 在 二 分 网 中 加 入 两 条 边 : 一 条 边 从 到 [vv]， 并 有 相同 成 本 ， 另 一 
条 边 从 v 到 [u-v] ， 成 本 为 0。 z 

以 下 的 一 一 对 应 保持 了 两 个 网 中 流 之 间 的 成 本 : 原 网 中 一 条 边 uw-v 有 流 值 上 当 且 仅 当 二 
分 网 中 边 w- [wu-v] 有 流 值 /， 生 边 v-[w-v] 有 流 值 c-f (这 两 个 流 之 和 必 为 <， 这 是 由 于 顶点 
[w-v] 上 的 供 - 需 约束 )。 因 此 一 个 网 中 的 任何 最 小 成 本 流 都 对 应 于 另 一 个 网 中 的 一 个 最 小 
成 本 流 。 / / 加 
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由 于 我 们 并 未 讨论 解决 运输 问题 的 直接 算法 ， 此 归 约 仅 有 理论 价值 。 为 了 使 用 此 归 约 ， 
我 们 就 要 使 用 在 性 质 22. 31 中 的 一 开始 提 到 的 简单 归 约 ， 将 所 得 的 问题 转换 回 一 个 (不 同 
的 ) 最 小 成 本 流 问 题 。 也 许 这 样 的 网 络 在 实际 中 会 产生 更 有 效 的 解 ; 也 许 不 会 。 研 究 运 输 
问题 和 最 小 成 本 流 问 题 之 间 的 等 价 关系 的 关键 是 理解 . 去 除 容量 且 仅 关注 二 分 网 络 看 上 去 会 
大 大 简化 最 小 成 本 流 问 题 ; 然而 实际 上 并 非 如 此 。 

我 们 需要 考虑 另 一 个 经 典 问题 。 它 推广 了 在 22. 4 节 中 详细 讨论 的 二 分 匹配 问题 。 像 那 
个 问题 一 样 ， 给 人 以 简单 的 假象 。 

分 配 问题 给 定 一 个 加 权 二 分 图 ， 找 出 一 组 有 最 小 总 权 值 的 边 ， 使 得 每 个 顶点 只 与 另外 
一 个 其 他 顶点 相连 接 。 

例如 ， 我 们 可 以 推广 职位 安置 问题 ， 针 对 每 个 应 用 ， 使 每 个 公司 量化 它 的 需求 (比如 
说 ， 为 每 个 求职 者 指定 一 个 整数 ， 求 职 者 越 好 整数 越 小 ) 。 那 么 ， 对 于 分 配 问题 的 一 个 解决 
方案 就 可 以 提供 一 种 合理 的 方法 ， 将 这 些 相 对 优先 关系 考虑 在 内 。 

性 质 22. 32 ”分配 问题 可 归 约 到 最 小 成 本 流 问 题 。 

使 用 简单 归 约 到 运输 问题 可 以 得 到 这 个 结果 。 给 定 一 个 分 配 问 题 ， 可 以 构造 一 个 具有 相 
同 顶 点 和 边 的 运输 问题 ， 其 中 任 一 集合 中 的 所 有 顶点 指定 为 值 为 1 的 供应 顶点 ， 另 一 个 集合 
中 的 所 有 顶点 指定 为 值 为 1 的 需求 顶点 。 每 条 边 上 的 容量 指定 为 1， 并 为 分 配 问 题 中 对 应 的 
那 条 边 上 的 权 值 指定 一 个 成 本 。 

将 这 个 运输 问题 的 实例 归 约 到 最 小 成 本 流 的 过 程 给 出 了 一 种 构造 过 程 。 它 本 质 上 等 价 于 
我 们 在 将 二 分 匹配 问题 归 约 到 最 大 流 问 题 时 所 使 用 的 构造 过 程 〈( 见 练习 22. 159 ) 。 可 
”这 种 关系 还 不 能 称 为 是 等 价 的 。 尚 没有 将 最 小 成 本 流 问题 归 约 为 分 配 问题 的 方法 。 实 际 
上 ， 就 像 单 源 点 的 最 短路 径 问 题 和 最 大 流 问 题 ， 分 配 问 题 看 起 来 要 比 最 小 成 本 流 问 题 更 简单 
一 些 ， 因 为 从 求解 它 的 算法 来 看 ， 它 比 现 有 求解 最 小 成 本 流 的 最 好 算法 有 更 好 的 渐 近 性 能 。 
不 过 ， 网 络 单纯 形 算法 得 到 了 充分 的 改进 。 它 的 一 种 良好 的 实现 是 用 于 求解 分 配 问题 的 一 个 
合理 的 选择 。 此 外 ， 与 最 大 流 问 题 和 最 短路 径 问 题 一 样 ， 我 们 可 以 调整 网 络 单纯 形 算 法 来 得 
到 分 配 问题 的 改进 性 能 ( 见 第 五 部 分 参考 文献 )。 

接 下 来 归 约 到 最 小 成 本 流 问 题 会 产生 图 中 路 径 有 关 的 一 个 基本 问题 ， 就 像 我 们 在 17. 7 
节 一 开始 考虑 的 问题 。 如 在 欧 拉 路 径 问 题 中 的 做 法 ， 和 希望 有 那么 一 条 路 径 能 够 包括 图 中 的 所 
有 边 。 我 们 知道 并 不 是 所 有 的 图 都 存在 这 样 的 路 径 ， 因 此 放宽 限制 ， 图 中 的 边 只 出 现 一 次 。 

邮差 问题 ”给 定 一 个 网 (加权 有 问 图 )， 找 出 一 条 有 最 





小 权 值 的 回路 ， 其 中 将 每 条 边 至 少 包含 一 次 ( 见 图 22-53 ) 。 91 4 
回忆 我 们 在 第 17 章 中 关于 回路 的 基本 和 定义， 其 中 对 于 回路 。 2-3 5s 
(可 能 重新 访问 顶点 和 边 ) 和 环 〈 除 了 第 一 个 顶点 和 最 后 一 3-。 3 
个 顶点 相同 外 ， 其 余 项 点 都 不 同 ) 做 了 区 别 。 3-0 4 
此 问题 的 解 将 描述 出 一 个 邮差 所 行 的 最 佳 路 线 (邮差 必 ss-k :> 
须 遍 及 其 路 线 上 的 所 有 街道 ) 。 此 问题 的 一 个 解 也 可 以 描述 。 .3 
一 个 扫 雪 机 在 雪 天 的 路 线 ， 另 外 还 有 很 多 类 似 的 应 用 。 5-1 2 
邮差 问题 是 我 们 在 17.7 节 讨 论 的 欧 拉 路 径 问 题 的 一 个 图 22-53 ”邮差 问题 
扩展 : 练习 17. 92 的 解 就 是 对 有 向 图 是 否 存 在 欧 拉 路 径 的 一 找 出 包括 每 条 边 至 少 一 次 的 最 


、 ,六 在 所 欧 接 路 径 的 短路 径 是 一 个 挑战 性 的 问题 ， 即 使 
个 简单 测试。 程序 17. 14 是 找 这 类 有 向 图 中 的 欧 拉 路 径 的 是 在 对 于 这 个 小 的 网 络 也 是 如 此 。 
种 有 效 的 方法 。 这 条 路 径 解 决 了 邮差 问题 ， 因 为 它 包含 每 条 但 是 可 以 将 问题 归 约 到 最 小 成 二流 


边 仅 一 次 ， 没 有 其 他 路 径 会 有 更 小 的 权 值 。 如 果 人 度 和 出 度 ”问题 来 有 效 地 求解 此 问题 。 
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不 相等 ， 此 问题 将 变 得 更 为 困难 。 在 一 般 情况 下 ， 某 些 边 必定 会 被 般 历 多 于 一 次 : 此 问题 就 
是 使 所 有 多 次 遍历 边 的 总 权 值 达到 最 小 。 

性 质 22. 33 邮差 问题 可 归 约 为 最 小 成 本 流 问 题 。 

证 明 ”给 定 邮 差 问 题 的 一 个 实例 〈 一 个 加 权 有 向 图 ) ， 在 同样 的 项 点 和 边 上 定义 配送 网 
络 ， 其 中 所 有 顶点 的 供应 或 需求 值 设置 为 0， 边 的 成 本 设置 为 相应 边 上 的 权 值 。 边 上 的 容量 
无 限 。 但 是 所 有 边 的 容量 都 要 求 大 于 1。 我 们 将 一 条 边 w-v 上 的 流 值 解释 为 邮差 需要 遍历 
u-v 共 /次 。 

通过 使 用 练习 22. 147 的 转换 来 去 除 边 容量 的 下 界 ， 从 而 为 此 网 络 找 出 一 个 最 小 成 本 流 。 
由 流 分 解 定理 可 得 ， 我 们 可 以 将 流 表示 为 一 个 环 的 集合 。 因 而 ， 我 们 可 以 由 此 流 构建 一 条 回 
路 ， 所 用 方法 与 在 欧 拉 图 中 构建 欧 拉 路 径 一 样 : 我 们 遍历 任何 环 ， 一旦 过 到 一 个 在 为 一 环 上 
的 顶点 ， 则 迁 回 遍历 到 男 一 个 环 。 国 

仔细 研究 邮差 问题 再 次 表明 : 图 算法 中 的 平凡 问题 和 困难 问题 之 间 微 妙 的 界限 。 假 设 我 
们 讨论 此 问题 的 双向 版 本 ， 网 是 无 限 的 ， 邮 差 可 以 沿 着 每 条 边 的 两 个 方向 行走 。 这 样 ， 如 我 
们 在 18.5 节 所 指出 的 ， 深 度 优 先 搜索 〈 或 任何 图 搜索 ) 将 会 提供 直接 的 解法 。 然 而 ， 如 采 
可 以 遍历 每 条 无 向 边 的 任何 一 个 方向 即 可 满足 ， 那 么 较 之 于 简单 归 约 到 最 小 成 本 流 问 题 ， 对 
上 述 问题 的 形式 化 要 困难 多 。 如 果 某 些 边 是 有 向 的 ， 而 其 他 边 是 无 向 的 ， 那 么 问题 就 变 成 了 
NP- 难 问题 ( 见 第 五 部 分 参考 文献 )。 





只 有 少量 的 实际 问题 可 以 被 形式 化 为 最 小 成 本 pl 
流 问 题 。 最 小 成 本 流 问 题 实际 上 甚至 比 最 大 流 问 题 02 3 1 
或 最 短路 径 问 题 用 途 更 多 。 网 络 单纯 形 算法 可 以 有 1-4 1 1 
效 地 解决 这 个 模型 所 涵盖 的 所 有 问题 。 2-4 1 2 
正如 我 们 在 研究 最 大 流 时 的 做 法 ， 可 以 考察 最 1 3 1 
小 成 本 流 问 题 是 如 何 转换 到 一 个 LP 问题 的 ， 如 图 0-5 * 3 
22-54 所 示 。 这 种 形式 化 是 最 大 流 形式 化 的 一 种 直接 最 大 值 c 
扩展 : 我 们 增加 了 虚拟 变量 等 于 此 流 的 成 本 的 等 式 ， 约束 条 件 
然后 设置 目标 函数 ， 并 使 该 变量 达到 最 小 。LP 模型 1 
允许 我 们 任意 增加 (线性 ) 约 东 和 条件。 有些 约束 条 ri3<3 
件 使 问题 仍然 可 能 与 最 小 成 本 流 问题 等 价 ， 但 有 些 SHE 
约束 条 件 却 不 能 。 也 就 是 说 ,很 多 问题 并 不 能 归 约 zs<1 
到 最 小 成 本 流 问 题 : 特别 是 ，LP 涵盖 范围 更 广 的 问 3 
题 。 最 小 成 本 流 问 题 是 求解 问题 的 一 般 模型 的 下 一 zx50 = zol + z02 
步 ， 我 们 将 在 第 八 部 分 讨论 。 C01 TT 
此 外 还 有 比 LP 模型 更 具 一 般 性 的 模型 ; 然而 ， TZ13 十 X23 一 X35 


LP 还 有 一 个 优点 ， 即 尽管 LP 问题 通常 比 最 小 成 本 流 4 
问题 于 困难 ， 但 已 经 为 此 发 明了 有 效 而 高 效 的 异 流 。 图 22-54 最 小 成 本 流 问题 的 LP 形式 化 
实际 上 ， 这 种 算法 中 可 能 最 重要 的 是 称 为 “单纯 形 这 个 线性 规划 等 价 于 图 22-41 中 的 实例 网 的 
的 方法 : 网 络 单纯 形 方 法 是 单纯 形 方法 的 一 个 特定 。 最 小 成 本 流 问题 。 地 等 式 和 顶 志 不 等 式 与 图 
， 。 、 22-40 中 的 相同 ， 但 是 目标 函数 不 同 。 变 量 c 
的 版 本 ， 应 用 于 LP 问题 的 一 个 子 集 中， 该 子 集 对 应 表示 总 成 本 ， 它 是 其 他 变量 的 线性 组 合 。 在 
着 最 小 成 本 流 问 题 。 理解 网 络 单纯 形 算法 有 助 于 我 这 种 情况 下 ，c= 一 9x50 十 3Xol 十 Xoz 十 %I3 十 
们 理解 这 个 单纯 形 算 法 。 X14 + 4X23 十 2X24 +t 2X35 + Xaqso 
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o22. 134 说明 在 网 络 单纯 形 算 法 计算 一 个 最 大 流 时 ， 
其 生成 树 是 两 棵 树 的 并 t-s， 其 中 一 棵 树 为 s， 另 一 棵 树 为 t。 
22. 135 ”开发 一 个 基于 练习 22. 134 的 最 大 流 实现 ， 随 机 选择 一 条 合格 边 。 
22. 136 ”按照 图 22-51 的 样子 ， 使 用 课文 中 所 描述 的 归 约 和 程序 22. 12 的 网 络 单纯 形 实现 
显示 图 22-11 中 所 示 的 流 网 络 的 最 大 流 的 计算 过 程 。 
22. 137 按照 图 22-51 的 样子 ， 使 用 课文 中 所 描述 的 归 约 和 程序 22. 12 的 网 络 单纯 形 实 现 
显示 图 22-11 中 所 示 的 流 网 络 的 从 0 开始 的 最 短路 径 的 计算 过 程 。 

222. 138 证 明 在 性 质 22. 29 的 证 明 中 所 描述 的 生成 树 的 所 有 边 位 于 从 源 点 到 叶 结 点 的 有 向 
路 径 上 。 

o 22. 139 证 明 在 性 质 22. 29 的 证 明 中 所 描述 的 生成 树 对 应 着 原 网 络 中 的 一 条 最 短路 径 树 。 
22. 140 ”假设 你 使 用 网 络 单纯 形 算法 来 求解 对 性 质 22. 29 中 所 描述 的 单 源 点 最 短路 径 问 题 
进行 归 约 所 得 问题 。( i ) 证 明 该 算法 绝 不 会 使 用 0- 成 本 的 最 大 路 径 。( 站) 说 明 离 开 环 的 顶 
点 总 是 添加 到 此 环 中 该 边 的 目的 顶点 的 父 结 点 。( 道 ) 作为 练习 22. 139 的 一 个 结论 ， 网 络 单 
纯 形 算法 并 不 需要 维持 边 上 的 流 。 给 出 利用 了 这 一 点 的 一 种 完全 实现 。 随机 地 选择 新 的 
树 边 。 

22. 141 假设 我 们 对 网 络 中 的 每 条 边 指定 一 个 正成 本 。 证 明 找 最 小 成 本 的 单 源 点 的 最 短路 
径 树 问题 可 归 约 到 最 小 成 本 最 大 流 问 题 。 

22. 142 假设 修改 21.6 节 中 的 具有 截止 期 的 作业 调度 问题 ， 使 得 作业 可 以 不 在 截止 期 内 究 
成 。 但 如 果 这 样 ， 将 会 带 来 一 个 固定 的 正成 本 。 说 明 这 个 修改 过 的 问题 可 以 归 约 到 最 小 成 本 
最 大 流 问 题 。 

22. 143 .使 用 练习 22. 108 g 的 方案 (假设 成 本 都 是 非 负 的 ) ， 实 现 一 个 ADT 函数 ， 找 出 带 有 
负 成 本 的 配送 网 中 的 最 小 成 本 最 大 流 。 

o22. 144 假设 图 22-41 中 0-2 和 1-3 的 成 本 为 -1， 而 不 是 1。 说 明 如 何 通过 将 网 转换 具有 正 
成 本 的 网 络 并 找 出 新 网 的 一 个 最 小 成 本 最 大 流 来 找 出 最 小 成 本 最 大 流 。 

22. 145 ”实现 一 个 ADT 函数 ， 使 用 GRAPHmincost (假设 成 本 均 非 负 ) ， 找 出 带 有 负 成 本 的 
网 中 的 最 小 成 本 最 大 流 。 

o22. 146 22.5 节 和 22.6 节 中 的 实现 依赖 于 成 本 非 负 吗 ? 如 果 依 赖 于 ， 解 释 实 现 是 如 何 依赖 
于 成 本 非 负 的 ; 否则 ， 解 释 需 做 什么 修改 〈 如 果 需 要 ) 才能 使 之 对 于 有 负 成 本 的 网 也 能 正 
确 工作 ， 或 解释 为 什么 不 可 能 做 这 样 的 修改 。 

22. 147 扩展 练习 22. 75 中 的 可 行 流 使 其 包含 边 上 容量 的 下 界 。 给 出 一 个 ADT 的 实现 ， 用 
来 计算 关于 这 些 下 界 的 最 小 成 本 最 大 流 ， 或 者 证 明 它 的 最 小 成 本 最 大 流 不 存在 。 
22. 148 ”使 用 文本 中 的 归 约 ， 给 出 将 练习 22. 114 中 描述 的 流 网 络 归 约 到 运输 问题 的 结 采 。 

o 22. 149 ”使 用 类 似 于 性 质 22. 16 的 证 明 中 的 构造 过 程 ， 说 明 最 小 成 本 最 大 流 问 题 可 归 约 到 
只 有 V 个 额外 顶点 和 边 的 运输 问题 。 

> 22. 150 ”根据 归 约 到 性 质 22. 30 的 证 明 中 所 给 出 的 最 小 成 本 流 问题 ， 开 发 运输 问题 的 一 个 
ADT 实现 。 

o22. 151 根据 归 约 到 性 质 22.31 的 证 明 中 所 描述 的 运输 问题 ， 开 发 最 小 成 本 流 的 一 个 ADT 
灾 现 。 

o 22. 152 根据 归 约 到 练习 22. 149 中 所 描述 的 证 明 中 所 描述 的 运输 问题 ， 开 发 最 小 成 本 流 的 

一 个 ADT 实现 。 
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22. 153 ”编写 一 个 产生 运输 问题 各 种 随机 实例 的 程序 ， 然 后 使 用 这 些 实例 作为 基础 ， 进 行 
实验 测试 求解 该 问题 的 各 种 算法 及 实现 。 

22. 154 在线 找 出 运输 问题 的 一 个 更 大 实例 。 

22. 155 进行 实验 研究 ， 比 较 将 任意 的 最 小 成 本 流 问题 归 约 到 运输 问题 的 两 种 不 同方 法 。 
这 些 方法 在 性 质 22. 31 的 证 明 中 讨论 过 。 

22. 156 编号 一 个 产生 分 配 问题 各 种 随机 实例 的 程序 ， 然 后 使 用 这 些 实例 作为 基础 ， 进 行 
实验 测试 求解 该 问题 的 各 种 算法 及 实现 。 

22. 157 在线 找 出 分 配 问题 的 较 大 实例 。 

22. 158 ”正文 中 所 描述 的 职位 安置 问题 偏向 雇主 〈 其 总 权 值 最 大 ) 。 形 式 化 此 问题 的 一 个 版 
本 ， 使 得 求职 者 也 能 表达 其 愿望 。 解 释 如 何 解 决 此 版 本 的 问题 。 

22. 159 进行 实验 研究 ， 比 较 22.6 节 中 求解 有 VY 个 顶点 、E 条 边 的 分 配 问 题 的 随机 实例 的 两 
种 网 络 单纯 形 算法 的 实现 性 能 。 

22. 160 ”邮差 问题 对 于 并 非 强 连 通 的 网 络 (邮差 只 能 访问 其 在 开始 所 在 强 连通 分 量 中 的 那 
些 顶点 ) 显然 是 无 解 的 ， 但 是 这 个 结果 在 性 质 22. 33 的 归 约 中 并 未 提 到 。 当 我 们 在 一 个 不 是 
强 连 通 的 网 上 使 用 归 约 时 会 怎样 ? 

22. 161 对 于 各 种 加 权 图 ( 见 练 习 21.4 ~21.8) 进行 实验 研究 ， 确 定 邮 差 路 径 的 平均 
长 度 。 

22. 162 ”给 出 单 源 点 最 得 路径 问 题 归 约 到 分 配 问 题 的 一 种 直接 证 明 。 

22. 163 ”描述 如 何 将 任 一 分 配 问 题 形 式 化 为 LP 问题 。 

22. 164 ”对 于 每 条 边 上 的 成 本 值 为 -1 的 情况 ， 做 练习 22.20 (从 而 可 以 最 小 化 卡车 中 的 未 
用 空间 ) 。 

22. 165 设计 练习 22. 20 的 一 个 成 本 模型 ， 满 足 解 是 一 个 取 天 数 最 小 的 最 大 流 。 


22.8 展望 


我 们 对 于 图 算法 的 研究 在 研究 网 络 流 算法 是 达到 了 顶峰 ， 其 中 有 4 个 原因 。 首 先 ， 网 络 
流 模型 证 实 了 图 抽象 在 不 计 其 数 的 应 用 中 的 适用 性 。 其 次 ， 我 们 所 讨论 的 最 大 流 和 最 小 成 本 
流 算法 都 是 对 于 更 简单 的 问题 所 研究 的 图 算法 的 自然 扩展 。 第 三 ， 这 些 实现 充分 体现 了 基本 
算法 和 数据 结构 在 获得 好 的 性 能 所 具有 的 重要 作用 。 第 四 ， 最 大 流 和 最 小 成 本 流 模型 说 明了 
开发 求解 问题 的 更 为 一 般 的 模型 以 及 用 这 些 模 型 来 求解 更 广泛 问题 的 实用 性 。 我 们 有 能 力 开 
发 出 求解 这 些 问题 的 有 效 算法 ， 这 样 就 为 开发 出 更 为 一 般 的 模型 和 寻求 解决 这 些 问 题 的 有 效 
算法 沿 开 了 大 门 。 

在 进一步 讨论 这 些 问 题 之 前 ， 我 们 先 列 出 在 本 章 没 有 涵盖 的 一 些 问题 ， 即 使 它们 与 我 们 
所 熟知 的 问题 紧密 相关 。 然 后 进一步 讨论 这 些 问 题 。 

最 大 匹配 ”在 带 有 边 权 值 的 图 中 ， 找 边 的 一 个 子 集 ， 其 中 任何 顶点 都 不 会 出 现 多 于 一 
次 ， 而 且 任 何其 他 边 集 都 不 会 比 此 子 集 的 总 权 值 更 大 。 通 过 将 无 权 图 中 的 边 上 的 权 值 设置 为 
1， 可 将 该 图 的 最 大 基数 匹配 (maximum-cardinality matching) 问题 直接 归 约 到 此 问题 。 

分 配 问题 和 最 大 基数 二 分 匹配 问题 可 归 约 到 一 般 图 的 最 大 匹配 问题 。 一 方面 ,最 大 匹配 
不 能 妇 约 到 最 小 成 本 流 ， 因 而 我 们 讨论 的 算法 不 适用 。 但 问题 是 易 解 的 ， 虽然 对 于 较 大 规模 
的 图 ， 求 解 该 问题 的 计算 开销 依然 很 大 。 如 果 讨 论 试图 用 于 一 般 图 的 匹配 的 处 理 技术 会 充满 
这 本 书 : 该 问题 是 图 论 中 研究 最 为 广泛 的 问题 之 一 。 我 们 在 本 书 中 只 讨论 到 最 小 成 本 流 ， 到 
第 八 部 分 再 来 讨论 最 大 流 问 题 。 


O 


O 
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多 商品 流 《multicommodity flow) 假设 我 们 需要 计算 第 二 个 流 ， 满 足 一 条 边 行 的 两 个 流 
之 和 受到 该 边 上 的 容量 限制 ， 这 两 个 流 都 要 处 于 平衡 状态 ， 并 使 总 成 本 最 小 。 这 一 改变 对 于 
商品 配送 问题 中 存在 两 种 不 同类 型 商品 的 情况 建立 模型 ; 例如， 对 于 快餐 店 ， 能 否 在 其 相应 
卡车 中 放 入 更 多 的 汉堡 或 是 更 多 的 土豆 ?这 种 修改 还 将 使 问题 更 为 困难 ， 并 且 较 之 于 在 此 所 
讨论 的 方法 ， 还 需要 更 为 高 级 的 算法 ; 例如 ， 对 于 一 般 情 况 ， 没 有 类 似 于 最 大 流 - 最 小 割 定 
理 对 于 一 般 情况 的 结论 。 将 此 问题 形式 化 为 LP 问题 是 对 图 22-54 所 示 的 例子 的 直接 扩展 。 
因而 问题 是 易 解 的 〈 因 为 LP 是 易 解 的 ) 。 

凸 包 和 非 线性 成 本 (convex and nonlinear cost) ”我 们 所 讨论 过 的 简单 成 本 函数 是 变量 的 
线性 组 合 ， 求 解 它 们 的 算法 本 质 上 依赖 于 这 些 函 数 的 基本 数学 结构 。 很 多 应 用 需要 更 为 复杂 
的 消 数 。 例 如 ， 当 我 们 最 小 化 距离 时 ， 可 得 成 本 平方 之 和 。 这 样 的 问题 不 能 被 形式 化 为 LP 
问题 ， 因 而 它们 需要 求解 问题 的 模型 更 为 强大 。 很 多 这 样 的 问题 不 是 易 解 的 问题 。 

调度 问题 “我 们 已 经 给 出 了 几 种 调度 问题 的 例子 。 它 们 只 是 数 百 种 不 同调 度 问 题 的 几 个 
代表 。 对 于 这 些 问题 之 间 的 关系 以 及 解决 这 类 问题 的 算法 和 实现 的 开发 ， 相 关 研 究 可 见 大 量 
人 研究 文献 中 ( 见 第 五 部 分 参考 文献 )。 实 际 上 ， 我们 可 能 会 选择 使 用 调度 而 非 网络 流 算法 来 
定义 一 般 求解 问题 模型 并 实现 归 约 来 解决 某 些 特定 问题 的 思路 (同样 可 以 说 是 匹配 )。 很 多 
调度 问题 可 归 约 到 最 小 成 本 流 模 型 。 

组 合计 算 的 领域 相当 广泛 ， 而 且 对 于 此 类 问题 的 研究 ， 自 然 要 求 研 究 人 员 还 要 做 多 年 的 
努力 。 我 们 将 在 第 8 部 分 重新 讨论 这 些 问 题 ， 涉 及 难 解 性 问题 。 

我 们 只 给 出 了 求解 最 大 流 和 最 小 成 本 流 的 已 有 研究 算法 的 一 部 分 。 正 如 贯穿 在 本 章 中 的 
那些 练习 所 指明 的 ， 将 各 种 通用 算法 不 同 部 分 的 可 用 部 分 组 合 起 来 就 能 得 到 大 量 不 同 的 算 
法 。 此 时 基本 计算 任务 的 算法 和 数据 结构 在 这 些 方法 的 效率 方面 起 着 至 关 重 要 的 作用 ; 实际 
上 ， 我 们 研究 的 一 些 重 要 的 通用 算法 在 开发 时 要 求 有 效 地 实现 网 络 流 算 法 。 许 多 研究 人 员 仍 
然 在 对 这 一 主题 进行 研究 。 要 开发 对 于 网 络 流 问 题 的 更 好 的 算法 肯定 要 依靠 对 于 基本 算法 和 
数据 结构 的 智慧 使 用 。 

由 于 网 络 流 算法 的 徐 盖 面 如 此 之 广 ， 而 且 我 们 对 于 妇 约 的 扩展 使 用 也 将 触角 延伸 到 这 一 
领域 ， 使 得 本 节 适 合 于 讨论 归 约 这 一 概念 的 含义 。 对 于 大 量 的 组 合算 法 ， 我 们 是 研究 某 些 问 
题 的 有 效 算法 ， 还 是 研究 求解 一 般 问 题 的 模型 ， 这 些 问 题 代表 了 在 算法 研究 中 的 分 水 岭 。 无 
论 哪 一 方面 都 有 很 重要 的 拉动 力量 。 

我 们 往往 倾向 于 开发 尽 可 能 一 般 的 模型 ， 因 为 模型 越 具 有 一 般 性 ， 其 涵盖 的 问题 就 越 
多 ， 相 应 地 ， 对 于 能 够 归 约 为 此 模型 的 任何 问题 ， 解 决 所 有 这 些 问题 的 有 效 算 法 的 有 用 性 将 
有 所 增加 。 开 发 这 样 一 个 算法 尽管 不 是 完全 没有 可 能 ， 但 也 有 相当 大 的 难度 。 即 使 并 没有 一 
个 能 够 保证 相当 有 效 的 算法 ,但 对 于 我 们 感 兴趣 的 特定 类 型 的 问题 ,通常 仍 有 许多 好 的 算法 
能 够 完成 得 很 好 。 具 体 的 分 析 结 果 往 往 很 隆 涩 难 懂 。 但 我 们 常常 有 很 有 说 服 力 的 实验 结果 。 
实际 上 ， 具 体 开发 人 员 常 常 可 用 的 最 一 般 模 型 (或 者 有 一 个 完善 的 解决 方案 包 ) ， 如 果 模 型 
可 在 合理 时 间 内 完成 则 不 再 做 更 多 的 努力 。 然 而 ， 我们 当然 要 避免 使 用 过 于 一 般 的 模型 ， 这 
些 模 型 会 导致 花费 过 多 的 时 间 来 解决 一 些 采 用 更 为 专用 的 模型 就 很 有 效 的 问题 。 

我 们 已 经 在 为 一 些 重要 的 特定 问题 寻求 更 好 的 算法 ， 特 别 是 大 型 问题 或 较 小 问题 的 大 量 
实例 ， 其 中 计算 资源 是 一 个 关键 瓶颈 。 我 们 通常 可 以 找到 一 种 精巧 的 算法 ， 它 可 以 使 资源 开 
销 减少 一 个 数 百 、 数 千 其 至 更 多 的 因子 ， 在 以 时 间或 金钱 来 衔 量 开销 时 ， 这 一 点 尤为 重要 。 
第 2 章 中 介绍 的 一 般 观 点 ,已 经 成 功 地 用 于 很 多 领域 ， 在 这 种 情况 下 ， 也 相当 有 价值 。 而 且 
我 们 还 希望 在 图 算法 和 组 合算 法 方面 开发 出 更 为 精巧 的 算法 。 过 度 依 赖 特定 算法 最 重要 的 缺 
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氮 是 ， 如 果 对 模型 稍 作 改变 ， 算 法 就 会 失效 。 在 使 用 一 个 相当 一 般 的 模型 和 可 使 问题 得 到 解 
决 的 算法 时 ， 这 一 问题 所 带 来 的 影响 则 很 小 。 

在 许多 编程 环境 中 都 可 以 看 到 一 些 软件 库 ， 它 们 涵盖 了 我 们 所 谈 到 的 许多 算法 。 这 些 库 
对 于 讨论 特定 问 来 说 当然 是 很 重要 的 资源 。 然 而 ,这些 库 可 能 很 难 使 用 、 可 能 会 过 时 ， 也 可 
能 与 当前 问题 不 能 很 好 地 匹配 。 有 经 验 的 程序 员 都 懂得 对 充分 利用 库 资 源 和 过 于 依赖 次 资源 
(不 会 过 早 过 时 ) 加 以 权衡 的 重要 性 。 我 们 所 讨论 的 某 些 实现 很 高 效 ， 易 于 开发 ， 且 应 用 范 
围 很 广 。 在 许多 情况 下 ,， 将 这 些 实 现 加 以 调整 和 优化 从 而 解决 当前 问题 都 是 一 个 适当 的 
方法 。 

随 着 我 们 要 解决 的 问题 的 难度 逐渐 增 大 ， 理 论 研 究 〈 仅 限于 所 能 证 明 的 范围 ) 和 实验 
研究 〈 仅 与 当前 问题 相关 的 领域 ) 之 间 的 对 立 也 日 益 突 出 。 理 论 为 我 们 提供 了 关于 问题 的 
一 个 立足 点 的 指导 ， 而 实际 经 验 为 我 们 提供 了 开发 实现 的 指导 。 此外， 具有 实际 问题 的 经 验 
则 为 理论 提供 了 新 的 方向 ， 如 此 循环 ， 扩 展 了 我 们 所 能 求解 问题 的 范畴 。 

最 后 ， 无 论 研 究 哪 种 方法 ， 我们 的 目标 都 是 希望 得 到 求解 大 量 问 题 的 模型 ; 对 于 这 些 模 
型 范围 内 的 问题 ， 还 希望 得 到 可 将 其 加 以 解决 的 有 效 算 法 ; 另外 对 于 可 处 理 实 际 问题 的 那些 
算法 ， 还 希望 得 到 其 有 效 实现 。 对 于 开发 更 加 一 般 的 求解 问题 的 模型 (如 最 短路 径 问题 、 
最 大 流 、 最 小 成 本 流 问 题 ) ， 逐 步 增加 的 强大 的 通用 算法 〈 如 最 短路 径 问题 的 Bellman-Ford 
算法 、 最 大 流 问 题 的 增 大 路 径 算法 ， 以 及 最 小 成 本 - 最 大 流 问 题 的 网 络 单纯 形 算法 ) 都 使 
我 们 朝 着 这 个 目标 前 进 了 一 大 步 。 其 中 很 多 工作 是 20 世纪 50 年 代 到 60 年 代 的 成 果 。 后 来 
又 出 现 了 基本 数据 结构 (第 一 部 分 至 第 四 部 分 ) 和 为 这 些 通 用 方法 提供 有 效 实现 的 算法 
(本 书 ) ， 对 于 我 们 目前 能 够 处 理 如 此 众多 的 大 型 问题 都 起 到 了 根本 的 作用 。 


第 五 部 分 参考 文献 


下 列 的 算法 书籍 涵盖 了 第 17 章 到 第 21 章 中 的 大 部 分 基本 图 处 理 算 法 。 这 些 书籍 可 作为 
基本 图 算法 和 高 级 图 算法 的 参考 文献 ， 所 给 出 的 文献 涉及 广泛 ， 已 引用 到 最 近 的 文献 。Even 
的 教材 和 Tarjan 的 专著 涵盖 了 我 们 讨论 的 很 多 同样 的 专题 。 Tarjan 的 使 用 深度 优先 搜索 求解 
强 连通 问题 和 其 他 问题 的 原著 论文 值得 进一步 研究 。 第 19 章 中 的 源 ~ 队列 拓扑 排序 实现 源 
目 Knuth 的 著作 。 某 些 其 他 特定 算法 的 引用 出 处 也 在 下 面 列 出 。 

第 20 章 的 稠密 图 的 最 小 生成 树 算法 相当 陈旧 ， 但 是 Dijkstra 、Prim 和 Kruskal 的 原始 论 
文 仍然 值得 一 读 。Graham 和 Hell 给 出 了 该 问题 的 一 种 全 面 而 又 有 趣 的 历史 。 Chazelle 的 论文 
是 线性 MST 算 法 的 艺术 呈现 。 

Ahuja、Mangnanti 和 Orlin 的 著作 完整 地 论述 了 网 络 流 算法 《和 最 短路 径 算法 ) 。 关 于 第 
21 章 和 第 22 章 的 中 所 涵盖 的 几乎 每 个 专题 的 进一步 的 信息 也 可 在 那 本 书 中 找到 。 还 有 一 些 
资料 源 于 Papadimitriou 和 Steiglitz 的 经 典 著 作 。 书 中 大 部 分 的 内 容 更 多 的 是 关于 高 级 专题 。 
它 详细 地 论述 了 我 们 讨论 的 大 部 分 算法 。 这 两 本 书 都 很 涵盖 了 研究 文献 的 非常 广泛 和 深入 的 
信息 。Ford 和 Fulkerson 的 经 典 著作 作为 引 人 基 本 概念 仍然 值得 一 读 。 

我 们 已 经 对 第 8 部 分 的 大 量 的 高 级 专题 作 了 入 门 性 的 介绍 ， 这 些 专 题 包括 可 妇 约 性 、 难 
解 性 和 线 型 规划 ， 还 有 一 些 其 他 的 专题 。 该 参考 文献 列表 注重 对 内 容 的 详尽 介绍 ， 而 非 注重 
内 容 的 公平 性 。 算 法 的 正文 对 它们 作 了 说 明 ，Papadimitriou 和 Steiglitz 的 著作 作 了 深入 的 介 
绍 。 关 于 这 些 专 题 还 有 很 多 其 他 著作 和 大 量 的 文献 。 
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